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Ueber die Transformation der elliptischen Functionen bei 
zusammengesetztem Transformationsgrade. 


Von 


L. Krerert in Hannover. 


Bei den Untersuchungen iiber Transformation der elliptischen 
Functionen hat man sich, was die wirkliche Ausfiihrung der Rech- 
nungen betrifft, bisher meist auf den Fall beschriinkt, wo der Trans- 
formationsgrad » eine Primzahl ist. Man unterliess es, die zusammen- 
gesetaten Zahlen noch besonders zu behandeln, weil man im Allgemeinen 
eine Transformation vom Grade ab erhilt, indem man zuerst eine 
Transformation a‘* Grades und dann eine Transformation b'" Grades 
ausfiihrt. 

Ausserdem hiiufen sich bei den bisher gebriiuchlichen Methoden 
die Schwierigkeiten, welche die Ausfiihrung der numerischen Rech- 
nungen bietet, ungemein, wenn ® eine zusammengesetzte Zahl ist, 
weil dann der Grad der Modulargleichungen noch schneller wiichst als 
der Transformationsgrad. So ist z. B. fiir n = 30 bei Anwendung der 
Jacobi’schen Bezeichnungen der Grad der Modulargleichung zwischen 
«u und v in Bezug auf jede dieser beiden Veriinderlichen gleich 

2+1) 8+1) (6+1)=7?. 

Trotzdem ist diese Beschriinkung des Transformationsproblems auf 
Primzahlen eine schidliche gewesen, denn erstens gewinnen die alge- 
braischen Beziehungen, welche bei dieser Aufgabe auftreten, erhdhtes 
Interesse, wenn man zusammengesetzte Werthe von » beriicksichtigt, 
und zweitens gewiihren diese algebraischen Beziehungen auch Mittel, 
um die Rechnungen, welche fiir die Transformation vom Grade ab 
nothwendig sind, wesentlich einfacher zu gestalten als bei dem oben 
angedeuteten schrittweisen Vorgehen. Diese Mittel sollen in der hier 
folgenden Abhandlung angegeben werden, 

Es besteht niimlich zwischen der absoluten Invariante J*) der 


*) Die Bezeichnung J ist von Herrn Klein in seiner Abhandlung: ,,Ueber die 
Transformation der elliptischen Functionen und die Auflésung der Gleichungen 
fiinften Grades“ (Math, Annalen, Band XIV, S, 111—172) eingefiihrt worden. 
Dabei ist 

wait ns AM is 
g2*— 279,’ 
wo g, und g, die von Herrn Weierstrass benutzten Invarianten sind. 
Mathematische Annalen, XXXII. 1 








2 L. Kieren. 
gegebenen elliptischen Function und der absoluten Invariante J der 
transformirten Function eine Gleichung, deren Rang*) @ leicht bestimmt 
werden kann und im Verhiiltniss zum Grade dieser Gleichung klein 
ist. Deshalb giebt es nach bekannten Siitzen aus der Algebra Hiilfs- 


gréssen £, welche dem Rationalitiitsbereiche (J, J) angehdren (d. h. 


welche rationale Functionen von J und J sind), und die Eigenschaft 
besitzen, dass die Gleichungen 


(1) F(E,J)=0 und F,(E, J) =0, 
welche zwischen & und J, bez. zwischen £ und J bestehen, in Bezug 
auf J undJ von niedrigerem Grade sind als die Gleichung zwischen 
J und J. 

In den Fallen, wo 9g = 0 ist, d. h. in den Fallen, wo nm eine der 
Primzahlen 

2, 3, 5, 7, 138, 
oder eine der zusammengesetzten Zahlen 
4, 6, 8, 9, 10, 12, 16, 18, 25 


ist, kann man sogar J und J als rationale Functionen einer solchen 
Hiilfsgrisse — darstellen, und zwar fanden Herr Klein in der oben 
erwahnten Abhandlung und Herr Gierster in einer daran anschliessen- 
den ,Notiz iiber Modulargleichungen bei zusammengesetztem Trans- 
formationsgrade“‘ (Math. Annalen, Band XIV, 8. 537—-544) eine solche 
Darstellung auf rein algebraischem Wege. 

Eine Verallgemeinerung dieses Verfahrens fiir die Fille, in denen 
der Rang g@ = 1 ist, lag sehr nahe. Da giebt es solche Hiilfsgréssen 


§, fiir welche die Gleichungen (1) in Bezug auf J und J nur noch 
vom szweiten Grade sind. Die Auflésung der Gleichung (1) liefert 


dann eine Darstellung von J und J als rationale Functionen von & und 
von einer Quadratwurzel aus einer Function dritten oder vierten Grades 
von § Die Versuche aber, eine solche Hiilfsgrésse € auf rein alge- 
braischem Wege zu finden, waren trotz der eifrigsten Bemiihungen 
ganz vergeblich. Erst durch Mittel, welche die Theorie der elliptischen 
Functionen selbst bietet, ist es mir gelungen, diese Aufgabe fiir 
@ = 1, und ebenso die grésseren Werthen von o@ entsprechende Auf- 
gabe zu lésen**), 

*) Die Bezeichnung ,,Rang“ riihrt von Herrn Weierstrass her und ist 
gleichbedeutend mit dem Ausdruck ,,Geschlecht“, den Clebsch einfiihrte, Die 
Zahl @ hat hier also denselben Werth wie bei Riemann die Zahl p. 

**) Die zahlreichen weiteren Arbeiten, welche Herr Klein und seine Schiiler 
iiber Transformation der elliptischen Functionen verdffentlicht haben (vergl. ins- 
besondere das Referat in Bd. 26 dieser Annalen, S. 455—464), kommen fiir diese 
Entwicklungen nicht unmittelbar in Betracht, insofern es sich in ihnen nur ganz 
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Zur Transformation der elliptischen Functionen. 3 


Fir @=—2 z. B. giebt es nach Riemann (Seite 116 der ges. 
Werke) solche Hiilfsgréssen §, fiir welche die Gleichungen (1) in Bezug 


auf J und J nur vom gweiten Grade werden, und andere Hiilfsgriéssen 
yn, fiir welche die Gleichungen 


(2) F,(yn,J)=0 wnd F,(y, J) =0 


in Bezug auf J und J vom dritten Grade sind. Hierbei besteht 
zwischen € und » eine Gleichung, welche in Bezug auf § vom dritten 
und in Bezug auf » vom szweiten Grade ist. Ausserdem sind nicht nur 


£ und » rationale Functionen von J und J, sondern auch J und J 
sind rationale Functionen von § und y, oder, was auf dasselbe hinaus- 
kommt, sie sind rationale Functionen von § und von der Quadratwurzel 
aus einer Function fiinften oder sechsten Grades von &. 

Ist @ > 2 und gerade, so kann man den Grad der Gleichungen 


(1) nach Riemann auf = (e+2), und ist @ >2 und ungerade, so 
kann man dem Grad auf | (e+ 3) herabdriicken. In besonderen 


Fallen erniedrigt sich der Grad der Gleichungen (1) sogar noch weiter. 
Eine solche Hiilfsgrésse  mége in dem Folgenden ein ,, Parameter“ 


und der Grad der Gleichungen (1) in Bezug auf J und J mige der 
»,Charakter“ des Parameters § genannt werden. 

Gelingt es also, Parameter mit méglichst niedrigem Charakter zu 
bestimmen, so erkennt man ohne Weiteres, wie sehr das Transforma- 
tionsproblem dadurch vereinfacht werden kann, denn der Grad der 


Gleichungen, durch welche die Beziehung zwischen J und J gegeben 
wird, ist wesentlich kleiner als bei den Gleichungen, welche man bisher 
zur Vermittelung dieser Beziehung benutzte. 

Dabei ist es fiir zusammengesetzte Transformationsgrade gar 
nicht ndthig, von der Herstellung der Gleichungen (1) auszugehen, 
man kommt vielmehr weit schneller zum Ziele, wenn man mehrere 
Parameter mit mdglichst niedrigem Charakter bildet, die Form der 
Gleichungen feststellt , welche zwischen je zweien unter ihnen besteht, 


und die noch unbestimmten Zahlcoefficienten dadurch ausrechnet, dass 
2 


man die beiden Parameter nach steigenden Potenzen von h” = 2 ent- 


beiliufig um die Aufstellung der zwischen J und J bestehenden Gleichung 
handelt. Immerhin besteht zwischen diesen Arbeiten und meiner Untersuchung 
eine Uebereinstimmung im Princip: hier wie dort handelt es sich darum, bei der 
Construction von Gleichungssystemen auch im Falle héheren Ranges den Anschluss 
an die Theorie der algebraischen Functionen zu bewahren, andererseits geeignete 
Irrationalititen der eigentlichen Theorie der elliptischen Functionen zu entnehmen. 
Vergl. insbesondere die Dissertation von Herrn Fricke (Leipzig 1886): Ueber 
Systeme elliptischer Modulfunctionen von niederer Stufenzahl. 

1* 











4 L. Kreperr. 


wickelt. Aus diesen Gleichungen ergeben sich dann die Gleichungen 
(1) fast ohne Rechnung. 


Um dieses Verfahren sogleich durch ein paar einfache Beispiele 
zu erliutern, betrachte man die Transformation vom Grade 12 und 
vom Grade 18. In beiden Fiillen werden die Gleichungen (1) in 
Bezug auf J und J vom ersten Grade, aber in Bezug auf & werden 
sie fiir n= 12 vom Grade 24, fir n= 18 vom Grade 36. Wollte 
man daher die Gleichungen (1) direct bilden, so wiirde die Rechnung 
doch noch ziemlich umfangreich sein. Benutzt man dagegen den Um- 
stand, dass man mehrere Parameter mit dem Charakter 1 angeben 
kann, und dass zwischen je zweien von ihnen, & und &,, eine Glei- 
chung von der Form 


até; + bé, + cis +d=—0 


besteht, so kann man die Zahlcoefficienten a, b, c, d in wenigen 
Minuten durch Reihenentwickelung berechnen. Ist dann die Trans- 
formation fiir irgend einen Factor von m (z. B. fiir 2 oder fiir 3) 
bekannt, so ergiebt sich aus diesen linearen Gleichungen, wie spiiter 
gezeigt werden soll, ohne Weiteres auch die Darstellung von J und J 
als rationale Functionen von § oder von &». 

Wenn auch die Rechnung in den Fiillen, wo @ > 0 ist, nicht 
ganz so einfach wird wie in den eben besprochenen Beispielen, so war 
es doch dem Verfasser méglich, die im ersten Theile der Abhandlung 
hergeleitete Methode im zweiten Theile auf eine grosse Anzahl von 
Beispielen anzuwenden. 

Nachdem nimlich in den beiden ersten Abschnitten die Eigenschaften 
der Transformationsgleichungen und der Parameter, (welche Wurzeln 
gewisser Transformationsgleichungen sind), untersucht worden sind, 
werden im dritten Abschnitte die Transformationen vom Grade 2, 4, 
8, 16 und allgemein vom Grade 2¢ erledigt. 

Im vierten Abschnitte folgen dann die Transformationen vom Grade 
3, 9, 27, 81, 243 und allgemein vom Grade 3, 

Die Potenzen von Primzahlen a, welche von 2 und 3 verschieden 
sind, werden im ftinften Abschnitte beriicksichtigt, namentlich die 
Transformationen vom Grade 5, 25, 125, 7 und 49. 

Der sechste Abschnitt behandelt allgemein die Transformationen 
vom Grade 2a und erledigt die besonderen Fiille 


n=6, 10, 14, 22 und 26. 


Ausserdem ist hier noch die Transformation 11‘ Grades untersucht 
worden. Fiir » = 11 wird nimlich g@ = 1, so dass es Parameter mit 
dem Charakter 2 geben muss. Das Auffinden solcher Parameter ist 
dem Verfasser aber erst dadurch gegliickt, dass er die Transformation 
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Zur Transformation der elliptischen Functionen. 5 


22'en Grades zu Hiilfe nahm. Da fiir andere Primzahlen Aehnliches 
gilt, so ist dieser Umstand ein weiterer Beleg dafiir, dass man das 
Transformationsproblem durchaus nicht auf Primzahlen beschrinken 
darf, dass vielmehr erst die zusammengesetzten Zahlen die hinreichen- 
den Hiilfsmittel zur befriedigenden Lésung dieses Problems bieten. 

Im siebenten Abschnitte werden die Transformationen vom Grade 
4a, insbesondere vom Grade 12, 20 und 28 ausgefiihrt. 

Daran schliessen sich im achten Abschnitte die Transformationen 
vom Grade 8a, 16a, allgemein vom Grade 2*a mit den besonderen 
‘allen 

n = 24, 48, 96,...40, 80,.... 

Die Transformation vom Grade 3a wird im neunten Abschnitte 
durch die besonderen Falle » = 15 und » = 21, und die Transforma- 
tion vom Grade 9a wird im zehnten Abschnitte durch die besonderen 
Fille n = 18 und n = 45 erliiutert. 

Schliesslich handelt der elfte Abschnitt noch von der Transforma- 
tion 6a'" Grades, woftr der Fall » = 30 als Beispiel dient. 


Bei diesen Anwendungen gelingt es hiufig noch, die Resultate 
in besonders elegante Form: zu bringen. Wihrend niimlich die all- 
gemeine Aufgabe nach den vorstehenden Angaben so lauten wiirde: 
,,Man soll J und J als rationale Functionen szweier Parameter mit 
méglichst niedrigem Charakter darstellen, so dass die Beziehung 


zwischen J und J durch die viel einfachere Beziehung zwischen diesen 
Parametern ersetzt wird,“ kann man in vielen Fiillen J als rationale 
Function eines vinzigen Parameters &, und J als dieselbe rationale Func- 


tion eines zweiten Parameters — darstellen, wobei dann zwischen & und — 
eine verhiiltnissmiissig einfache Beziehung stattfindet. 


Mit den durchgefiihrten Beispielen ist die Zahl der leicht zu 
bewialtigenden Anwendungen durchaus nicht erschépft; aber der Um- 
fang der Abhandlung wiire zu gross geworden, hiitte man noch mehr 
besondere Fille herangezogen. Auch wird nicht das Hauptgewicht 
auf die Durchfiihrbarkeit zahlreicher Beispiele gelegt, sondern auf die 
algebraischen Beziehungen, welche mit der angegebenen Methode in 
Zusammenhang stehen. Man hat es nimlich hier mit ,, Klassen“ alge- 
braischer Gleichungen zu thun, deren Verzweigung der Untersuchung 
leichter zugiinglich ist als in den meisten bisher bekannten Beispielen. 
Ebenso finden die hier erliuterten Methoden, wie ich spiiter zu zeigen 
hotte, umfangreiche Verwendung bei der complexen Multiplication der 
elliptischen Functionen. 








L. Krererr. 


Was die Bezeichnungen betrifft, so werde ich ebenso wie in 
meinen friiheren Arbeiten die Theorie der elliptischen Functionen nach 
den Methoden von Herrn Weierstrass zu Grunde legen. Da sich 
aber die hier folgenden Untersuchungen eng an meine Abhandlung: 
» Ueber Theilung und Transformation der elliptischen _Functionen “ 
(Math. Annalen, Bd. 26, S. 369—454)*) anschliessen, so sollen mehrere 
Bezeichnungen, welche ich dort erklirt habe, auch hier benutzt werden. 

Dem primitiven Periodenpaare 2@, 2q@' sollen wieder die Gréssen 

w' ni :. 2 o 
(3) h=e®, Q(a,0)=(%)*a" J [a—i =¢@ 
v=1 
entsprechen. Vertauscht man das primitive Periodenpaar 2@, 2@’ mit 
einem fquivalenten 


(4) 20 = 2pa+ 2qoa, 20' = 2yp'a+ 2q'a’, (pq’—pq=+)), 
so findert sich Q(@, @')** gar nicht, denn es ist 


(5) Q(@, @')* = Y(@,a)'=A= 9° — 27,7. 
Ferner war 
Q <=, a’) 
(6) f(n) = Qa,0)" ’ L(n) = Q""f(n), 
es wird also, abgesehen von einer 24°" Wurzel der Kinheit, 
a 

Q nn’ a’) 

(6a) L(n) — “Qa, a’) ° 


Noch etwas einfacher werden mehrere Ausdriicke in meiner vor. 
Abh., wenn man die von Herrn W eierstrass definirte Function ow fiir 
den vorliegenden Zweck durch eine andere Function, nimlich durch 


= 2 
ju 


(7) t(u) =r(u|@, @’) =e ** 6(ula, o’) 
ersetzt.**) Dabei ist 


*) Diese Abhandlung wird daher in dem Folgenden éfters zu erwahnen 
sein, Deshalb soll sie nicht immer mit dem ausfiihrlichen Titel, sondern nur 
durch die Worte: ,,meine vorige Abhandlung“ oder noch kiirzer: ,,m. vor. Abh.“ 
citirt werden. 

**) Aus einer miindlichen Mittheilung des Herrn Weierstrasa schliesse ich, 
dass er bei seinen eigenen, nicht verdffentlichten Untersuchungen iiber die Trans- 
formation der elliptischen Functionen vermuthlich denselben oder doch einen 
aihnlichen Ausdruck wie t(u) benutzt. Nach den Bezeichnungen von Jacobi (ges. 
Werke, Bd. 1, S. 501) wird 
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Zur Transformation der elliptischen Functionen. 


(4a) 29 = 2pyn+2qy, 27 = 2p'n+ 2q'y. 
Es folgt dann aus der bekannten Formel 

6(u-+2B) = (—1)ertrta ArUts) gy, 
weil in diesem Falle pg + p + q immer eine ungerade Zahl ist, 
(8)  r(u-+2a)— —t(u), r(2O—u) = — t(—u) — (wu), 
und wenn man 


setzt , 


3 (22%) an Gs (2 


n n 


2(n—a)@ 208 2 o 208 
r( (m— a) :) a r( 2 @ r( (m+ a) Bia af a) 
n n n \ 


? 


(9) 


Der Vortheil, welchen diese Function t(w) fiir die Transforma- 
tion der elliptischen Functionen bietet, ergiebt sich z. B. schon aus 
den folgenden Formeln. Nach Gleichung (17a) m. vor. Abh. war 
fir n= 2m-+ 1 


1 ma 
7 : = Bw 2 
(10) G(u) = 6 (u | <, w)= e o(u)" J [i om—e (Ae 3) 
e=l 
fihrt man aber die Functionen t(u) und t(u) statt o(u) und o(u) 
ein, so erhialt diese Gleichung die einfachere Form 





(10a) z(u) = r(u © w)—=r(u" | [[om—e(Fs*)]: 





Ist w eine gerade Zahl, also n = 2m-- 2, so wird nach Gleichung 
(17b) m. vor. Abb. 


— f ; Bu’ . 2 
(11) @(u) = 6(w| <., w)= e 6a (u)o(u)"' [Tle -»( =*)| . 
e=l1 
eine Gleichung, welche durch Kinfiihrung der Functionen t(u) und t(u) 
die einfachere Form 


*) Hierbei geniigt die Grésse B, der Gleichung 
2B,@ = 2n(7 — 4), 
in der 7 aus # entsteht, indem man das primitive Periodenpaar 20, 20’ mit 
26 —_ ’ 
20=— wy ’ 20 —28 ’ 
vertauscht, Ersetzt man nun in Gleichung (10) das' Argument w durch 
u+26=—u+2no, 
so erhiilt man ohne Schwierigkeit den angegebenen Werth von B,. In gleicher 
Weise wird B, fiir gerade Werthe von m erklirt. 


L. Kigrerrt. 


ata) w=e(u] 2) =n ew] J [oo —» 252)] 





annimmt. Dabei geht 1,(u) in thnlicher Weise aus o,(u) hervor, wie 
z(u) aus 6(u), es ist naimlich 
mm ch 
(12) ™(u) = t(u|@, @’) =e * o2(u) = co ‘ 
Aus Gleichung (24) m. vor. Abh. folgt sodann, dass die Grésse, 


welche dort Gep;aq genannt wurde, mit — r (=<) identisch ist, so 





dass also 
2aB 
(13) Gap, aq —=-— (=<° ) 
wird, wodurch die Gleichungen (26) und (32) ebendaselbst die ein- 
fachere Form 
2(6 —a)o 2(6 + a)@ 

2 > B® r( ) fant le i.’ eal 

a4) (28%) — p(208)— Ce) Cn) 


ay Cay 
(15) fin — (2,0 =f] (22 


erhalten. 





Erster Theil. 


Allgemeine Untersuchungen. 


I. Abschnitt. 
Eigenschaften der Transformationsgleichungen. 


§ 1. 
Zurickfiihrung der reducirten Theilungsgleichung auf Transformations- 
gleichungen.*) 


Es sei » eine beliebig zusammengesetzte Zahl, also 
(16) n= atbecr. 


und es seien wieder die Zahlen g(m) und Z(m) definirt durch die 
Gleichungen 


*) Was hier unter der reducirten Theilungsgleichung 2u verstehen ist, findet 
sich in § 2 m, vor. Abh, 
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Zur Transformation der elliptischen Functionen, 


p= 9m =n(1—F) (1-4) (1-2) 
T= Tn) = (1+7) (145) 4+). 


ferner sei wieder 


(17) 





2 2ua' 
(18): w=, = et see 


wobei die beiden ganzen Zahlen 4 und w keinen Factor gemein haben 
sollen, der auch ein Factor von » ist, dann gilt bekanntlich der Satz: 

I. Ist S eine symmetrische Function der = 9(n) Grissen (lw), 
wo 1 alle Werthe annimmt, welche zu n relativ prim und kleiner sind 
als “, so ist S die Wurzel einer Gleichung T(n)" Grades, deren Coef- 


ficienten rationale Functionen von g, und g, sind. 

Der Satz hat nur einen Sinn, wenn » von 2 verschieden ist, und 
kann dann bewiesen werden, wie folgt: 

Da I relativ prim ist zum, so gehdren die Gréssen e(/w) simmt- 
lich zu dem reducirten System der Theilwerthe von (wu) (vergl. § 2 


m. vor. Abh.); ihre Anzahl ist daher + y(n). Dieselben Theilwerthe, 
nur in anderer Aufeinanderfolge, erhilt man, indem man w mit mw 
vertauscht, wenn m zu » relativ prim ist. Es sind niimlich die = 9(n) 
Theilwerthe g(/mw) siimmtlich von einander verschieden, weil aus 


9 (I, mw) = 9 (ly mw) 
folgen wiirde, dass 


l,mw + l,mw = mw(l,l,) = 2pea + 2qa’ 
eine ganze Periode wire, Dies ist aber nur méglich, wenn 1, + l, 
durch » theilbar ist, d. h. wenn 
(1, wv) = e(,w). 
Sind die ganzen Zahlen / und m gegeben, so kann man aber immer 


eine ganze Zahl J,, welche kleiner als ~ 


= ist, so bestimmen, dass 


I,m -F 1 = 0 (mod, n) 


und deshalb 


9 (1, mw) = p(1w) 
wird. Da nun g(lu) eine rationale Function von g(wu) ist, so kann 
S auch als eine rationale Function von g(w) allein dargestellt werden. 
Deshalb ist ; 
S= R(p(w)) 


sicher die Wurzel einer Gleichung 
(19) F(S, 92193) =9, 
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deren Grad in Bezug auf S gleich = 9(n) T(n) ist, und deren Coef- 


ficienten rationale Functionen von g, und g, sind. Setzt man nimlich 
fiir g(w) die simmtlichen Theilwerthe des reducirten Systems und 
bildet die zugehdrigen Werthe von R(p(w)), so sind die symmetrischen 


Functionen von diesen = 9(n) T(n) Gréssen rationale Functionen von 
g, und g,. Deshalb entsprechen auch die Wurzeln der Gleichung (19) 
den = 9(n) T'(m) verschiedenen Theilwerthen des reducirten Systems. 


In diesem Falle sind aber je + 9(n) Wurzeln einander gleich, 


denn S indert sich gar nicht, wenn man g(w) mit g(mw) vertauscht. 
Man erhialt daher, von welchem Werthe w man auch ausgehen mag, 


S= R(p(w)) = R(p(mw)), 


wobei m alle Werthe annehmen darf, welche zu » relativ prim und 


kleiner sind als oi folglich muss F(S, g., g,) die = g(n)'® Potenz 


einer ganzen rationalen Function von S sein, die nur noch vom Grade 
Tn) ist, d. h. S ist die Wurzel einer Gleichung 7" Grades, deren 
Coefficienten rationale Functionen von g, und g, sind. 

Dieser Satz findet sich auch in der inhaltsreichen Abhandlung von 
Herrn H. Weber: ,,Zur Theorie der elliptischen Functionen“ (Acta 
mathematica, Bd. 6, 8.375), natirlich mit der Modification, dass es 


sich dort nicht um symmetrische Functionen der ! y(n) Gréssen (lw), 


sondern um symmetrische Functionen der p(n) Gréssen sin am (s2) 
handelt, wobei 
Q an 20K + te K 
n 
ist und s alle zu m relativ primen Zahlen durchlauft, die kleiner als 
m sind. Deshalb sind dann auch die Coefficienten der Gleichung bei 
Herrn Weber rationale Functionen von k?. 

Herr Weber nennt eine solche Gleichung eine zum Transforma- 
tionsgrad n (oder kurz zu mn) gehérige Transformationsgleichung. 

Diese Bezeichnung soll auch hier benutzt werden, und ebenso die 
beiden Siitze, welche Herr Weber fir solche Transformationsgleichungen 
angiebt, namlich: 

Il. Jede Transformationsgleichung ist entweder irreducibel oder sie 
ist die Potenz einer irreduciblen Gleichung. 

Ill. Durch die Wurzeln einer beliebigen irreduciblen Transforma- 
tionsgleichung sind die entsprechenden Wurzeln aller Transformations- 
gleichungen rational darstellbar. 

Der Beweis dieser Sitze ist fiir die vorliegende Modification ganz 
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Zur Transformation der elliptischen Functionen. 11 


in derselben Weise zu fiihren méglich wie bei Herrn Weber, soll 
aber erst bei der hier folgenden Verallgemeinerung gegeben werden. 

Der Begriff der Transformationsgleichung lasst sich nimlich noch 
wesentlich erweitern. Schon in §3 m. vor. Abh. hatte ich folgenden 
Satz bewiesen: 

IV. Ist C,,, eine cyklische Function von g(w), o(kw),...g (k*—'w), 
wo w wieder gleich wi, und wo x die kleinste Zahl ist, fiir welche 
k* =-+ 1 (mod. n) ist, so wird C;,, die Wurzel einer Gleichung vom 


Grade =— p(n) T'(m), deren Coefficienten rationale Functionen von g, 
und g, sind. 
Ist oder > die Potenz einer Primzahl yp, die von 2 verschieden 


ist, oder hat m einen der Werthe 2 und 4, so giebt es primitive 
Wurzeln g von ». Setzt man in diesem Falle Kk—g, so wird 2x 
gleich p(n) und C,,, die Wurzel einer Resolvente vom Grade Z'(n), 
welche dieselben Eigenschaften besitzt wie eine Transformations- 
gleichung. Auch in einigen anderen Fallen kann man durch einmalige 
Anwendung des Satzes IV Resolventen vom Grade 7'(n) bilden. Wenn 
dies aber nicht méglich ist, wenn man also auf diesem Wege nur 
Resolventen erhilt, deren Grad ein Vielfaches von T(m) ist, so lisst 
sich folgendes Verfahren einschlagen. 

Da 2x < p(n) ist, so kann man unter den Zahlen, die zu n 
n 


z» eine Zahl s so auswihlen, dass sie 


relativ prim und kleiner sind als - 


den 2x Zahlen 
+1,+k, +R...-0 


modulo » nicht congruent ist. Es sind dann die x Gréssen 


(20) p(sw), p(ksw), g(k*sw),... (sw) 
von einander und von den x Grdssen 
(21) p(w), p(kw), p(k?w),... p(k*-*w) 


verschieden. Ware namlich 

* e(kesw) = p(k? sw) 
und ist z. B. a < B, so miisste 

kesw + kosw = k*sw(1--h?-*) = 2p + 2qa 
eine ganze Periode sein. Da w aber den Nenner m hat, und die 
Zahlen & und s zu m relativ prim sind, so miisste 
ké—« = +- 1 (mod. m) 
sein, und dies ist unmdglich, da @ und B beide kleiner als » sind. 
Wire dagegen 


(22) p (k*sw) = p(k’ w), 
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so kann man auch hier voraussetzen, dass a < # ist, denn wire «> £, 
so kénnte man 6 mit 6 + x vertauschen. In beiden Fillen ist 


0<p—a<x. 
Aus Gleichung (22) wiirde folgen, dass 
k* sw + k?w = k*w (s--k?-*) = 2pw + 2qa’ 


eine ganze Periode ist, dass also s -- k’—« durch » theilbar ist. Dies 
widerstreitet aber der Wahl von s. 


Bildet man jetzt die Gréssen 
(23) (s?w), p(ks?w), p(k?s?w),... (k*-'s?w), 
so kénnen zwei Fille eintreten. Entweder ist g(s?w) eine der Gréssen 
p(w), p(kw), p(k?w), ... e(k*-tw) in der Reihe (21), oder ¢(s?w) 
ist von ihnen verschieden. Im ersten Falle ist die Reihe (23) nur 
eine cyklische Vertauschung der Reihe (21); im zweiten Falle aber 
enthalten die Reihen (20), (21) und (23) lauter verschiedene Theil- 
werthe des g, was man in iihnlicher Weise zeigen kann, wie es vorhin 
bei den Reihen (20) und (21) geschehen ist. 

Bildet man in dem zweiten Falle noch die Reihe 
(24) 9 (s*w), o(ks*w), p(k? s?w), ... p(k*-*s°w), 
so kénnen wieder zwei Fille eintreten: Entweder ist die Reihe (24) 
nur eine cyklische Vertauschung der Reihe (21), oder sie enthilt lauter 
Theilwerthe von g, die in den vorhergehenden Reihen noch nicht ent- 
halten sind. In dem zweiten Falle ist das Verfahren noch weiter 
fortzusetzen, schliesslich wird man aber immer zu einer Reihe 
(25) p(s"w), p(ks?w), p(k?s?w), .. . o(k*-1s7w) 
kommen miissen, welche nur eine cyklische Vertauschung der Reihe 
(21) ist. Bezeichnet man mit 6 die kleinste Zahl, welche dieser 
Forderung entspricht, so muss 2x6 ein Theiler von m(m) sein, denn 


die x6 Gréssen g(k*s?w) sind simmtlich Gréssen von der Form ¢ (11), 
wo / alle Zahlen durchliiuft, welche zu m relativ prim und kleiner 


sind als > so dass g(lw) im Ganzen = 9 (n) verschiedene Werthe hat. 
Wenn nun «6 nicht gleich, sondern kleiner ist als = 9(n) » 80 wihle 


man J, so, dass g(l,w) von den xo Gréssen g(k*s’w) verschieden ist. 
Vertauscht man jetzt w mit 1,w, so erhilt man ein zweites System 
von x6 Groéssen g(k*s*l,w), welche von einander und von den xo 
Gréssen des ersten Systems verschieden sind. 


Entweder sind damit die = 9(n) Groéssen g (lw) erschépft, so dass 


246 = = 9(n) wird, oder man kann durch passende Wahl von l, 
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Zur Transformation der elliptischen Functionen. 13 


noch ein drittes System von xo Grossen g(k* s? 1, w) bilden und so 
fortfahren, bis simmtliche Gréssen g(lw) vorgekommen sind. 
Braucht man im Ganzen m solche Systeme, so ist also 


+ 9(n) = mxo, 
folglich ist 5 P(m) ein Vielfaches von x6. 


Bezeichnet man jetzt mit C'*) die cyklische Function der Gréssen 
g(stw), pl(kst*w), p(k?stw),... p(k*-'s*w), welche aus C,, (oder 
kiirzer aus C) durch Vertauschung von w mit s*w hervorgeht, so kann 
man eine cyklische Function C’ der cyklischen Functionen 
(26) GC, CM, O@,...Ge 
bilden*) und kann C’ wieder als eine cyklische Function der x Gréssen 

p(w), p(kw), p(k?w), ... e(k*-'w) 
betrachten, weil g(s*w) eine rationale Function von g(u) ist. Deshalb 
kann man auf C” den Satz 1V anwenden, nach welchem C’ zuniichst 
p(n) T(n) 
2% 


die Wurzel einer Resolvente vom Grade wird. 


Bei dieser Resolvente sind aber je 6 Wurzeln einander gleich, 
denn durch Vertauschung von g(w), g(kw), p(k?w), ... o(k*"'w) 
mit g (s*w), g (ks*w), p(k? stw),... g(k*'s*w) geht C in C, 
CM in C+), ... iiber, so dass sich die cyklische Function C’ gar 
nicht iindert. Der Grad der Resolvente, von welcher C’ abhingt, lisst 
sich also auf 2) Zo) reduciren, und es gilt der Satz: 

V. Ist C\ eine cyklische Function der x Grissen 

9(stw), p(ks*w), p(k?s*w),... o(k*-'s*w), 
wo « der kleinste Exponent ist, fiir welchen k* =-- 1 modulo n wird, 
und ist C’ eine cyklische Fonction der 6 Functionen 
C, CM, C®,... Cle, 
wo 6 der kleinste Exponent ist, fiir welchen 
8? = + k* (mod. n) 

wird, wihrend « noch irgend einen der Werthe 0, 1,2,...%—1 
haben darf, so ist C’ die Wurzel einer Resolvente vom Grade oe) bint ’ 


2xo 
deren Coefficienten rationale Functionen von g. und g, sind. 


Indem man dieses Verfahren fortsetzt, muss man schliesslich zu 
einer Resolvente vom Grade 7'(n) gelangen, die auch noch ,,eine eu 
n » gehirige Transformationsgleichung “ heissen soll, 


*) Eine solche Function midge ,,eine mehrfach eae Function von den 
Theilwerthen der g-Function“ heissen. 
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An Stelle der symmetrischen Functionen von g(/w) im Satz I sind 
jetzt also ein oder mehrere Cyklen dieser Gréssen getreten. 

Die Sitze II und III gelten auch noch fiir den so erweiterten 
Begriff der Transformationsgleichung. 

Dass namlich eine solche Transformationsgleichung irreducibel oder 
die Potenz einer irreduciblen Gleichung ist, folgt daraus, dass sich 
g, und g, gar nicht findern, wenn man das primitive Periodenpaar 
2@, 2 mit den iiquivalenten 

20 = 2pa + 2qa', 20° = 2p'a+ 2q'0 (pg —p'q=+1) 
vertauscht. Dagegen kann man die Zahlen p, q, p’, q’ so wahlen, dass 
aus eimer Wurzel der Transformationsgleichung alle iibrigen durch 
solehe Vertauschungen hervorgehen. Wenn also die Wurzel einer 
Transformationsgleichung irgend einer Gleichung geniigt, deren Coef- 
ficienten rationale Functionen von g, und g, sind, so miissen derselben 
Gleichung auch alle iibrigen Wurzeln der Transformationsgleichung 
geniigen. 

Sind ferner 

Bay Bq, os. Be 
die Wurzeln einer bestimmten Transformationsgleichung und 

Yi» Yo.--+Yr 
die entsprechenden Wurzeln irgend einer andern Transformations- 
gleichung, so sind auch 

YT, YoU, «+. YreT 

die, Wurzeln einer Transformationsgleichung, denn 2,* kann als eine 
Function von g(w) allein angesehen werden, deren Werth sich gar 
nicht aindert, wenn man g(w) mit einer der > y(n) Gréssen p (lw) 
vertauscht. Dasselbe gilt von y,, folglich auch von y,2,°. 
Deshalb sind die Ausdriicke 


Y + Y +:::+9r =), 
Yi%, +H% +:--+9r@tr —4,, 
(27) Wr? pyt? +--+ yrar = Qo, 


itr + yma ++ yar! = ar 
als rationale Functionen von g, und g, darstellbar. Setzt man nun 
F(a) = (w—,)'a—2,) ... (w©—27z) 
und 
F(a) — F(x,) : 
ee Fy (%,) + @F, (a) + 2° F(a) +--+ + 2? Fpa(a,), 


so wird 


(28) y, 2" (a) =a) Fy (x,) +4, F, (@) +, Fy (@,) +--+ + Gra Fri (2). 
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Zur Transformation der elliptischen Functionen. 15 


Der Kiirze wegen mége ein Ausdruck, welcher die Wurzel einer 
Transformationsgleichung ist, eine Transformationsgrdsse heissen. 

In thnlicher Weise lisst sich auch der Satz beweisen: 

VI. Sind x, und y, beide cyklische Functionen von 


p(w), p(kw), p(k?w),...e(k*-'w), 
so lisst sich y, als rationale Function von x, und den Invarianten 
g, und g, darstellen. 


Ist nimlich vy = oF) | und sind 


By, Bay. BS 


die Warzeln der Resolvente fiir x, und 


Yir Yors+- Yr 
die entsprechenden Wurzeln der Resolvente fiir y, so sind die Ausdriicke 
"1 +9: t-°'th = by, 


We + Y2.%, +--+ Yt =),, 
(9) Wt + Yt? +--+ Ht? — dy, 
Y, 2"? Yo Ly" + + + Yt,’ = D4 
als rationale Functionen von g, und g, darstellbar, weil y,2,* gleich- 
falls eine cyklische Function von g(w), p(kw), p(k?w), ... o(k*—'w) 
ist. Setzt man also 
G(x) = (x—%,) (w— a)... (w—24y) 
und 
G(x) —G ‘ 
OS EO — Gy(a,) + 2G, (a) + 2°G,(x,) + +--+ 2 Gam), 
so wird 
(30) yy G(x ) = by G(x.) + b, G, (a) + b,G,(@,) + + + br-1G-1(%). 
Man. erkennt ohne Weiteres, wie man diesen Satz auch noch 
verallgemeinern kann auf zwei Gréssen 2, und y,, welche mehrfach 
cyklische Functionen von Theilwerthen der g-Function sind. 


§ 2. 


Berechnung der Theilwerthe n‘" Grades der Function pw. 


Wie niitzlich die vorstehende Erweiterung des Satzes I von sym- 
metrischen auf cyklische Functionen ist, erkennt than daraus, dass man 
jetzt sehr leicht die Theilwerthe der g-Function durch Wurzelausziehen 
berechnen kann, sobald man die Auflésung einer Transformations- 
gleichung besitzt. Nach Gleichung (28) kennt man dann die Auflésung 
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aller Transformationsgleichungen und man kann (unter Beibehaltung 
der im vorigen Paragraphen erklirten Bezeichnungen) setzen fiir a—0, 


1,2,---#—1 


dani 2(x—1) wi 


2ani 42 B(x—1) wi x 
(31) c.—|p(u) +e * p(kw)-+e * p(k?w)+--+e * ow) 


Es sind dann VC, C,, C,, + + + C,-1 cyklische Functionen von ¢ (w), 
(kw), o(k?w), - - - g(k**w) und deshalb Wurzeln von Resolventen 


des PONE) ie Grades. Aus den Gleichungen (31) folgt aber 





up(w)=VQ+ VO.+-  VOypm+ VG, 
Qni _ Ani _ 2(x—1) ai 


CP) \xpkw)—VOte *VGte “VOt—-+e * Wr, 


Dabei kann man noch g(w), g(kw), ---+ rational durch eine 


einzige Wurzelgrésse, z. B. durch j/C, ausdriicken, denn j/C, und 


x C. 

/ oo sind cyklische Functionen von ¢(w), (kw), 9 (kw), --- 9 (k*—! w) 
1 

und deshalb nach Satz VI in § 1 rationale Functionen von C,, g, und g,. 


Setzt man ferner fir B =0,1,2,---6—1 
Bri 4B 2(o—1) Bai 


(33) Ca, — lc. + é . oY + e = c® +. eee -+- e @ Ge : 
B 


wobei ©” aus C, hervorgeht, indem man w mit s’ w vertauscht, so 
p(n) T'(m) 
2x6 





ist Cz, die Wurzel einer Resolvente vom Grade 
erhilt aus den Gleichungen (33) 


6C, —_ VC.,0 + VC... 


» und man 


+y@; Sie 4 ee 


2a ani 20-1) 


(34) 


Auch hier lassen sich die vorkommenden Wurzelgréssen rational 
durch eine einzige ausdriicken. 

Indem man so fortfihrt, kann man schliesslich die Theilwerthe 
der g-Function, welche dem reducirten System angehéren, durch 
Transformationsgréssen ausdriicken. Dabei hat man genau ebenso 
viele Wurzelausziehungen ndthig, als Cyklen zu den betreffenden 
Transformationsgréssen fiihren, und das Product der Wurzelexponenten 


ist gleich + — (n). 
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Zur Transformation der elliptischen Functionen. 17 


Die Auflésung der Transformationsgleichungen durch algebraische 
Operationen ist méglich fiir die singuliren Werthe von =, bei denen 


complexe Multiplication stattfindet. Dann giebt also die vorstehende 
Methode einen Weg an, auf dem man die Theilwerthe der g- Function 
leicht berechnen kann. 


§ 3. 
Einige Sitze iiber die Bildung von Transformationsgréssen. 


Bei der Bildung von Transformationsgréssen, wie sie in § 1 durch 
die Satze I bis VI angegeben ist, kann man noch dadurch eine Modi- 
fication herbeifiihren, dass jede symmetrische Function auch eine 
cyklische Function ist. Deshalb kann man den Satz I mit den Siitzen 
IV und V in der Weise combiniren, dass man z. B. zuniichst die 
cyklische Function C von den Grossen 9 (w), 9 (kw), p(k? w), «++  (k*-10) 
bildet, dann aber fiir C’ eine symmetrische Function von C, C, C®, 
-++ C—  setzt. 

Der Vortheil, welchen die Benutzung symmetrischer Functionen 
bietet, liegt in dem Umstande, dass man mehrere Schritte auf einmal 
machen kann, die man bei cyklischen Functionen nach einander machen 
miisste. Ist z. B. 2x06 < p(n), ist also 


p(n) = 2vxe, 
so kann man der Zahl s im Ganzen v verschiedene Werthe s,, Soy °° + 8 
geben, so dass die Theilwerthe 9 (ke s* w) simmtlich von einander ver- 
schieden sind, wenn @ die Zahlen 0 bis x — 1, B die Zahlen 0 bis 
6-—1 und y die Zahlen 1 bis v durchliuft. Dadurch werden aber 
die 5 y(n) Gréssen g(lw) erschopft. 

Geht nun durch Vertauschung von w mit sf w die cyklische Function 
C in C\ iiber, und bildet man eine symmetrische Function dieser 
vo Gréssen OC, so ist sie eine Transformationsgrisse. 

Bisher waren bei der Bildung der Transformationsgréssen die- 
jenigen Theilwerthe g(/w) der g-Function ausgeschlossen, bei denen 
J einen gemeinsamen Theiler mit m hat. Auch diese Beschrinkung 
kann noch aufgehoben werden, weil g(au) eine rationale Function 
von g(u) ist. Wenn also a der grésste gemeinsame Theiler von 1 
und » ist, so wird eine cyklische Function der Gréssen 

p(aw), p(kaw), p(k?aw), --- p(k*taw) 
auch eine cyklische Function von 
p(w), p(kw), p(k?w), -+- p(k*'w) 


Mathematische Annalen, XXXII. 
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sein. Dabei kann freilich der Umstand eintreten, dass x nicht die 
kleinste Zahl ist, fiir welche 


ak*-'=-++ a(mod.n), oder k* =+1 (mod. *), 
ist. Wird z. B. schon 


kt = + 1 (mod. *), 


so ist ¢ ein Factor von x, also x —rt. Deshalb wird man es in 
Wirklichkeit nur mit einer cyklischen Function der ¢ Theilwerthe 
p(aw), p(kaw), --- p(k aw) 
zu thun haben; man kann sie aber doch noch als eine cyklische 
Function der x Gréssen 
p(aw), p(kaw), --- p(k*'aw) 
betrachten. Bezeichnet man niimlich mit C™ diejenige cyklische 


Function, welche aus C durch Vertauschung von aw mit k*‘ aw her- 
vorgeht, so wird 


co—C ud C= ; (C+C4 C@4...4 Cr-n) 


eine cyklische Function der x Gréssen p(aw), p(kaw), --- e(k*- aw). 

Beschrinkt man sich bei dieser Betrachtung auf symmetrische 
Functionen, was fiir die spiiteren Untersuchungen ausreicht, so gilt 
zuniichst der folgende Satz: 

I. Durchliuft 1 alle ganzzahligen Werthe, welche zu n relativ 
prim und kleiner sind als = , wo a ein beliebiger Factor von n ist, 
so kann man jede symmetrische Function X der s 9(*) =n, Theil- 
werthe (law) auch darstellen als eine symmetrische Function der 
: p(n) =n, Theilwerthe (lw). 

Beweis. Die (rationale) symmetrische Function X der », Theil- 
werthe g(law) lisst sich bekanntlich als rationale Function der Potenz- 
summen 


Ss, = a g(law), 8S, -»> g(lawy, S,= Pe p(lat)’, --- 


darstellen, wobei sich die Summen nur iiber », Werthe von / erstrecken. 
Nun wird aber 


g(l,aw) = p(l,aw), wenn 1, =+1, (mod. *) 
ist. Deshalb darf man die Summation iiber alle zu n theilerfremden 


Werthe von / erstrecken, die kleiner sind als > ohne dass sich die 








= & tes. A 


am ah 


~ pppoe = 


~~ 
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Werthe von S,, S,, S,,..., von dem Factor wt abgesehen, dndern. 


Man kann also X auch als symmetrische Function der n, Theilwerthe 
g(law) betrachten und folglich auch als symmetrische Function der 
n, Theilwerthe g(lw), weil g(au) eine rationale Function von g(t) ist. 
Da bei diesem Satze a ein ganz beliebiger Theiler von m ist, so 
ergiebt sich daraus auch noch der folgende allgemeinere Satz: 
Il. Sind a,b,c,... beliebige Factoren von n und durchlaufen 1,,l,1.,..- 


alle 2u n theilerfremden Zahlen, welche bes. kleiner sind als 3, Jy, 
ae *'» 80 kann man eine rationale Function der Theilwerthe p(1,aw), 
g(bbw), p(l.cw),-++, welche symmetrisch ist in Beaug auf die nq Theil- 
werthe g(l,aw), ebenso in Beaug auf die nm Theilwerthe g (lbw), ebenso 
in Besug auf die n, Theilwerthe g(l.cw), u. s. w., als symmetrische 
Function der n, Theilwerthe g (la) darstellen. 

Dabei darf sich unter den Factoren a, b,c,... auch der Factor 1 
befinden. 

Verwendet man bei Bildung einer Transformationsgrésse nur Theil- 
werthe der g-Function von der Form g(l,aw), so gehdrt sie eigentlich 


gur Transformation vom Grade =. Deshalb wird in diesem Falle die 


Transformationsgleichung reducibel, d. h. sie ist die Potenz einer 
irreduciblen Gleichung niedrigeren Grades, so dass durch eine solche 
Transformationsgrésse die tibrigen nicht mehr rational darstellbar sind. 


Der Unterschied zwischen den beiden Grdéssen 


wa 2+ Muon 20 _ pot 2g0" 
n n n 


besteht darin, dass y und qg zu einander relativ prim sind, wihrend 4 
und w noch einen gemeinsamen Factor haben diirfen, der aber zu n 
relativ prim sein muss. Die Allgemeinheit der vorliegenden Unter- 
suchungen erleidet jedoch keine Beschrinkung, wenn 4 und w der- 
selben Bedingung unterworfen werden wie p und g. Deshalb soll 
in dem Folgenden der Kiirze wegen 

(35) ss an wet ee om 

gesetzt werden. 


§ 4. 
Wirkliche Herleitung einiger Transformationsgréssen. 


Unter den Transformationsgréssen, bei deren Bildung haupt- 
sichlich symmetrische Functionen verwendet werden, mége an erster 


2° 
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Stelle diejenige genannt werden, welche Herr Weierstrass angegeben 


hat*), nimlich die Grosse 


(36) G, = p(w) + p(2w) +---+9(*>+* wu), 


wobei » als eine wngerade Zah] vorausgesetzt wird. Man kann aber 
diesen Ausdruck ohne Weiteres so umgestalten, dass er auch noch fiir 
gerade Zahlen anwendbar ist, indem man setzt 


(36a) B, = 2G, = p(w) + p(2w) + p(3w) + --- + 9((n—1)w).*™) 
Nach Gleichung (14) wird 


g (aw) — p(2aw) = 





t(3aw) 
‘t(aw) t(2aw)? ? 
ferner erhilt man mit Riicksicht auf die Gleichungen (9) fiir 
n=2m+1—61+1 


[] «e«) = TT «ew, IT t(3aw) = (— [J eeu) 





e=1 anal e-1 
und deshalb 
™ i 
(37) TT [p(aw) — p(2aw)] = - wd’ ar 
axl s(aw)? 
a1 
Setzt man also 
68) j= [] eo, 
so ist es 
m n—1i 
(38 a) fi= |] c(aewe =] J (aw) 
a=1 e=1 


als symmetrische Function der m Theilwerthe g(aw) eine T'rans- 
formationsgrosse. 

Die Grésse f? habe ich schon in meinen friiheren Abhandlungen 
iiber Transformation der elliptischen Functionen***) benutzt. Auch 
in der folgenden Untersuchung wird dieser Ausdruck eine wichtige 
Rolle spielen. 


*) Vergl. Felix Miiller, de transformatione functionum ellipticarum. 
Berlin 1867. 
**) Dieser Ausdruck ist schon in Gleichung (13) m. vor. Abh, erklirt 
worden. 
***) Vergl. Journal fiir Mathematik, Bd. 87, S. 199—216, Bd, 88, S, 205—212 
und Bd. 95, 8. 218 —231. Math. Annalen, Bd. 26, S. 369— 454. 
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Ist » durch 2 oder durch 3 (oder gar durch 6) theilbar, so soll 
f? auch dann noch durch die Gleichung 


(39) f(=, a’) =f? = I t (aw) 
ver LI 


fiir definirt werden. In diesem Falle ist aber nicht f?, sondern erst eine 
Potenz davon eine Transformationsgrdosse. 


en 
















OD ai 

Entwickelt man f, bez. f?, nach Potenzen von h=e ® , so 
findet man (vergl. § 7 m. vor. Abh.), dass fiir beliebige Werthe von n 
e(*,0) 
[8 «’ n 
- (Go) ear 

Auf die Grésse f? wird man fiir wngerade Werthe von n, also 
fir » = 2m-+1 auch auf folgende Weise gefiihrt. Bekanntlich ist 


oe) 


tir 


(41) J — SE an a 


o (uw)! t(u)t? 


folglich ist | 


g , m y t(2aw) a 5 1 
[] #@x) = (~ 2 LT eee = 1) I] Tew? | 


oder k 
(42) [] ¢@w =. | 


Daraus folgt z. B., dass fiir n = 61-3 die Grosse f* eine Trans- | 
formationsgrésse ist. 

Fiir » = 9 ist sogar schon /* eine Transformationsgrésse (vergl. 
§ 31 m. vor. Abh.), denn da ist 


(43) = 9 OY) PCE FD) 6D 


eine cyklische Function der Gréssen (=*), rs) a) 7) = ): 


Ein anderes Beispiel fiir die Benutzung cyklischer Functionen 
und zwar fiir die Benutzung mehrfach cyklischer Functionen liefert § 23 
m. vor, Abhandlung. Ist nimlich m das Quadrat einer ungeraden 
Primzahl a = 2b-+1—61-+1, und ist g eine primitive Wurzel 
in Bezug auf den Modul n, so ist b die kleinste Zahl, fiir welche 


{ 
yal =1(mod.a), g’ =— 1 (mod.a), | 
| 
| 





t (44) 


Setzt man jetzt 
gw=—u, und k=—g, 


g?**= 1 (mod. n), gt? — 1 (mod. n). 
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so lasst sich zeigen, dass 
a—1 
9 (4w,) — p(2aw,) o (i w, » (2 w, ) 
45 L, = - 
( ) ‘ 9 (aw,) a 9 ’(i? w,) 
eine cyklische Function der a Theilwerthe 
9 (wa); #(kWa), 9 (k? wa), a nin 9 (k*—* wa) 

wird, Wegen der Congruenzen (44) ist nimlich 

p(h*wa) = (Wa), p(2h*w.) = p(2we), 

g(kaw.) = (awe), g(2kawWe) = (2awz), 

9 (k* Wa) = — 9’ (wa), 9 (kawWe) —=— 9’ (aw), 
folglich sind 


a—t1 


lp(aw.) — e(2awa)} J [ lecerw.) — (2k) 


und 


a—1 
p' (awe) |] ok wa) 
p=0 
rationale Functionen von g(w,), die sich gar nicht andern, wenn man 
p(w.) mit g(kw,) vertauscht. Deshalb ist (nach Satz IV in § 1) x, 
die Wurzel einer Resolvente vom Grade 


b- T(n) = ba(a +1). 


Schliesslich wird 


(46) y= [] « 
“7 [ e(awa) — @ 2a) @(kFw,) — @ (2k? wg) 
run IT | p (aw,) i 9 ‘(ko w, ) 


e=1 
eine symmetrische, also auch eine anita Function von 2, %,,... X» 
und deshalb (nach Satz V in § 1) die Wurzel einer Resolvente vom 
Grade T(n), d. h. y ist eine Transformationsgrisse. 
Man kann jetzt noch zeigen, dass y gleich f (=, a’) ist; 
denn es ist 


U a—l 
= o(ag*w) — p (2ag*w) (9? +*w) — » (29°? F*w) 
she I * [] p' (9? Pt w) 


9’ (ag*w) 


-[T eee) — p@ew) i of 
9 (aw) ad 








(47) 


Uebrigens erkennt man ohne Weiteres, dass man das vorstehende 


Beispiel als eine Combination zweier anderen erhilt; das eine findet 
man, indem man 
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Za = [p(am.) — 9 2aw.)] [] [p(? wa) — p(2k# we)], 


6 


v= TT noes 


setzt, und das andere, wenn 


a—l 


t= 9'(awe) | | 9c Wa) y=] [=f 


axl 
ist. Dabei bleibt f auch dann noch eine Transformationsgriésse, wenn 
a keine Primzahl ist. (Vergl. m. vor. Abh. § 23 und 24.) 
Von besonderem Interesse fiir das Folgende sind auch die Aus- 
driicke, welche die Form 
(48) R=[] %Ww) 


haben, wo J alle zu  theilerfremden Werthe durchliuft, welche kleiner 


sind als ° Nach Satz I in § 1 ist dann R? sicher eine Trans- 


formationsgrésse. Fiigt man jetzt aber noch die Voraussetzung hinzu, 
dass sich » in zwei Factoren a und D zerlegen lisst, welche zu ein- 
ander relativ prim und grdésser als 2 sind, dann gilt der Satz, dass R 
selbst eine Transformationsgrosse ist. 

Beweis. Da a und BD relativ prim sind, so giebt es zwei ganze 
Zahlen x und y, fiir welche 
(49) ax — by =2 
wird. Setzt man jetzt 

ax —l=r, 
so ist 
azx=r-+1, by=r—1, absy=r?—1, 

also 
(50) r? = 1 (mod. »). 

Die Zahl yr ist daher sicher theilerfremd zu n; ferner sind auch 
die Zahlen r+1—az und r—1 = by kein Vielfaches von n; 
denn wire 

: r+l=—ar=—cn=—abe, 
so wiire 

ax — by = b(ac — y) = 2; 
das ist aber unméglich, weil b grésser als 2 vorausgesetzt ist. Ebenso 
wiirde aus 
r—1l=by=cn=abe 
folgen, dass 
ax — by = a(x — bc) =2 

wire, und das ist gleichfalls nicht méglich, weil a nach Voraussetzung 
grosser als 2 ist. 
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Da a und 6 beide grésser als 2 sind, so sind @(a) und (db) beide 

durch 2 theilbar, folglich ist 
p(n) = 9(a) p(b) = 4v 
durch 4 theilbar. Die Anzahl der Factoren auf der rechten Seite von 
Gleichung (48) ist daher gleich 2v, so dass man diese Factoren paar- 
weise ordnen kann, und zwar vereinige man 
g'(lw) mit g’(lrw). 

Diese beiden Gréssen sind, auch vom Vorzeichen abgesehen, von 
einander verschieden, weil r-+-1 nicht durch » theilbar ist. Es geht 
jetzt also Gleichung (48) tiber in 


(48a) R=+[] o (ew) '@.rw), 


wobei die 4v Zahlen 
+h, thr th, thy: th, thr 
modulo m zu den p(n) Zahlen / congruent werden, welche kleiner sind 
als » und keinen Factor mit » gemeinsam haben. 
Nun ist wegen der Congruenz (50) 
y (Lw) 9’ (lrw) = g'(Irw) (Ir? w) 
eine rationale Function von g(/w), deren Werth sich gar nicht andert, 
wenn man g(/w) mit g(lrw) vertauscht, d. h. g’(lw) g' (Irw) ist eine 
cyklische Function von g(/w) und g(lrw) und ist deshalb die Wurzel 
einer Resolvente vom Grade 


+ y(n) - T'(n) = v- T(n). 


Da nun R eine symmetrische Function der v Gréssen 9’ (1, w) 9’ (lar w) 
ist, so wird R selbst die Wurzel einer Resolvente vom Grade 7'(n), 
d. h. R ist eine Transformationsgrisse. 

Die Voraussetzung, welche fiir den Beweis des vorstehenden Satzes 
erforderlich war, dass sich naimlich » in zwei Factoren @ und b zer- 
legen lisst, welche zu einander theiletfremd und grdésser als 2 sind, 
ist fiir die meisten Zahlen erfillt; ausgenommen sind nur die folgenden 
Falle 

n=a, n=a", n=2a und n= 2a’, 


wo @ eine ungerade Primzahl ist. Aber auch in diesen Fallen ist, 
wie schon oben erwaihnt wurde, R? sicher eine Transformationsgrosse. 
Ist z. B. n = 2a und a=2b+ 1, so wird 


R= I] 9 ((2« — 1) w)? = + I] 9 (g*w), 


wo g eine primitive Wurzel modulo m sein soll. 
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Gerade fiir »=— 2a kann man aber noch einige andere Trans- 
formationsgréssen herleiten, die spiiter mehrfach benutzt werden sollen. 
Es sei also m= 2a und a=2b+1, wobei aber a auch eine zu- 
sammengesetete Zahl sein darf, dann setze man 


oy s~[oCs)-Toc2)- [Easy 


Nun ist aber nach Gleichung (39) 
Il (s°)- [J 242) — (2,0) =.f(a), 


(Fe) pays 


[Te (2) = Se [I (AS )= 72,0) FF 








el 


folglich wird 


y _ F(a) f(2)* 


Zum Beweise, dass S eine Transformationsgrésse ist, benutze 
man die bekannte Formel 


p(u— 0) =e + ae=* a OEIC 


Daraus folgt, indem man noch @ mit @ vertauscht, 
, e” (@) @' (u) 
62) P(e — 4) = sip) — OF 


Setzt man in dieser Formel u = — < , so erhalt man 


a—2e 20% e" (@) 9 4 
9 a) (Cs )= afe o(2s2 *)— ve] ? 
folgiich wird 
2) s— [J 6 (22 #9 (22) 


ial . (ty 7 
OE IT [e(222 — oo) 








zeny 





al 


S ist also eine rationale Function von g(@) und eine symmetrische 


Function von den 6 Theilwerthen p(="*), folglich ist S eine Trans- 
formationsgrosse. 
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Noch wichtiger fiir das Folgende ist die Grésse 7, welche durch 
die Gleichung 
oe | w, a 
(64) ieee © Berccae 
definirt werden soll. Es ist nimlich, wie bekannt, 
§(u|F, r)=—e w+" u—), 
oder mit Riicksicht auf Gleichung (52) 


(55) & | 7) =" — semper) 


Nun ist nach Gleichung (42) 


[Te CZ |= ~)=C ypr@7-£ 2 er. 
a=1 P — os 


und wenn man in dieser Gleichung @ mit + vertauscht, 


: 6 
I] eS |p e)—+ IT i 


b Fo] Ba 
Pe ith (fe == (— 1p F(2)°4 


ogee) onli 


Deshalb wird bei passender Wahl des Vorzeichens 





(56) f(n)* a. re 
f(a) f(2)°* ’ f(a) f(2)* 


Jetzt folgt aber aus Gleichung (55), dass Z'* immer eine Trans- 
formationsgrésse ist, denn es wird 


6 


" ae ae " (@) 
+f +H PC) ef) 


eine rationale Function von g(@) und eine symmetrische Function 
von den } Theilwerthen (*2*). 


Ist die Zahl a nicht durch 3 theilbar, so ist sogar schon 7’ selbst 
eine Transformationsgrésse. Es ist dann namlich 
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[T [» G3) - °C] - 





+1 
6 ? 
[Testy 
2 t (== a) t st a) 
<-) oe a ee ent, a 
I] [°( = )— (=| mi @=i AA 
(CEs _ 1a a 


ae Oey 


e=l1 





folglich wird 


: e(RS*)—¢ eR BaF 
I] - 8) 0 "7 = ‘TI: f 
gr [] «( (32 eRe) 


(<= 


ne (ist =" = ) 
— as ES 
-—— CC 
Deshalb ist auch 7? eine rationale Function von g(@) und eine 


symmetrische Function der b Theilwerthe e(** °); wenn also a nicht 


o(222)-» TT 
IT a 
[I 


durch 3 theilbar ist, so sind 7% und T? ‘Trensennicitiebiaaibetiin 
folglich auch 
T3 
T 
Fassen wir diese Beispiele zusammen, so haben wir folgende Tabelle 
von Transformationsgrissen : 


mn 


7 n—1 


1) fanz =] J c(aw) fir n= 6141, 


e=1 


2) f(n)§ = [T t(aw)* fiir 





| 3) 79 = Il r(aw)? fiir 


a=1 
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4) f(n)= t(aw) fir n—a?= (61+ 1)’, 


e=1 
5) R= IT 9 (iw), (wo 1 alle Werthe durchlauft, welche 


zu » theilerfremd und kleiner sind als =), wenn sich ” 


in zwei theilerfremde Factoren a und 6 zerlegen lasst, 
die grésser sind als 2, 


6) R= IT g' (lw) fiir alle Werthe von n, 


200) (a)? F(2)* 
" 1) - Sear 


ne “te . hon 
8) T= Fe) fa fir n= 2a = 2(61-+ 1), 


(9) T° fir n—2a—4)+4 2, 


fir »—2a=—4b-+ 2, 





Die Zahl dieser Beispiele wird in den spiiteren Paragraphen noch 
wesentlich vermehrt werden. Aus der Form der vorstehenden Trans- 
formationsgréssen erkennt man auch schon, wie man in analoger Weise 
noch andere wird bilden kénnen. Bezeichnet man namlich mit 

D, ? D,, D;; ; 
beliebige Theiler von » und mit 
0; , 5,, 05, 7 Oe 


positive oder negative ganze Zahlen, so haben die gefundenen Trans- 
formationsgréssen alle die Form 


(59) a = f(D,)* f(D,)* f(D;)* - - 
Es liegt deshalb die Frage nahe: ,,Wie muss man die Exponenten 
0,, 0,,9,,--- bestimmen, damit z eine Transformationsgrésse wird? “ 


Die Beantwortung dieser Frage wird der Gegenstand der folgenden 
Untersuchungen sein. 


§ 5. 
Transformationsgleichungen nullter Dimension, oder invariante 
Multiplicatorgleichungen. 
Ist eine Transformationsgrésse, sie heisse x, gleichzeitig auch eine 
homogene Function m'‘ Grades der Gréssen g(/w), so kann man da- 


durch noch eine Vereinfachung herbeifiihren , dass man die Theilwerthe 
g(iw) saimmilich durch 


Q! = Qo, w)t = (=) n* I] (1 — nev)! 
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dividirt. Dadurch wird die Function x selbst durch Q*™ dividirt. Setzt 
man jetzt noch, wie das schon in meinen friiheren Arbeiten ge- 
schehen ist, 

(59) 92 = O8%2, Ig =O 73, T= QE, 

so erhilt man aus der Transformationsgleichung 


(60) F'(&, 92) 93) = 
unmittelbar die Gleichung 

(60a) Fé, V2) 3) = 9, 

in welcher die Grésse Q nicht mehr vorkommt. 

Ein Beispiel fiir diese Umformung liefert § 19 m. vor. Abh., wo 
der Uebergang von der f-Gleichung zur L-Gleichung erklirt wurde. 
Die Vereinfachung, welche man durch diese Umformung erreicht, be- 
steht nimlich darin, dass man jetzt y, als die rer gi unabhingige 
Veriinderliche betrachten kann, denn es ist 27y,? — y,5 — 1, wihrend 
die Transformationsgrésse x eine algebrnische Function der beiden Ver- 
inderlichen g, und g, war. 

Auf der anderen Seite ist es aber wieder stérend, dass durch die 
Factoren adiy 

Q = /9,5 — 2197, = V9, — 2%9;', 
welche man zur Erklirung von y, und y, nothwendig hat, Irrationali- 
tiiten benutzt werden, so dass § im Allgemeinen nicht mehr eine 
Transformationsgrésse ist, Auch die Irrationalitat 


37343 = V7.2 —1 
muss man zu vermeiden suchen. 

Dies geschieht, wenn man noch die Beschrankung hinzufiigt, dass 
die Zahl m (naimlich der Grad der Homogenitit) durch 6 theilbar ist, 
dass also m= 6r; dann bleibt 

x x 
wal c= Gr — Gena 
noch eine Transformationsgrisse. Die Coefficienten der zugehérigen 
Transformationsgleichung sind erstens rationale Functionen von g, 
und g,, sodaun aber auch von der nullten Dimension, folglich sind 
die Coefficienten rationale Functionen von 

3 2 

(62) y P= rae = J, bez. von 27y,? = a sd =—J—1. 

Auf diese Weise gelangt man zu einer Transformationsgleichung 
nullter Dimension, welche eine ,,invariante Multiplicatorgleichung “ 
heissen soll. (Vergl. die oben citirte Abhandlung von Herrn Weber, 
S. 384). 

Von solchen invarianten Multiplicatorgleichungen wird in dem 
Folgenden ausschliesslich die Rede sein. 
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Setzt man, wie es bereits in Gleichung (59) geschehen ist, 
(63) a = f(D, f(D,)* f(D,)* + 
of @ \% ® \o (a) \% 
Aa)" Ge) OG) 
Qa, 0) Q@,a%* Qa, a’) 
so wird nach § 19 m. vor. Abh. 
(64) — 4m = (D, — 1) 6, + (D, — 1) 0, + (D, — 1) 0, + +++; 
diese Gleichung enthiilt. eine erste Bedingung fiir die Exponenten 
0,, 0,,0,,---, und zwar muss nach der getroffenen Festsetzung die 
Zah] 4m durch 24 theilbar sein. Aus 2 erhilt man jetzt durch Multi- 
plication mit Q(@,@')-*" = Q(@, o’)-*™ 
3 
eG. o’) 
3) t=] oer = LD LD, LD, 
Eine solche Hiilfsgrésse & soll, wenn sie eine Transformationsgrisse 
ist, ein ,,Parameter“ fiir die Transformation m'* Grades heissen. 
Zwischen J und jedem Parameter — besteht nach den friiheren Siitzen 


eine invariante Multiplicatorgleichung, welche in Bezug auf —& vom 
Grade 


Ton) = nit Z)A+ 504 2) 
ist, wenn § wirklich zum Transformationsgrade 
n = at bP cr... 
gehért. Jede andere Transformationsgrésse lisst sich dann, wie frtther 
gezeigt wurde, rational durch §, g, und g, darstellen. Ist aber die 
andere Transformationsgrisse auch ein Parameter, so ist sie sogar schon 
durch die Grissen — und J rational darstellbar. 

Zu den Transformationsgréssen gehéren auch die Invarianten g, 
und g, der transformirten Function, die sich nach den Angaben in 
§ 10 m. vor. Abh. als rationale Functionen von /(n)*, g, und g, dar- 
stellen lassen. Deshalb lassen sich g, und g, auch als rationale Func- 


tionen von &, g, und g, darstellen, wobei & ein beliebiger Parameter 
ist. Daraus folgt, dass die absolute Invariante 


J A __ 

92° — 27 95° 
der transformirten Function sich gleichfalls rational durch & und J 
darstellen lisst; d. h. auch J ist die Wurzel einer Transformations- 
gleichung 
(66) F(J, J)=0, 
welche die ,,Jnvariantengleichung“ heissen soll. (Vergl. die oben citirte 
Abhandlung von Herrn Weber, 8. 383.) 
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§ 6. 
Eigenschaften der Invariantengleichung F(J, J) = 0.*) 


Zu der Invariantengleichung und ihren Eigenschaften kann man 
auch auf folgendem Wege gelangen. Es sei nach den Bezeichnungen 
von Herrn Weierstrass 


(67) @ =, *) 


dann ist bekanntlich die absolute Invariante J eine eindeutige Function 
von t, welche mit J(r) bezeichnet werden mdge. Diese Function 
indert sich gar nicht, wenn man t mit 


(68) t= Et (pg —P'a= +1) 


vertauscht. Die beiden Gréssen t und t mégen dquivalent heissen, 
und das Zeichen fiir diese Aequivalenz sei 
(69) TOT. 


Eine Transformation n' Grades fiihrt man aus, indem man 7 mit 


~ 


(70) tT =r 
vertauscht. Dadurch verwandelt sich die absolute Invariante J oder 
J(t) in J(t), ein Ausdruck, welcher der Kiirze wegen auch mis J be- 
zeichnet werden mége, und es gilt der Satz: 
I. Zu jedem Werthe von J gehiren im Ganzen T(n) von einander 
verschiedene Werthe von J. 
Beweis. Nach den Gleichungen (68) und (70) ist 
Fane ee. 
t=Nt e+at 
Bezeichnet man nun den gréssten gemeinsamen Factor von n 
und g mit D, ist also 
(71) n=AD, q=£6D, Aq =3d, 
so sind die ganzen Zahlen 6 und ¢@ zu einander relativ prim, und 
man kann zwei ganze Zahlen a, und y, finden, fiir welche 
ad —Bpy=—+1 
wird. Setzt man jetzt noch ; 


*) Dieser Paragraph enthilt zum Theil Untersuchungen, welche in &hn- 
licher Weise schon von den Herren Dedekind (Journal fiir Mathematik, Bd. 83), 
Gierster und Hurwitz (Mathematische Annalen) und H. Weber (Acta mathe- 
matica, Bd. 6) ausgefiihrt sind. 

**) Diese Verinderliche + ist nicht zu verwechseln mit der Function r(w), 
die in der Einleitung definirt wurde, 





32 L. Krererr. 
a=a+ Br, y=y+dr, C—np'a — py, 


so ist auch 
a ad — bBy=+1, 
und es wird 
(72) C= np'a, — py + Au(p'g — pq’) = np a, — py, — Ax. 
Man kann also die ganze Zahl x immer so bestimmen, dass 
(73) 0<C<A. 
Setzt man jetzt 


(74) 
so erhilt man mit Riicksicht auf die vorhergehenden Gleichungen 


23 OF LL Se OT Oe SPI: 4 ae 5. 
a+ Br Aa + CB+ Dgr p+at . 
Daraus folgt 
~ np +nqgt\ 7(/C+Dr 
(75) F(a) = a(*Btmes) _ g( C+ Ps), 


Um alle verschiedenen Werthe von J(r) zu erhalten, welche dem- 


selben Werthe von J(t) entsprechen, geniigt es daher, fiir 7 alle 


Gréssen ot Ps zu setzen, fiir welche 


(76) AD=n wd 0<C<A 


ist. Dabei diirfen A und D noch einen gemeinsamen Theiler ¢ haben, 
aber C muss zu ¢ relativ prim sein, denn ein Theiler, der den drei 
Zahlen A, C und D gemeinsam ist, wire auch ein Theiler von 


p=Aa+CB und g—DefB. 


Da aber pq —pq=—-+1 ist, so dtrfen p und g keinen gemein- 

samen Factor haben. 

C+ Dr 
A ? 

man durch die vorstehenden Angaben erhiilt, sollen die ,,r- Reprdsen- 

tanten“ heissen. Es bleibt nur noch iibrig, ihre Anzahl zu bestimmen. 

Da C nur die Werthe annehmen darf, welche zu ¢ relativ prim 
und kleiner sind als A, so gehéren zu jedem Werthe von A 


4 9) 


Die von einander verschiedenen Werthe von welche 


Werthe von C; die Anzahl der t-Reprisentanten ist daher 


(77) v(n) = >) + 9, 


wobei sich die Summirung iiber alle Zahlen A erstreckt, durch welche 
n theilbar ist (die Zahlen 1 und » eingeschlossen). 
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Sind nun 2’ und m” zu einander relativ prim, und ist 
n = n n', n — A D, n”’ poe A” D", 


sind ferner ¢t’ und ¢” die gréssten gemeinsamen Theiler von A’ und D’, 
bez. von A” und D”, so wird 


(78) vin) = 4 go@= > 44 o'r’) 
-2> - p(t’) 4 oe p(t”) = o(n’) v(m’). 


Man hat daher nur noéthig, die Zahl »(m) zu bestimmen, wenn » 
die Potenz einer Primzahl a ist. Dann wird 


a—l 


| 
vat) =>) Fo) =1+ DS) Sata -1) +a" = ae(1 +2) 
A=i1 


Hieraus folgt, dass fiir ; 
n==at be cy .. 


v(n) = a*(1 + «) be (1 4 t)-e( % 2) gfe 


(19) " 1 1 
=n(11+2)(04+5)04+4)---= 2a) 


wird. 
Diese 7’ Werthe von J ( c+ ar) sind, so lange der Werth von 


t beliebig ist, wirklich von einander verschieden, denn J( ot Pe) 


und J (AtA*) kénnen nur dann einander gleich sein, wenn 
‘ 
C+Dr C, + Dit 
A und A, | 
vier ganze Zahlen a, 6B, y, 0 giebt, fiir welche 


zu einander iiquivalent sind, d. h., wenn es 


C+D,  Ay+C8+4Der 
“1, = Fat Op4+ Dee A 88 — By—+1 


ist. Dies giebt nothwendiger Weise 
B=0, ad=+1, A, = Aa. 
Da A und A, beide positiv sind, so muss 
a=+1, d=+1, A4,=—A, D=—D, C=—Avyt+C 
sein, Hierbei ist aber y sicher gleich 0, weil C und C, beide zwischen 
0 und A — 1 liegen sollen. Aus der Gleichheit von J —-_ und 


A 
J ( Sit Pr) folgt also 
y+ Dt ai C+ Dr 


A, A 
Mathematische Annalen, XXXII. 
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Die 7 verschiedenen +-Repriisentanten liefern daher, wie zu be- 
weisen war, 7' verschiedene Werthe von J = J = += ), welche 


(80) Ji(t), J,(t), +++ Ir(t) 
heissen mdgen, da sie simmtlich Functionen von r sind. 

Bezeichnet man nun mit a, B, y, 0 vier beliebige ganze Zahlen, 
welche der Bedingung «d — By = + 1 geniigen, und vertauscht man 


t mit rie , so sind die 7’ Gréssen 


(81) Ts pepe I Capped + Se ge) 


gleichfalls von einander verschieden. Da nun aber 


‘ /(ytar 
* + ¢ (25 ) n(ap + yq)+n(bp'+aq')c _ np,+ngq,'t 


o+¢ at) (op + yq) + (Bp + 0q) Mm+Ut 
a t 


ist, wobei bekanntlich p,q,/ — p,q, wieder gleich 1 wird, so sind die 
T Gréssen (81), abgesehen von der Reihenfolge, identisch mit den 
T Gréssen (80). Deshalb wird das Product 


[]o-4@ 


e=1 
eine eindeutige Function von t, welche ungeiindert bleibt, wenn man 


t mit rte vertauscht. Daraus folgt bekanntlich, dass dieses Pro- 
duct eine rationale Function F(J, J) von J und J ist, und man er- 


halt den Satz: 

Il. Die T Grissen J,(t), J.(t), --- Jr(t) sind die Wurzeln 
einer Gleichung T“" Grades 
(82) FU, J)=90, 
deren Coefficienten rationale Functionen von J sind. 

Diese Gleichung soll wieder die ,,Jnvariantengleichung“ heissen, 
Von ihr gilt der Satz: 

Ill. Die Invariantengleichung ist irreducibel. 

Beweis. Ist J(mr) die Wurzel einer algebraischen Gleichung 
(83) G(I(nz), I(x) =0, 
so hat man eine Identitait fiir alle Werthe von rt, fiir welche die 


Reihenentwickelungen von J(t) und J(mt) convergiren, d. h. fiir alle 
Werthe von t mit positivem imaginiiren Bestandtheil. Dieselbe muss 


auch befriedigt werden, wenn man t mit t = rte. “ vertauscht, 








= 
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Da nun aber J (7) gleich J(r) ist, so ist J (nz) eine Wurzel der- 
selben Gleichung (83), d. h. die 7’ verschiedenen Gréssen 
J; J, ri Me Jr 
miissen simmtlich Wurzeln der Gleichung (83) sein, folglich ist die 
Invariantengleichung trreducibel. 
Unter den Werthen von J mégen die beiden 


J(mt) und J(=) 


besonders hervorgehoben werden; dadurch erhilt man aus Gleichung 
(82) die beiden Gleichungen 


(84) F(J(ntr), J(r)) =0 
und 
(84a) F (JG): I(r) = 0. 


Vertauscht man jetzt in Gleichung (84a) die Grosse t mit mr, 
so wird 
(85) F(J(t), J (mt)) = 0. 

Die Gleichung (84) bleibt daher noch richtig, wenn man J(nt) mit 
J(t), oder J mit J vertauscht. Da aber die Gleichung (82) irreducibel 
ist, so gilt dies nicht nur fiir J(mr), sondern fiir jedes beliebige 
J, und man erhiilt 

FU, J)=+FU, J). 

Hierbei muss aber das obere Zeichen gelten, weil fiir das untere 
Zeichen die Gleichung (82) auch fiir J = J befriedigt werden miisste, 
was fiir beliebige Werthe von t nicht méglich ist. Dies giebt den Satz: 

IV. In Gleichung (82) ist die linke Seite F(J, J) eine ¥ pmmivlathe 
Function der beiden Invarianten J und J. 

Zu jedem primitiven Periodenpaar gehért ein einziger t- Repriisen- 
tant, wie vorher gezeigt wurde, zu jedem t-Reprisentanten gehdren 
aber unendlich viele primitive Periodenpaare 

2pa+2qa, 2p a+ 2q'a’. 


Ist der t- Repriisentant c+ =. gegeben, so kann man die ganzen 


Zahlen p, q, p, g 2. B. in folgender Weise bestimmen. 
Man wiihle die ganze Zahl « so, dass 
(86) p=Aa«+C und g=D 
relativ prim sind; ferner wihle man die ganzen Zahlen p’ und q’ so, 
dass 


pd —pa=+1. 


3* 
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Setzt man dann 

, , ’ C D 
(87) b—1, y= Aad —1, d= Aq, foe OTOE, 
so wird in der That 


ytor Atag’—A+AqC+AqDr _ A(pq'—1)+nq't _ np +nq't 


a+pr Aa+C+Dr p+qt p+qt 
und 


ad — py=—+1. 


§ 7. 
Der Rang der Invariantengleichung. 


Die Gleichung, welche zwischen J und J besteht, wirklich zu 
bilden, ist bis jetzt selbst bei den kleineren Werthen von » unter- 
lassen worden, weil man sie durch wesentlich einfachere Gleichungen 
ersetzen kann. Wie schon in der Kinleitung hervorgehoben wurde, 


giebt es in dem Rationalitiitsbereiche (J, J) Hiilfsgriéssen &, welche 
die Eigenschaft besitzen, dass die Gleichungen 

(1) F(é,J)=0 und F,(é, J) =0, 
welche zwischen & und J, bez. zwischen & und J bestehen, in Bezug 
auf J und J von niedrigerem Grade sind als die Invariantengleichung. 

Dieser Grad der Gleichungen (1) ist eine fiir § charakteristische 
Zahl und soll deshalb der ,,Charakter“ von § heissen. Ist niimlich y 
irgend eine andere Grésse des Rationalitiitsbereiches (J, J), so kann 
man auch eine Gleichung zwischen & und 7 herleiten, deren Grad in 
Bezug auf 9 im Allgemeinen gleich dem Charakter von § ist. Ebenso 
ist der Grad dieser Gleichung in Bezug auf & gleich dem Charakter 
von 9. Nur ausnahmsweise kann sich der Grad dieser Gleichung 
zwischen § und y erniedrigen. Dies geschieht z. B., wenn man fiir 
m eine rationale Function von & wahlt.*) 

Ist @ = 0, so giebt es solche Hiilfsgréssen § mit dem Charakter 1, 
d. h. es giebt Hiilfsgréssen &, durch welche sich J und J rational 
darstellen lassen. Ist € eine solche Grésse, so haben alle iibrigen 
die Form 

aé+b. 
cé+d 

Ist @ = 1, so giebt es unendlich viele Hilfsgréssen § mit dem 
Charakter 2. Zwischen je zweien besteht eine Gleichung, welche in 
Bezug auf jede der beiden Gréssen vom zweiten Grade ist, wenn nicht 


*) Man vergleiche die von Riemann gegebenen Siitze aus der Theorie der 
Abel’schen Functionen (ges, Werke, Seite 81 bis 135), 
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etwa die eine linear abhiingig ist von der anderen. Deshalb lassen 
sich J und J rational darstellen durch eine solche Hiilfsgrésse — und 
durch die Quadratwurzel aus einer Function dritten oder vierten Grades von &. 

Ist @ = 2, so giebt es unendlich viele Hiilfsgréssen & mit dem 
Charakter 2, die aber sdimmilich linear von einander abhiingig sind. 
Durch zwei solche Hiilfsgréssen & lassen sich daher J und J nicht 
rational darstellen. Dagegen giebt es ausserdem noch unendlich viele 
Hiilfsgréssen » mit dem Charakter 3, so dass J und J sich als rationale 
Functionen von & und » darstellen lassen. Da nun die Gleichung 
zwischen € und » in Bezug auf § vom dritten und in Bezug auf y 
vom zweiten Grade ist, so kann man J und J rational ausdriicken durch 
€ und durch die Quadratwurzel aus einer Function fiinften oder sechsten 
Grades von &. 

Ist eg > 2 und gerade, so giebt es nach Riemann (ges, Werke, 
Seite 116) Hiilfsgréssen — mit dem Charakter = (e+2); 

ist @ > 2 und wngerade, so giebt es nach Riemann Hiilfsgréssen 
£ mit dem Charakter 5 (9+3). 

In Ausnahmefillen kann der Charakter noch niedriger werden. 
So wird z. B. die Invariantengleichung bei der Transformation 30'" 
Grades den Rang @ = 3 haben. Der Riemann’schen Angabe ent- 
sprechend miisste dann der Charakter jeder Hiilfsgrésse des Rationalitiits- 
bereiches (J, J) mindestens 3 sein. Es giebt aber in Wirklichkeit 
schon Hiilfsgréssen mit dem Charakter 2, die siimmtlich linear von 
einander abhiingig sind; man hat also den sogenannten hyperelliptischen 
Fall. Hiilfsgréssen mit dem Charakter 3 giebt es in diesem Falle 
iiberhaupt nicht. Dagegen findet man noch Hiilfsgréssen mit dem 
Charakter 4, so dass sich J und J rational durch & und die Quadrat- 
wurzel aus einer Function siebenten oder achten Grades von & dar- 
stellen lassen. 


In allen Fallen giebt es aber Hiilfsgréssen §, deren Charakter 


gleich oder kleiner ist als = (e+3). Indem man also J und J als 


rationale Functionen von zwei solchen Hiilfsgréssen § und y darstellt, 
kann man die Invariantengleichung durch ‘die Gleichung zwischen 
— und » ersetzen. Dadurch wird eine um so gréssere Vereinfachung 
herbeigefiihrt, je niedriger der Charakter von & und 7 ist. 


Um zu entscheiden, ob der Charakter einer Hiilfsgrésse méglichst 
klein ist, muss man zunichst den Rang g der Invariantengleichung 
bestimmen. 
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Dies kann man verhiltnissmiissig leicht ausfiihren, weil man die 
singuliren Werthe von J genau kennt. Man weiss nimlich, wie 
z. B. Herr Klein in seiner oben citirten Abhandlung zeigt, dass fir 
J = 0 immer nur je drei Werthe von J einander gleich werden, dass 
fir J = 1 immer nur je zwei Werthe von J einander gleich werden, 
und dass fiir J—oo die Verzweigung je nach den Werthen von n 
eine verschiedenartige ist. Dies sind die eingigen singuliren Werthe 
von J, so dass man von diesen singuliren Punkten nur noch die 
Ordnungszahlen, deren Summe s heissen mége, aufzusuchen hat. Kennt 
man aber die Zahl s, so erhdlt man auch die Zahl @ aus der be- 
kannten Formel 
(88) 2e=s—2T+2. 

Es sei der Kiirze wegen § eine dritte Wurzel der Einheit, also 
(89) 2g=—= —1+i/73, 
dann wird J =0, wenn t mit € fiquivalent ist. Um nun zu unter- 
suchen, welche von den 7' Gréssen J (242s) fiir diesen Werth von 
t einander gleich werden, heisse D’ der grésste gemeinsame Theiler 
von A und C — D, es sei also 
(90) A=Dsp wd C—D=D', 
wobei 6 und 6 relativ prim sind. Deshalb kann man zwei ganze 
Zahlen a, und y, so bestimmen, dass 

ad — By = +1 
wird. Setzt man jetzt 
(90a) a=a,+2B, y=y+20, A=—Ds, C'=—— Da, 
so wird 
AD=AD=n, ad —py=+1, 
und man kann die ganze Zahl x so bestimmen, dass 
O0<—a< Bf, oder 0<C' <A’. 


c" _ Cc’ -+ D's 
A 


auch einer der 7’ t-Repriisentanten. Dabei folgt aber aus 
yor | Ayt+ O84 Die _ —D+(O-D)e 
e+6r Aa+C’B+ D'br 7 a 7. 
dass fiir r= ¢ 


” —D Cc—D C+D , 
(91) ony OEE OTE ny, 


Ferner sei D” der grésste gemeinsame Theiler von A und C, also 
Aa D’p, C=D's, 


dann kann man zwei ganze Zahlen a, und y, so bestimmen, dass 


Deshalb ist 
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ay 0” — By = 1 
wird. Setzt man jetzt 
" aw =a + xp, y—y +20, A’ = AD — (C—D)B, 
C” = (C—D)a — Ay’, 
so ist auch ad’ — py’ =-+ 1, und man kann die ganze Zahl x so 
bestimmen, dass 
C” = (C—D)a, — Ay, — A’ az 
nur einen der Werthe 0, 1, 2,...A” —1 hat. Da nun ausserdem 
A” D" =AC— AC+AD=AD=n, 


und die drei Zahlen A’, C”, D” keinen gemeinsamen Factor haben, 
so wird 


gleichfalls einer der 7 t-Reprisentanten , ‘und es folgt aus 
y +o" A” y’ + C0" S + D' d's C— D+Cr 


ao+@e”  Ac+O"R+D' fr A+Ar ’ 
dass fiir r = € 
(92) t” ~ “sa = ot BE =, 
Damit ist bewiesen, dass fiir r = € die drei Gréssen 1’, t”, r’” einander 
iiquivalent werden, so dass die drei zugehérigen Werthe J(t’), J(r”) 
und J(t”) einander gleich sind. 

Da 7’ aus den t-Repriisentanten beliebig ausgewihlt war, so werden 
fiir t = § je drei Werthe von J einander gleich, Eine Ausnahme findet 
nur dann statt, wenn die drei t-Repriisentanten 1’, t’ und x” fiir alle 
Werthe von t einander gleich sind. Dies geschieht, wenn 
(93) AwA=A", C=C'’=C", D=DV=D’, 
wenn also nach den Gleichungen (90) und (90a) 

A=Dp, C=—Da, C—D=D6. 
Da aber A, C und D keinen gemeinsamen Factor haben, so muss 
D=1, A=f=n, a=m—C, d=C—-1 
sein. Daraus folgt 
ad — By = — C(C—1) — ny—1, 
oder 
(94) C?—C-+ 1=0 (mod. n), oder (2C— 1)? = — 3 (mod, 4m). 


ae ee =s , und geniigt C der Congruenz (94), so werden 
in der That die Gleichungen (93) befriedigt, d. h. die Gréssen x” und 


” 


t” werden mit t’ identisch. 
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Bezeichnet man also mit ¢, die Anzahl der Werthe von C, welche 
der Congruenz (94) geniigen und kleiner sind als », so bilden die T 


Werthe von J, welche dem Werthe J = 0 zugeordnet sind, +(T— ,) 


Cyklen zu je drei, wiahrend « Werthe von einander verschieden 
bleiben. 


Deshalb ist J=0 ein singuliirer Werth von der Ordnung = (T—&). 


Fiir t co i wird J = 1; um nun zu untersuchen, welche von den 
T Gréssen J = ) fiir diesen Werth von t einander gleich wer- 
den, heisse D’ der grésste gemeinsame Theiler von A und C, es sei also 
(95) {4 =Ds, C= V8, «8 — 6, = +1, 

a=a+2p, y=yy+axd, A=DB, C'=— Da, 
dann wird 
«ed —By=+1, AD =AD=n, 

und man kann 2 so bestimmen, dass 


O0<—a< Bp 
und deshalb 
O<C< A. 


Daraus folgt, dass t” = O+D* such einer der t-Repriisentan- 


A 
ten ist, und dass 
ytor  =Ay+C's+ D'dr —D+Cr 


a+Bpe”  Aa+OB+D pr At 
wird. Dies giebt fiir t =i 


” —D Ci C Di f 
si oe =F _ = a Sr’. 


Die beiden Gréssen J(t’) und J(r”) werden daher fiir t =i einander 
gleich. Wenn also t’ und t” zwei von einander verschiedene t-Repriisen- 
tanten sind, so sind auch J(t’) und J(r’) von einander verschieden 
ausser fiir c=—i. Die beiden Gréssen t und ¢” kénnen aber nur 
dann identisch sein, wenn 


(97) A=A, C=C’, D=D, 
wenn also nach den Gleichungen (95) 
A=Dp, C=Déd—— Da. 


Da aber die drei Gréssen A, C und D keinen gemeinsamen Theiler 
haben diirfen, so wird 


D=1, A=fp=n, C=d=—~—a, 
«ad — By =—C?—ny=+1, 





heiler 
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also 

(98) C? = — 1 (mod. n). 

C+r 
n 


Ist co = , und geniigt C der Congruenz (98), so werden 


in der That die Gleichungen (97) befriedigt, d. h. die Gréssen ct’ und 
t” sind identisch. 

Bezeichnet man also mit ¢, die Anzahl der Werthe von C, welche der 
Congruenz (98) geniigen und kleiner sind als », so bilden die 7’ Werthe 
von J, wolche dem Werthe J = 1 zugeordnet sind, = (7— «,) Cyklen 
zu je zwei, waihrend ¢, Werthe von einander verschieden bleiben. 


Deshalb ist J=1 ein singuliirer Werth von der Ordnung (T'— 4). 


Bei jeder Umkreisung des Punktes J = oo wiichst die Veriinder- 
liche t um 1; bei » Umkreisungen geht also 
tiber in 


” C+ Du+Dr 
t= ~~ 


Ist ¢ wieder der grésste gemeinsame Theiler von A und D, ist also 
A=at, D=dt, 


so wird erst fiir u = a die Grésse t’ = ¢ + d mit 1’ fiquivalent. Man 
erhilt also an dieser Stelle, wenn man von dem Repriisentanten 1’ 


ausgeht, einen Cyklus von a = ‘ 
denselben Werth von J liefern. 

Jedem Nenner A entsprechen zuniichst 4 y(t).Werthe von C, die 
also p(t) solche Cyklen zu je + bilden. Deshalb ist der Werth Joo 
ein singulérer Werth von der Ordnung 


(99) > (4-1) 9@ =>)4 0 — SoO=7-D 9. 


Damit sind alle singuliiren Werthe von J erschépft, so dass die An- 
zahl der singuliren Punkte mit Riicksicht auf ihre Ordnungszahl gleich 


s= 5 (L—a)+ > (L—4) + 2—2HH 


Repriisentanten, die fiir J = co 


- 13 2 1 
ae F-— &— 2h 29 (t) 
ist. Deshalb findet man aus Gleichung (88) 
(101) 129 = T + 12 — 4a, — 3e, — 6X (?). 


Diese wichtige Formel hat schon Herr Gierster in seiner Notiz tiber 
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Modulargleichungen bei zusammengesetztem Transformationsgrade (Math. 
Annalen, Bd. 14, 8. 537—544) gegeben. Die Andeutungen iiber ihre 
Ableitung sind aber so knapp, dass eine ausfiihrliche Darstellung nicht 
iiberfliissig erschien. 


§ 8. 
Tabelle. 


Da bei den Anwendungen, welche in den spiteren Abschnitten 
folgen sollen, der Rang @ fiir eine gréssere Reihe von Werthen der 
Zahl » gebraucht wird, so war es nothwendig, aus der Formel (101) 
eine Tabelle fiir @ herzustellen, welche die weiter unten behandelten 
Fille umfasst, und welche hier folgen mége: 








n Bedingungen. Q 
12v +1 |12v+1 ist eine Primzahl v—l 
12v¥+5 |127+5 ,, ,, os v 
12v¥+7 12v+7 a - v 
12v + 11 127411 oe ‘ v+i 
(12y-+1)?|127+1 ,, ,, ~ 12y? —3v— 1 
(12y+ 5)?/127+5 ,, _,, ‘ 12v? + 5v 
(12v¥-+7)?|127+7 , ,, “ 12v7°+ 9v+1 
(IQy+11)?|12y+11,, ,, i 120? + 17y +6 
4 |r>1l 2. 47-24 1— 3. 2r-2 
2. 4r |r>0 4-4-2441 4.9r2 
2(4c+1)| 4c+1 , ,, e c—1 
4°(2b+1)| 2b4+1 ,, ,, » yp H>Ol44*(6+4 1) 41-38-21 
2.47(2b+1)| 26+1 , ,, yy H>O} 2-4-1 (64-1) 4+-1—4.- 241 
3(61+1) | 6l+1 ,, ,, ‘ a1 
9a | a we a a—2 
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II. Abschnitt. 
Eigenschaften der Parameter. 
§ 9. 
Bildung von Parametern. 
Nach den Ausfiihrungen der beiden vorhergehenden Paragraphen 


kommt es darauf an, . Hiilfsgréssen & zu bilden, welche dem Rationalitats- 


bereiche (J,J) angehéren und einen mdglichst niedrigen Charakter 
besitzen. 

Auf rein algebraischem Wege wiirde die Lisung dieser Aufgabe 
schon deshalb grosse Schwierigkeiten bieten, weil die Invarianten- 


gleichung, d. i. die Gleichung zwischen J und J, selbst gar nicht 
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bekannt ist. Dagegen gelangt man durch Anwendung der schon friiher 
(§ 5, Gleichung (65)) erklairten Producte 


Q bd ’ w : 
(102) §= IT (*-*)) =L (D,)*L(D,)* L(D,)* eeey 


welche der Kiirze wegen ,, L- Producte‘‘ genannt werden sollen, zum 
Ziele. Dabei waren D,, D,, D,, ... beliebige Theiler von m, und die 
Exponenten @,, 0,, 0;,... waren positive oder negative ganze Zahlen. 
Sind diese Exponenten so bestimmt, dass § eine Transformationsgrésse 
wird, so wurde & ein Parameter genannt, weil dann § dem Rationalitiits- 
bereiche (J, J) angehért. 

Dies folgt schon aus Satz III in §1 (Seite 10), nach welchem 
die Transformationsgrésse § durch g,, g, und die Transformationsgriésse 
J rational darstellbar ist. In dem vorliegenden Falle ist aber — von 
der nullten Dimension, folglich kommen g, und g, nur in der Ver- 
bindung 

92" 
G2? — 279," - 
und 
2793" om 
g2°— 279e ial 


vor, d. h. & ist eine rationale Function von J und J. 


Es ist also zuniichst die Frage, wie man die Exponenten 0, ,d,, 03,... 
bestimmen muss, damit § wirklich ein Parameter wird. 

Die Antwort auf diese Frage findet man entweder auf dem Wege, 
der bei der Bildung der Transformationsgréssen eingeschlagen wurde, 
indem man 


(108) a = f(D,)* f(D.) f (Dy) «. 


rational durch die Theilwerthe der g-Function auszudriicken versucht. 
Man kann aber auch den Umstand benutzen, dass jeder Parameter & 
als rationale Function von J = J(t) und J = J(mt) darstellbar ist. 
Nun indert sich J(t) gar nicht, wenn man t mit der fiquivalenten 


Grosse . qt vertauscht. 


Die nothwendige und hinreichende Bedingung, dass bei dieser 
Vertauschung auch die absolute Invariante J(mt) der transformirten 
elliptischen Function ungeiindert bleibt, ist bekanntlich 


q=O(mod.n) oder g=—nr. 


Jede eindeutige, analytische Function § der Grésse t, welche bei der 
p+qt 


Vertauschung von t mit ues 


gleichfalls ungeindert bleibt, und 
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als Function von J iiberall algebraischen Charakter hat, ist eine 
rationale Function von J und J. Dabei ist natiirlich 

(104) pd —pnr=—+1. 

Vertauscht man nun das primitive Periodenpaar 2@, 2’ mit dem 
iiquivalenten 

(105) 203 = 2pa+2nra’, 20'—2pa+2qa, 

so verwandelt sich 


Q(o, 0) in Q(w, a’) = 0(2 2’ )Q(o, 0}, 


wobei @ (t* eine 24'° Wurzel der Einheit ist, welche in § 11—15 


Y; ¢ 
m. vor. Abh. bestimmt worden ist. Bezeichnet man 5 mit A, so geht 


bei derselben Vertauschung der Perioden 


o(5, 0+) in OF, w)—e (Bry, 7’) e(G &) 


iiber. Deshalb verwandelt sich bei dieser Vertauschung 
(mm) 1d) e(Bp, 4") 20D e( 8; 9?) 
Setzt man also 
A, D, = A, D, = A,D, =---=AD=n, 
so verwandelt sich € bei dieser Vertauschung der Perioden in sich 
selbst, multiplicirt mit dem Factor 


ear, “ye (ah. “vy ‘ei, “a ri 

p, nrvr tae 

P, @ 
Da & als Function von J nirgendwo eine wesentlich singulire Stelle 
hat, so heisst die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass 
— ein Parameter ist: Der Factor (107) muss immer gleich 1 sein, 
wenn man fiir die ganzen Zahlen p, r, p’, 7 alle méglichen Werth- 
systeme einsetzt, welche der Gleichung (104) gentigen. 

Ist z. B. 


(107) 


p=1, r=0, p=1l, q= 1, 
so wird nach Gleichung (134) m. vor. Abh. 


Dni 
1, 0 2 
e(p;i)=e", 
folglich ist in diesem Falle der Factor (107) gleich 


#4 (D,—1),+(D.— 1) do (Dy—1) 8,4] 
e 


und wird nur dann gleich 1, wenn 
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a =(D—1)6 
(108) }__ (D, —1)8, + (D,—1)a, + (D,—1)d, +--+ ==0 (mod. 24). 
Diese Bedingung, der die Exponenten 0,, 0,, 0;,... gentigen miissen, 
ist tibrigens schon in Gleichung (64) ausgesprochen worden, als man 
verlangte, dass die Zahl m durch 6 theilbar ist. 
Kine zweite Bedingungsgleichung findet man, indem man 
= 1, r= 1, p =0, q=1 


setzt. Dann wird 
Ani 


1,A — aT 
Q 0, 1 )=- evs ’ 
folglich ist hier der Factor (107) gleich 


* [n (0, -+- 524-03 -+- ++) — A, 0, — 490, — Ay 0 — +++] 
ée 


und wird nur dann gleich 1, wenn 
(n—A,)8, + (n—A,) 8, ++ (n—Ag)d, + «+ - = 0 (mod. 24), 
oder 


(109) (D, —1)A, 8, + (D,—1)A,4, + (D,—1) Ayo, ++ -++=0(mod. 24). 


Diese Bedingungen (108) und (109) sind nothwendig; sie sind aber 


auch, wie sogleich gezeigt werden soll, hinreichend, wenn die Ex- 
ponenten 0,, 0,,4,,... simmtlich gerade und auch n gerade ist. 

Sind die Exponenten 0,, 6,, 0,, ... siimmtlich gerade, aber n 
ungerade, so tritt noch eine dritte Bedingung hinzu. 

Die Untersuchung wird niimlich wesentlich einfacher, wenn man 
sich auf den Fall beschriinkt, wo die Exponenten 0,, 0,, 0,,... lauter 
gerade Zahlen sind, weil man es dann nur mit 12° Wurzeln der Einheit 
zu thun hat, welche sich viel leichter bestimmen lassen als die 24'" 
Wurzeln der Einheit g. Nach den Angaben von Herrn Hurwitz 
(Grundlagen einer independenten Theorie der Modulfunctionen u. s. w., 
Math. Annalen, Bd. 18, 8. 528) wird nimlich 


a, b\? a, b *e 
oe maa 
wobei 


(110) E=(1—c*)[bd+3(ce—1)d+c+3] + c(a+d—3). 
Deshalb verwandelt sich Z(D)? bei der Vertauschung des primitiven 
Periodenpaares 2@, 2@' mit 20, 20’ in 
tg’ -E") 
L(D)*e° ; 
wobei 
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E’ = (1— D*p'*)[Arq’+3q (Dp —1) + Dp' +3]+ Dp'(p+q—3), 
E”=(1—p*) [mrg +3q (ph —1) +¥7+4+3)4+ 97 (9+ 9 — 8). 


Daraus folgt 
E’ — E” =(D—1)[—nrp'?¢ —p?(3q +1) +3p?(¢ —)) 

(111) +p (p+4¢ —2)) 
—rq A(D—1)+43p'?[¢ —1—p'(3q¢' +1)] D(D—1) 
—p'3(3q'+1) D(D—1)(D—2). 

Damit — ein Parameter ist, muss 

(112) 2(E’ — E”)d = 0 (mod. 24) 

sein. Nun ist aber nach den Congruenzen (108) und (109) noth- 

wendiger Weise 


(108 a) =(D—1)d = 24a, 
(109 a) =(D—1)Aéd = 24b, : 


wo a und b beliebige ganze Zahlen sind, folglich reducirt sich die 
Bedingung (112) auf 
(112) 3p°((¢ —1)(v +1) —4p'g| 2 DD—1)d 

— p'3(3q' +1) 2D(D—1)(D—2)d = 0 (mod. 24). 
Dabei ist — 12p’*q’ D(D—1)é sicher durch 24 theilbar; ist p’ gerade, 
so ist schon 3p’?(q' —1) durch 24 theilbar, und ist p’ ungerade, so ist 
3(p' +1)D(D—1)6é durch 24 theilbar, Die Congruenz (112a) reducirt 
sich also weiter auf 
(112b) sp’ 8(3qg' +1) ZED(D—1)(D—2)d = 0 (mod. 24). 


ti, iin ie on 


Ist m eine gerade Zahl, so wird auch g = ur gerade, also q un- 
gerade; deshalb muss in diesem Falle ’ 
3q +1 durch 2, D(D—1)(D—2) durch 6 und @ durch 2 
theilbar sein, so dass die Congruenz (112b) ganz von selbst befriedigt 
wird. Ist aber » eine wngerade Zahl, so kann man gq’ so wiihlen, dass V 
p’*(3q' + 1) die Factoren 2 und 3 nicht enthiilt, dann tritt also noch d 
die Bedingung 
(113) 2 D(D— 1) (D—2)0 = 0 (mod. 24) ’ 
hinzu. Dadurch erhialt man also den folgenden Satz: 
I. Die Hiilfsgrisse g 
§ = L(D,) L(D,)* L(D,)* . ( 
ist ein Parameter, wenn die Exponenten 0,, 8,, 0,, .. . stimmtlich gerade v 
Zahlen sind, und wenn d 
1) 3(D—1) 6 = 24a, ( 
2) 2=(D—1)Ad = 24), v 
3) 2 D(D—1) (D —2) 0 = 24e. (: 
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Die letzte Bedingung kommt noch in Wegfall, wenn n eine gerade 
Zahl ist. 

II. Sind die Exponenten 0,, 6,, 9,,... wm Theil ungerade Zahlen, 
so kann § nur dann ein Parameter sein, wenn auch hier die beiden 
ersten Bedingungen, dass niimlich &(D—1)0 wnd &(D—1)A0 durch 
24 theilbar sind, erfiillt werden. Diese Bedingungen sind nothwendig, 
aber noch nicht hinreichend, wie sich aus den spiter folgenden Bei- 
spielen ergiebt. 


g 10. 


Definition und Berechnung des Charakters, welchen ein Parameter 
besitzt. 


Ist — ein Parameter, d. h. ist — eine rationale Function von J und 
J, so besteht zwischen § und J eine Gleichung, welche in § 5 eine 
,invariante Multiplicatorgleichung“ genannt wurde. Der Grad dieser 
Gleichung in Bezug auf J wurde der Charakter des Parameters § 
genannt und mége mit ch bezeichnet werden. Es besteht niimlich 
zwischen § und jeder anderen Grosse y des Rationalitiitsbereiches 
(J, J) eine Gleichung, welche in Bezug auf » wieder den Grad ch 
besitzt, wie aus bekannten algebraischen Siitzen hervorgeht. 

Um nun den Werth von ch fiir einen Parameter § zu berechnen, 
entwickele man die 7'(n) verschiedenen Werthe von & nach Potenzen von 

w' ni 


h=e”., 


Dies geschieht, indem man die Entwickelung fiir die einzelnen Factoren 
von § vornimmt. Setzt man zu diesem Zwecke wieder, wie in den 
Gleichungen (86), 
p=Aaec+C und q=D, — | 
wo @ so gewihlt ist, dass p und q relativ prim sind, ‘so entspricht 
das primitive Periodenpaar | 
203 =2poa+2qa’, 20’ =2p'a+ 27a 
; | 
cr? ~. Jetzt sei ¢, der grosste 
gemeinsame Theiler von D und D,, es sei also 
(114) qd = D = tv, D, = try, 


wobei v und v, relativ prim sind. Deshalb giebt es zwei ganze Zahlen 

d und 2, fiir welche | 
(115) dv, =p + xv 

wird, Nach diesen Bestimmungen. setze man 


nach § 6 dem t Repriisentanten 


(116) a=vq, b=—v, c=— pl, —2q, 
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dann wird 
ad—be=+1, 
(117) a D; +b0 = = P 5 4+ de’ = =a +2, 


folglich wird 
(8) (E> Fe te mee b)e(a ®)). 


Bezeichnet man also die Grosse, welche aus hk durch Vertauschung 


von @, @ mit >, a = hervorgeht, mit h,, so ist 
ani ty 
(119) hoe *h*. 


1 1 
Da nun die Entwickelung von Q(@, a’) mit (=)? h” beginnt, so 
ist das erste Glied in der Entwickelung von @( = ,o ‘), wenn man 


mit K, eine Constante bezeichnet, auf deren Werth es hier gar nicht 


ankommt , 
ty t? 1 


(120) K,h™* — K,h™” — K,h'™ 
Ist z. B. 


Ay ty? 


D,=1, aloo £—1, A4A,—n, 
so wird das erste Glied in der ee von Q(@, 3’) 


Kh = 9 (2° 4,)(2 ): a 


wie zu erwarten war. Die Entwickelung von 


® 
¢(>,:*) 
L(D.) = Gea? 
fangt also mit 


A, 
Ay ty? - ty? — Dy 
(121) Kip OP) ae yin PP) 
an, wo K, wieder eine unwesentliche Constante ist. 
Die Entwickelung des Parameters §, oder genauer von #(° 5 1 § 


beginnt daher, er von einem constanten Factor, mit 


=e [Ad (te? — D,) +4299 (t2?— Dz) + Ay 95 (t3" Ds)+- 


ie 
Dagegen — die Entwickelung von J nach pe vs Potenzen 


von h mit 


ash Nimmt man nun noch hinzu, dass § wegen der 
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Productdarstellung der Z nur an solchen Stellen Null oder unendlich 
werden kann, an denen J = oo ist, so findet man nach bekannten 
Sitzen der Algebra das folgende Resultat: 

Der Ausdruck 
(122) S(n, D) =A, 4, (t,?— D,)+ A, 9, (¢,? — D.) + 4,93 (4,7 —D,)+--- 
werde, wenn er positiv ist, mit P, und wenn er negativ ist, mit N be- 
seichnet, dann wird 
(123) ZP = — IN = 24n- ch, 
wobei die Summation iiber alle t-Reprisentanten zu erstrecken ist. 

Diese Summation kann man schrittweise ausfiihren, indem man 
zunachst alle t-Reprisentanten beriicksichtigt, bei denen D und des- 
halb auch A denselben Werth hat. Die Anzahl dieser t-Repriisentanten 
ist nach den Auseinandersetzungen in § 6 gleich 4 g(t) und werde 
mit (A) bezeichnet, so dass also 

4 p(t) =(A). 

Dabei ist ¢ der grésste gemeinsame Theiler von A und D. Fiir alle 
diese t-Repriisentanten hat niimlich S(n, D) denselben Werth, so dass 
man nur die Werthe der Producte (A) S(n, D) fiir alle Theiler D zu 
untersuchen hat, die in » enthalten sind. 

Setzt man noch 
(124) (Ay) S(m, Dy)—=(Ay) [Ay 9; (4,? —D) + 429) (4? — Dy) 

+ A; 9; (t;? — Ds)+ -+-]=24nk,, 

so wird nach bekannten Siitzen der Algebra k, eine ganze positive oder 


negative Zahl, weil die (A,) zu D, gehérigen Werthe von & =) 





A 
einen Cyklus bilden und fiir h = 0 (bez. fiir J = oo) einander gleic 
werden. Bezeichnet man also die positiven Werthe von k, mit k, und 
die negativen mit k,, so geht Gleichung (123) tiber in 
(125) Zkp = — Zk, = ch, 
wo die Summation jetzt nur noch iiber alle Theiler D, von » zu 
erstrecken ist. 

Ist w die Anzahl aller Theiler von », so bildet man die uw Glei- 
chungen 
(126) (A,)S(n, D,) = 24nk,. 
Dadurch erhilt man z. B. fir D, = 1, (A)) = Ay =n 
(126a) A,d,(1 —D,) + A,0,(1—D,) + 4,93 (1 — Dy) + +++ = 24h: 
und ftr 

Dy = %, (Apr) = Api = 1 

erhalt man 
(126b) (D,—1)d, + (D,—1)d, + (D,—1)0, + - ++ = 24h,4. 
4* 
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Dies giebt nach den Gleichungen (108a) und (109a) 
(127) k=—b, kwi=—a. 


Aus Gleichung (125) folgt auch noch, dass von den uw Gleichungen 
(126) die eine schon aus den iibrigen « — 1 Gleichungen folgt. 


Bisher waren die Exponenten 0,, 0,, 0;,... als gegeben betrachtet, 
man kann jetzt aber auch die ganzen Zahlen k, als gegeben ansehen 
und aus den Gleichungen (126) die w — 1 Gréssen 


riRY he aes 


berechnen. Gelingt es nun, die w —1 ganzen Zahlen ky, k,,. . . ku—s 
so auseuwihlen, dass auch die Grissen 0,, 0,, 0,,... Ou—-1 ganze 
Zahlen werden, welche durch 2 theilbar sind, so ist & fiir gerade Werthe 
von » sicher ein Parameter; fiir ungerade Werthe von n tritt noch die 
ut 

__ =D(D—1) (D—2)d = 24¢ 
hinzu, 

Bei den Anwendungen wird man iibrigens auch diejenigen Werth- 
systeme der @ beriicksichtigen, bei denen sie theilweise wngerade Werthe 

4 haben. Allerdings muss man dann erst untersuchen, ob & ein Para- 

meter ist. 

Unter den Werthen von k,, k,, k,, ky, ... ky: welche ganzzahlige 
Werthe von 0,, 0,, d;,... liefern, sind diejenigen besonders zu beachten, 
fiir welche sich ein méglichst kleiner Werth von ch ergiebt. 


§ 11. 
Complementire Parameter. 


Vertauscht man @ mit — °., so geht J in J und 


Te) i 


iiber. Es ist die Frage, ob auch & ein Parameter ist. Setzt man z. B. 


B=, @ =——a, 
und beachtet man die wichtige Formel 
(128) OC x) =Vm Qo, 0’) 


so wird 


= GH BY AD 
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Damit — ein Parameter wird, miissen zuerst zwei Bedingungen be- 
friedigt werden, welche den Gleichungen (108a) und (109a), nimlich 
den Gleichungen 


2(D—1)d = 24a und 2(D—1)Ad = 24d 
entsprechen, und welche hier die Form 
Z[(A — 1) 8 — (wn — 1) 0) = — 2(A D— A) =— 2(D — 1) Ad = 240 
und 
2((A— 1) Dd — (n—1)d| = — 2(D—1)d = 240 
annehmen. Diese Bedingungen sind aber sicher erfiillt, denn es wird, 
wie man ohne Weiteres erkennt, 
a=—b ud V=—a, 
wobei a und b ganze Zahlen sind, weil nach Voraussetzung & ein 
Parameter ist. Es wird daher auch — ein Parameter, wenn die Ex- 
ponenten 0,,0,,0,,... sammtlich gerade sind, und wenn augh eine 
gerade Zahl ist. 
Ist dagegen » ungerade, so tritt noch die Bedingung 
S = D{(A'—n3 — 3(A?—n?) + 2(A—n)] 0 =0 (mod. 24) 
hinzu. Auch diese Bedingung wird erfiillt, denn nach Voraussetzung 
ist § ein Parameter, es ist also 
2(D'—3 D?+2 D)d = X|( D®—1) —3(D*—1)+2(D—1)]| d=0 (mod. 24), 
folglich ist 
S= J[A3(1—D*)—3A?(1—D*)+2A(1—D)]6 
=— 2|(A — 1) (D§ — 1) —3(A*?— 1) (D?— 1) + 2(A —1)(D —1)] 9. 
Da » ungerade ist, so miissen auch A und D ungerade sein, also 
A=2B+1, D=2E+1, folglich wird 
A?—1=—4B(B+1) wd D?—1=4E(E+1). 
Dies giebt 
S= — 3|(48—1)(D'—1)+-2(4A—1)(D—1)]0 
= — 2|(8 B+ 12B°+6B) (8P+124+6L)+8BE\}o 
—4BEX(16B E’+-2)d 
-=—4BE2(B E*—1)d = 0 (mod. 24). 
Es mége noch ein zweiter Beweis hinzugefiigt werden, der auch 


den Fall umfasst, wo die Exponenten @ theilweise wngerade sind. 
Da & ein Parameter ist, so ist € darstellbar als rationale Function 


von J und J. Setzt man z. B. wieder 


T=, BD =——a, 
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so wird 


(129) E=R (Je), T(z): 


Vertauscht man jetzt mit < , so geht J(r) in J(mt) und J (=) in 
J(x) tiber. Dadurch wird 

(130) —= R(J(nr), J(r)) 

d. h. auch & ist eine rationale Function von J und J und deshalb ein 


Parameter. 
Dabei ist freilich zu beachten, dass die hier benutzten Werthe 


von & und & verschiedenen t-Repriasentanten zugeordnet sind. 


Was fiir die Vertauschung von @ mit = gezeigt wurde, lisst sich 


natiirlich auch fiir die Vertauschung von @ mit - in ahnlicher Weise 


zeigen, so dass man zu jedem der 7'(m) Werthe von € einen zu- 
gehérigeh Werth von & finden kann. 

Die beiden Parameter & und & mégen ,,complementiire Parameter“ 
heissen. Von ihnen gilt also der Satz: 

I. Die Gleichung, welche zwischen einem Parameter —& wnd der 
absoluten Invariante J besteht, geht in eine Gleichung zwischen dem 
complementiiren Parameter — und J iiber, indem man & mit — und J 
mit J vertauscht. 

Da diese neue Gleichung in Bezug auf J denselben Grad hat wie 
die erste Gleichung in Bezug auf J, so gilt auch noch der Satz: 

Il. Zwei complementire Parameter haben denselben Charakter. 


In vielen Fallen lassen sich J und J beide rational durch — und 
— darstellen, so dass die Invariantengleichung gewissermassen durch 
eine viel einfachere Gleichung zwischen zwei complementiiren Para- 
metern ersetzt ist. Es kommt aber auch vor, dass der Rang der 
Gleichung zwischen & und & niedriger ist als der zwischen J und J, 
dann ist natiirlich eine solche Darstellung nicht méglich. In einzelnen 


Fallen wird auch £ mit — identisch. Dann sind J und J sogar Wurzeln 
derselben Gleichung. 








é 
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I. Theil. 


Anwendungen. 


Ii. Abschnitt. 
Transformation vom Grade 2. 
$ 12. 
Transformation vom Grade 2. 


Fiir n = 2 wird g@ = 0. In diesem Falle wird, wie sogleich gezeigt 
werden soll, 
24 
0(%. 0") 


Q(@, w)* 
ein Parameter niedrigsten Grades. Es war nimlich nach Gleichung 
(190) in § 27 m. vor. Abh. 
L* — 12y, L5 + 16 = 0, 

eine Gleichung, welche man auch auf die Form 
(132) J: J —1:1 —(§+ 16): (E—8)*(§+ 64) : 1728§ 
bringen kann. 

Der zu & complementiire Parameter ist hier 

2° O(a, aw’) giz 


t= o(2, oye , 


(131) &— 1(2)"* = 


folglich wird 
(1383) J:J—1:1 = (+16): (§ —8)? (E+ 64) : 17285, 
oder 


(133a) J:J — 1:1 = (4-256)? : (E—512)? (E464) : 17288. 


§ 13: 
Transformation vom Grade 4. 
Fir n= 4 ist wieder 9 = 0 und » hat die Theiler 1, 2 und 4, 


Setzt man also 
= 1 (2) L(y, 
so findet man aus Gleichung (126) die drei Gleichungen 
— 20, —30,— 24k, 3, —24k,, 3, +30, = 24k,, 
oder 
(134) 


0, = 24k,, 8, = — 8(k,+2k,). 
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Indem man von den drei ganzen Zahlen k,, k,, k, die eine gleich 0, 
die zweite gleich + 1 und die dritte gleich — 1 setzt, erhilt man 
drei Parameter mit dem Charakter 1, niamlich 
16 8 

(135) tor b= Le, &— er») 
Da k, und k, ganze Zahlen, und 0,, 6,, » gerade Zahlen sind, so 
sind &,, §, &; Parameter; ausserdem ist der Charakter bei allen dreien 
gleich 1, also méglichst niedrig. 

Aus diesem Grunde ist auch jeder der drei Parameter &,, &,, & 
durch jeden der beiden anderen linear darstellbar. Es giebt also z. B. 
eine Gleichung von der Form 


at,& +8, +ck,+d=0, 
wobei man die Zahlcoefficienten a, b, c, d sehr einfach dadurch be- 


stimmen kann, dass man & und &, nach steigenden Potenzen von 
1 


h® = 2 entwickelt. **) Dies giebt 


*) k= 0, k&=—1, ky=-+1 giebt den Parameter &,, 
k=-1, k= 0, kg=+1 ” ” ” §e, 


= ob 1, ky = :. a = 0 ” ” ” gs. 


Die iibrigen Fille, welche = B =— liefern, kénnen iibergangen werden. 
3 
**) Es ist zweckmissig, bei der Entwickelung der L~Producte 


s-[]+'-]] = = ) 


6 =o, ® = — o zu setzen; dann wird niimlich 


ep -9)_ e( 5) 
1) = Oe, a) Q@, o) 


Nun ist nach Gleichung (3) 


‘ ics 2% 
Q(a, 0’) -()? a WIC —W*) = (=)? h? (1h? At hota het—_hw...), 
v=1 
oder, wenn man 
2 2 
h™ =3, also h? =—24, ht =a" 
setzt, 


(a, o)=(2 Fat a (1 — s* — g®* 4 gh® 4 gin ——++... 
Q(o, egies Be te — fe f-s-), 


ae a — #44 P44 ZA ++--- 
L(D : 
( )= i—,” et ett 
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(136) bm oe, ga bh toh, 


a fF _ _ 2568, hgh sgt. 
(137) DL (2)*4 = é, as G—&)®? L(4)s §= 1— & 


Deshalb folgt aus Gleichung (132) 

(1388) J:J —1:1 = (14148, +8&,?)*: (1—348, +&,7)2(1+8,)* 
: 108, (1—&,)*. 

Die zu &,, &, §, complementiiren Parameter sind 


é, = 16&,, és baraad > ’ és = 4, 


also 


E, + é, = 1, 
folglich wird nach Gleichung (108) 
(139) J:J —1:1=—(14148,+ £7): (1—34€, +£,")?(1+8,) 
: 108 E(1 —_ é,)*, 


oder 


(1392) J:J — 1:1 —(16—16€, +2) : (32—32€, —E,2)2(2—&,)? 
: 108£,4(1—&,). 


§ 14. 
Transformation vom Grade 8. 
Fiir » = 8 ist gleichfalls @ =O und » hat die Theiler 1, 2, 4 
und 8. Setzt man also 
E = L (2) L (4) L(8), 
so findet man aus Gleichung (126) die vier Gleichungen . 


— 4d, — 60, — 70, = 24h, 
+26,+ 0 — 6,—24k,, 
+ 9,+4+30,+ 4, = 24k,, 
+ 90,+ 30, + 70, = 24k,; 


0, = 2(— k, + 5k, — 2k), 
(141) 0, _ 2(+ ky — ky + 6k.), 
on s(—k— &, SR): 


(140) 


oder 


Indem man jetzt von den vier Gréssen k,, k,, k,, k, die eine gleich 
+ 1, die zweite gleich — 1 und die beiden anderen gleich 0 setzt, 
erhalt man 6 Parameter mit dem Charakter 1, naimlich 





: L(8)* L(2) Bs ad L(8)*L (2) 
- — 2— Te"? 
_ 1(8)' L(2)* _ __ Z(2)" é 
— 8-H = Ter La ~ &? 


. — oh, Bn 2 hy 
Ss LHL 64’ *) TGF UG 


Da diese Parameter simmtlich den Charakter 1 haben, so besteht 
zwischen je zweien von ihnen eine lineare Gleichuag von der Form 


ages + bea + che +d—0, 


wobei man wieder die Zahlcoefficienten a, b, c, d sehr leicht durch 
1 


Entwickelung nach Potenzen von h* = 2 findet. Auf diese Weise er- 
halt man die Gleichungen 
: 1 — 46, eee 25 ae ae 
(142) i= 1+ 46,’ be 1+ 46, ’ 2) 1+ 46 ’ 
Gee, SEM ARS ee 
. 1—4ag,’ ™ 1— 4&, 
Dabei wird mit Riicksicht auf die Gleichungen (141) 


die ai Oe, A 
D)\24 —. 215 = - 
—. wo 


(143) Lay =~ =->fF, 
7 — 7 
L(8)4 = ate én Ca See tA ; 
Bezeichnet man die drei Parameter, welche bei der Transformation 
vierten Grades auftraten, mit &,(4), &(4), & (4), so wird 
(144) §& (4) —£&,?, also & (4) — 1 — 16&,(4) — 1 — 16€,?, 
folglich geht die Gleichung (138) tiber in 
(145) J:J—1:1—(1—16€,?+ 16.) : (1 — 16&,?—8&,*)?(1—8&,”)? 
: 1728&,§(1— 16&,?). 
Der zu & complementiire Parameter ist 


bs — i 
folglich wird 


‘k= 0,k= 0,k——1, kj =+1 giebt den Parameter §&,, 
k= 0, &=—+1,,=——1,k= 0 ” Es, 
RK=+1,k—= 0,4=——1,k= O , és, 
k= 0o,ki=+1,k,= 0, kg =—1 = ba, 
k=+1,k&=—= 0,&—=—= 0,h&=—=—1 ,, ‘ &, 
hkK=+1,h=—=—1,h—= 0,k&= 0 &,. 
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(146) J: J —1:1—[16(1—§&,*) + &,‘]*:[32(1—§,*) — §,47(2 —&,?)? 
:108&,8(1 —&,?), 
oder 
J: J —1:1=[(1—4&,)*+ 256&,(1+46,)*}* 
(146a) :[(1—4&,)*—5128,(14+-48,)°P (1 —46,)? + 328)? 
:1728&,(1-+4&,)?(1—48,)°. 


Wie vortheilhaft die hier benutzte Methode ist, erkennt man am 
besten, wenn man sie mit der Herleitung von Gleichung (199) in 
m. vor. Abh. vergleicht. 


§ 15. 
Transformation vom Grade 16. 


Fir » = 16 ist gleichfalls @ —0 und m hat die fiinf Theiler 1, 
2, 4, 8 und 16. Setzt man also 
& = L(2)* L(4)* L(8)* L(16)%, 
so findet man aus Gleichung (126) die fiinf Gleichungen 


— 8d, — 120, — 140, — 150d, = 24k,, 
+48,+ 0 — 206,— 30, = 24k,, 
(147) +206,+ 60,+ 20,+ 0 = 24k,, 
+ 0,+ 36,+ 70,+ 30, = 24k,, 
+ 6,+ 30,+ 70, + 150, = 24k,, 
oder 
0,:=— k,+5k, —2k,+0, 
6,= O —2k, + 5k, —2k,, 
0 + k+ k— k+6k,, 
0, = -- 2k, — 2k, — 2k, — 4h. 


(148) 


Indem man jetzt von den fiinf Gréssen ky, k,, k., k,, k, die eine 
gleich + 1, die zweite gleich — 1 und die iibrigen drei gleich 0 setzt, 
erhilt man 10 Z-Producte mit dem Charakter 1,*) naimlich 


i 
="L@'L@’ ~~ Ler 
__ £ (16) (4)* L(16)*L(8) L(2)? 


z . LienLay? g _ Lie Leay 
"ae! 

LP EGP — 
=" Le ° ®~ LePLe)’? 6 L(4)* , 


(149) 





*) Streng genommen kann nur bei Parametern von einem Charakter die 
Rede sein; es soll aber hier, und ebenso bei den folgenden Anwendungen, 
durch die ganzen Zahlen k,, ky, ke, ..- keys der Charakter der L-Producte 
nach Gleichung (125) erklart werden gleichviel, ob sie Parameter sind oder nicht. 
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g — Lior L?  ¢ _ Laer), _ Ler Ley 
7 £8) L(2)5 * 8 mle L(y 


(388) L(8)? L(2) 
Ey = : ) 


a 
Da bei &, und & die Exponenten @ gerade sind, so sind fiir diese 
Gréssen die Bedingungen alle erfillt, welche bei Parametern erfiillt 
werden miissen, folglich sind §, und &, Parameter mit dem Charakter 1. 
Ferner ist die Grosse 
p= Liisi 
. pea L(8)" L(2)! ‘ 


ein Parameter mit dem Charakter 2, welcher aus 


_ Z(8)*L(2)" 
§,(8) _— L(4)" vo 


' 


entsteht, indem man @ mit © vertauscht. In derselben Weise geht 


2 


£,(8) in &,? tiber. Nun folgt aus den Gleichungen (142) 
28,(8) = 1 + §(8), 
oder, indem man @ mit : vertauscht, 


(150) 28,7 = 14 &. 
Wire &, ein Parameter, so miisste sich § linear durch den Parameter 
£, darstellen lassen. Dies ist aber nach Gleichung (150) nicht méglich, 
folglich ist § kein Parameter. 
Anders verhilt sich die Sache bei &,. Es ist namlich 
15 
[cs 
L162 L(2)> __f(16)2 f(2)> uit 


{= =—— ae (8y «(28) «( say . 


Nach Formel (14), niimlich nach der Formel 


*) Die zugehérigen Werthe von ky, k,, ky, k3, ky ergeben sich aus der 
folgenden Tabelle: 





b2 E10 


0 +1 
. 

+1 
—1 
0 
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eCS)—9CS)- 


r( 26 = «)e ) +( Sr) °) 


Cy Cy 
pee [o(®) — 9 22) [o(2) — » (2) [> 22) — 9 (2)] 


ter 1. t(@) 


(4) © CPy «GY 
[o(3) — cm] [o(S) — e CP Lo GQ) — & 
a. | ee 
TES) EF 
folglich ist 
Ge eet )-»@)| [eG)- (3 ») 
[+ ($)—e@][o(G) —o CP) Le CP) -2 CP 


G5) Ce) *G) Ce) 
GY CY CRY 


[TC 
(8y «(Ye 
Hieraus erkennt man, dass sich £&, als eine rationale Function von 
e(4) darstellen lisst, die sich gar nicht iindert, wenn man p( .) 
mit g ( ), a) (- ), oder ¢ (= ) vertauscht. Es ist also &, ein Para- 


meter mit dem Charakter 1. Deshalb werden auch die Gréssen 


(151) &= 635, = e, = tho = 


Parameter; dagegen sind die Gréssen 


ax £,. 


us der 


é,, j= f, B= =, Ey= 


keine Parameter, weil &, kein Parameter ist. Erst die Quadrate dieser 
Gréssen sind Parameter mit dem Charakter 2. 
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Zwischen je zweien von den 6 Parametern mit dem Charakter 1 
bestehen lineare Gleichungen von der Form . 
ababs + bE. + c&s + d=—0, 


wobei man die Zahlcoefficienten a, b, c, d wieder sehr leicht durch 
1 


Entwickelung nach Potenzen von h*® = findet. Auf diese Weise er 
hilt man die Gleichungen 
ae 1— 2h a i a eae 
(152) bi 1+ 26,’ 54 1+ 26,’ gs 1+ 2&3’ om 1 — 3G, 
ee oat ee et 
. (hes (1+ 2&3) 
Aus den Gleichungen (149) folgt dabei: 
f __ £1 Ee" anit ==> 16 &5* 
L@) &s° 54" &5° ‘ 
Dt. is 2 
ae ” 
24 S1'G2* _ (A — 45")? (14-4 6,*) 
L(8) os EME 16 é,'* ? 
sf __ (1 2g) (1+ 285) | 
| (16) — ses gs° 
Da nun &,? = &,(8), so folgt aus Gleichung (145) 
(154) J:J—1:1=(1—16&,*+ 166,°) : (1—16&,*—8§,*)*(1 —86,'} 
: 1728&,'°(1— 16,4). 


Der zu §, complementiire Parameter ist 








zt § 
(155) => 


desHalb findet man sofort aus Gleichung (154) 


(156) J:J —1:1—(16 — 16&,4+€, 8): (32 —32¢,4—£,8)2(2 —£,4)? 
:108€,1°(1—,). 


§ 16. 
Transformation vom Grade 2*. 


Fir n = 2¢ = 16m ist T(n)—= 24m. Man kann aber sogleich 
Parameter § angeben mit dem Charakter m, so dass der Grad der 
Gleichung zwischen § und J in Bezug auf J 24mal kleiner ist als 
der Grad der Invariantengleichung. 

Fir n= 16 und fiir.» —32 haben diese Parameter auch einen 
mdglichst niedrigen Charakter, fiir gréssere Werthe von m muss @ 
aber allerdings Parameter geben, deren Grad noch kleiner ist als m 
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Es wird namlich fiir 
m = 64, 128, 256, 512, 1024,... 
m= 4, 8, 16, 32, 64,. 
y(e+3)—= 3, 6, 12, 26, 54,. 


t durch 


eise en Beispiele fiir solche Parameter mit dem Charakter m sind die Gréssen 


(157) & = Sa a tse eee kis a 
welche aus &,(16), & (16), &,(16) hervorgehen, indem man @ mit 
. vertauscht. 

Zum Beweise, dass &, ein Parameter mit dem Charakter m ist, 
beachte man, dass die Theiler von » in diesem Falle 
D, = 1, D, = 2, D, =4,... Dag = 4m, Dy-1 = 8m, Dy = 16m 
sind. Deshalb wird 

d= 0, 0, = 0,...de2.=+ 2, du. = —6, 0, —= +4 
und 
S(n, D) = 2A, 0,(t,?—D,) =8 (ts —4m)—12(t2_ 1 — 8m)+-4 (4° — 16m) 

=S8te_»—12t' +42. 

Giebt man nun dem Theiler D die Werthe D,, D,, D,,...Da—2, 80 


wird immer 


2&,, 


ta» = ta_1 = be = D; 
deshalb ist in diesen Fiillen 
S(n, D) =0 

und 
(158) ky = 0, k, =0, ky = O0,... hag. © 
Dagegen ist | 
(A,—1) S(n, Da-1) = 8 » 16m? — 12 - 64m? + 4 - 64m? 
= — 24- 16m? = + 24. 16m- kau, 
(Aq) S(n, Da) =8- 16m? — 12 - 64m? + 4 - 256m? 
= -+ 24- 16m? — + 24- l6m-k,, 
also 
sogleich (159) kei =—m, ka=-+m. 
irad der Die Grosse §, ist also ein Parameter, weil die Exponenten 0, , 9,, 0,... 
r ist als gerade Zahlen sind, und weil die Gréssen k, und ke ganzzablige 
Werthe haben. Ausserdem ist mit Riicksicht auf die Gleichungen 
th einen (158) und (159) der Charakter von &, gleich m. 
muss é& Der Beweis dafiir, dass ¢, ein Parameter ist, liisst sich auch fihren, 
it als m indem man zeigt, dass sich §, auf die Form 
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m f(16m)* e 4 3 — 27 9,*)™ 
(60) tym (g—2tgp MMe Lem =m 


[Io Crs" 9) 
» 8m 


a=i 


bringen liasst. 
Da &,, és und & aus §,(16), &(16), &,(16) durch Vertauschung 


von @ mit ©  hervorgehen, so gelten auch hier die Gleichungen (152), 


namlich 
ae nee 
‘ 1-28’ “ 1428,’ 
oder 
maigh bn de 


Deshalb sind auch & und §, Parameter mit dem Charakter m. 

Das Vorstehende geniigt schon zur Bildung der Gleichungen zwischen 
—&, und J. Es wird niamlich nach den Gleichungen (141), (149) und 
(152) 


_ L(8)L(2)* (16) 2, (16) 
E,(8) = L@® ~~ €(16)® 1+ & (16)*? 
also 
(161) 1— &(8) _ (1 & (16)? 


1+ &:(8) N14 &) (16) 
Vertauscht man @ mit — so geht &(8) in §,(8m)? und §,(16) in 
—,(16m) iiber, folglich erhailt man aus Gleichung (161) 
(162) ee ee 


1 E,(8m)* ~~ NAF (16m) . 1+ & 
oder 
. &,(8m) e 
= T#48, 8m)? — 5° . 
Daraus folgt 
(164) E, (8m) = yey (1+ V1 — 168"). 


Kennt man also die Gleichung zwischen & (8m) und J, so findet 
man hieraus auch ohne Weiteres die Gleichung zwischen §, und J. 


Die zu &, und &, complementiiren Parameter sind bez. 


i als @ (sem iém) (em PAY 2L(4)? — 2, (16 
— (2. wo - — L(2)° ~ 3 ( )» 
(165) 16m’ 8m 
ae Gem i=) © (ier *) T(16)*(L(4)?__—, (16) . 
a a —- 
o(5.. SY 











ung 


52), 


hen 
ind 


det 
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Daraus ergiebt sich eine weit einfachere Darstellung. Es ist namlich 
nach Gleichung (154) 
J:J—1:1—([1 — 168,(16)* + 16, (16)5] 
(166) : [1 — 16§, (16)* — 8&, (16)*]}?(1 — 8&, (16)*]? 
: 1728 &, (16)'®[1 — 16 &, (16)'}. 


Vertauscht man jetzt @ mit aren , so geht J in J und §,(16) in .' 

iiber, folglich wird (genau wie in Gleichung (156)) 

(167) J: J — 1:1 = (16—16€,4+ £,)3:(82 — 32E,4— £,8)2(2 — &,4)? 
: 108&,'°(1—&,4). 

Die beiden Gleichungen (166) und (167) geben die Transformation 

vom Grade 16m, wenn man noch die Gleichung zwischen §,(16) und 


é, hinzufiigt. Dies kann aber mit Hiilfe der Gleichungen (162) und 
(163) leicht geschehen, denn es wird 








_ 46 (16) _ __ (1— 61 (82) ¥ 
1 46,(16)* ~~ \1+ &,(82)7 * 
(168) +—e. .. (‘— ey 


1+ &, (32) 1+ &,(64) 7? 
IV. Abschnitt. 
Transformation vom Grade 3¢. 


§ 17. 
Transformation vom Grade 3. 


Nach Gleichung (46) m. vor. Abh, war fiir ungerade Werthe von 
n, also fiir n= 2m-+ 1 


(169) []¢ C2) =Curr-, 

folglich wird fiir n an 

(170) E = L(3)!2 = Q24f(3)'? a ey 
ONS 


ein Parameter, und zwar ein Parameter mit dem Charakter 1, weil 
nach Gleichung (204) m. vor. Abh. 

(171) J: J —1:1 = (€+3)5(§+27) : (€?+18E—27)? : 1728& 

729 
s? 
(172) J:J—1:1 = (E+243)3(E+27) : (&? —486& — 19683)?: 1728 £8, 
5 


wird. Der zu § complementire Parameter ist folglich wird 
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§ 18. 
Transformation vom Grade 9. 


Fiir » =9 wird @ =O und » hat die drei Theiler 1, 3 und 9. 


Setzt man deshalb 
& — L(3)* L(9)*, 


so findet man aus Gleichung (126) die drei Gleichungen 
(173) —60, — 8d,—24k,, 40, = 24k,, 20,+ 80, = 24k,, 
oder 
(174) 0, = 6k,, 20, — — 6k, — 9k,. 
Hieraus ergiebt sich nur ein einziger Parameter mit dem Charakter 1, 
namlich 
(1%) 8 L 9) ag, a 
v'( 9 )o( 9 )o'( 9 )-0°( 7) 
Dagegen giebt es drei Parameter mit dem Charakter 2, nimlich 
Lo) L(g) L(9) 


(176) = (3) ? E, = L(3)® ? Es — L (3) ° 


Dafiir, dass &, ein Parameter ist, sind alle Bedingungen erfiillt. Des- 
halb sind dann auch 

&,—=&& und & —£§,:§ 
Parameter. Nun besteht zwischen § und &,, bez. zwischen & und &, 
oder — und &, eine Gleichung von der Form 


(a&?+ b&+c)E + (a,8?+0,E+c¢,) = 0, 


wobei man die Zahlcoefficienten a, b, c, a,, b,, c, sehr leicht durch 
2 


die Entwickelung von € und & nach Potenzen von h® = g findet. 
Dies giebt 

ys af g om 1 : 
QM) &-pyepa 2 eporpa &— ppoepa 


Deshalb wird 
(178) L (3)'? = &(3) = =“ = £3 + 92 4 QTE. 
Die Gleichung (171) geht daher iiber in 
J:J —1:1 = (8+ 98+ 27§ +-3)5(§ +3) 
(179) : (€°+- 18 &>-+ 135 & 4-504 &5 + 891 &? + 486 § — 27)? 
: 1728€(§?+9§+ 27). 

Diese Gleichung kann man noch einfacher schreiben, wenn man der 
Kiirze wegen 











Des- 


d &, 


urch 


ndet. 


27)? 


» der 
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(180) E+3—y% 

setzt, dann wird namlich 

(179a) J:J —1:1—(y3—24)%9° : (4° — 36 y+ 216)*: 1728 (43 — 27). 
Der zu & complementiire Parameter ist 


5. 2 ; — 7a FE+® _ 30+ 8) . 
(81) E="7, abo E+3—9 ; ar 


Dadurch erhilt man 
(182) J:J —1:1—(H—24)*93: (7° — 369 + 216)*: 1728 (73 — 27). 


§ 19. 
Transformation vom Grade 27. 


Fir »—27 wird @=1 und n hat die Theiler 1, 3, 9 und 27. 


Setzt man also 
E = L(3)% L (9) L(27)*, 


so erhilt man aus Gleichung (126) die vier Gleichungen 
~ 180, — 240, — 260, = 24k,, 
+120,+.0 — 40, = 24k,, 


8: 
(183) 4+ 48, + 168,-+4+ 48, = 24h, 
+ 208,+ 80, + 266, = 24k,, 
oder 
63, = — 2k, + 10k, — 3h, 
(184) 68,—+2k,— k, + 12k, 
2 -—Sh, — Sh, — Bh. 


Hieraus folgt zuniichst, dass k, und k, durch 2 theilbar sein miissen. 
Ferner ist 
60, = — 2(k, +h,) + 12k, — 3k,,. 

folglich muss kh, -+ %, durch 3 theilbar sein. Deshalb giebt es nur 
zwei L-Producte mit dem Charakter 2, nimlich 

_ L(9) L(27) L(3) 
1" “L(3) Loy ) 
Ausserdem findet man aber noch drei Z-Producte mit dem Charakter 
3, nimlich 


> L(3) 
(186) = LO, Be Toe B= THe) 


(185) : und § = 


*)ky= 2,&—=-2,k,=—= 0,k3= 0 giebt die Grosse §,, 


k= 0,&=—= 0,=—=-—2,h&h—=+2 , , ” §e, 


*)ky=—3,k= 0,kg=+2, ky —-+ 1 giebt die Grosse &,, 
k=+1,k=+2,h= 0,k=—3 ” ” ” &, 
kyo = —1,k=—2, kg =+2,k—=+1 ” 


” ” §. 


5* 
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Zum Beweise, dass diese fiinf Gréssen siimmtlich Parameter sind, 
beachte man zuniichst, dass &, schon fiir die Transformation 9'" Grades 
ein Parameter war, folglich ist & erst recht ein Parameter fiir die 
Transformation 27" Grades. Ebenso ist & ein Parameter, denn die 
Exponenten 6, und 0, sind gerade, k, und k, sind ganze Zahlen und 


2 D(D—1) (D—2)é = 0 (mod. 24). 
Deshalb ist auch 


ein Parameter. Sodann ist 


a=13 
[le Ce a=9 a a=3 " 
— ay er 5 = [ I ° Ce): IT ° (5); 


: . : ‘ 20 ‘ : 
£, ist also eine rationale Function von g ( = ), welche sich gar nicht 


aindert, wenn man 9 (2°) mit (4) vertauscht, folglich ist &, eine 
cyklische Function von 


20 40 5120 
ee » 9 (G7) 0H 


und deshalb ein Parameter. Daraus folgt, dass auch 
1 
hE 
ein Parameter ist; und zwar sind §, und & Parameter mit méglichst 
niedrigem Charakter. 
Zwischen &, und &, besteht nun eine Gleichung von der Form 


(a&,?-+0&,+c)&,? + (a, &,?+ 5, &, +¢,)& + (a, §,°-+ b,&, +c.) =Q, 


wobei man die Zahlcoefficienten a, b,c, a,, b,, Cy, My, b,, ¢, findet, 


. ° 27 . 
indem man &, und &, nach steigenden Potenzen von h” = ¢ entwickelt. 
Es wird namlich 


pee Sa eat df), 
o(, 5) 


— as) ea § 





=1—32+0+4 9e°— 122'4 04-2745 — 4227.0 


a(o, J +81 29— 108 2°+.... 
Daraus ergiebt sich 
(187) (9€,?-+3,+1)&,? + (9&7 — 6§,—2)é, + (9§,°—6€, + 1) — 0, 


oder 


2+ 6&, —9&? — 30 
(187 a) bo = —Sa-b3E, +08) 








ind, 
ades 
die 

die 
und 


‘icht 


eine 


ichst 


n 
0, 
det, 


kelt. 
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wobei 


(188) w=+ Vt, (4— 2785) = 224---. 
Das Vorzeichen der Wurzel w ist in Gleichung (187a) durch die Ent- 


wickelung nach Potenzen von z bestimmt. 
Nach Gleichung (178) war 


L(3)" = L(9)® + 9L(9)* + 27L(9)8, 

L (3)" 

L (9)* 

oder, wenn man die in den Gleichungen (185) und (186) gegebenen 
Bezeichnungen anwendet, 


(189) grab +9 +27, = te. 


Das Vorzeichen von w findet man wieder durch Reihenentwickelung. 
Zwischen §, und &, besteht eine Gleichung von der Form 


(a&,°+06, eb, + a)b +(a,§,2+0,8,?+¢,§, +4,)&, 
+ (a, 8,5 +0,5,? +08, +4.) = 0, 


wobei man die Zahlcoefficienten wieder durch Reihenentwickelung leicht 
bestimmen kann. Dies giebt 


oder 





= L(9)° + 9L(9)3 + 27, 








(190) (38, —1) é, sae 3§,(3&, —2) gy + 5, = 0, 
oder 

s _ 36:(3&—2)—-wo 1 hs aa 
(190a) — 2(3&—1)> ° & 26, 
(191) §&, = §.§, = =the 
Nun ist 


(192) £9) = LO —&, &(9)+3—'& + 3—q— te 
folglich erhilt man nach Gleichung (179a) 

(193) J: J — 1:1 = (48 —24)3y) : (4®—36 n° +- 216)? : 1728(y3— 27). 
Der zu 9 complementiire Parameter heisse 7, dann wird ) 

(194) J: J—1:1 = (p—24)39) : (9° — 36 99 + 216)? : 1728(93—27), 
wobei 


») © € 3/54é5 27é,2— 36&, —2—9 
(195) y = 27 E, ++ 3 — [: §*+2 i w) ; 





Da die Parameter 4 und 7% beide als rationale Functionen von &, 
und w dargestellt sind, so geben die Gleichungen (193) und (194) 
schon die Beziehung zwischen J und J. Man kann aber auch noch 
die Gleichung angeben, welche zwischen y und 4 besteht. Nach den 
Gleichungen (189) und (190a) ist nimlich 

&+9= 996i +o + +3 == Siti _ 98% +o 


2&2 to ; 


&s 28) 
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folglich ist 
1 


BE +1 ss —- 
— & EO er he Cae 


g 
Nan wird aber nach Gleichung (189) 
g a= ee ee 
Vi? + 98, +27 Vrrt+3n+9- 
also aaa Sa 
(196) ¢, = —_Vttsnte 5 sin to+eV/rtantl 
n+6—3V/qt+8n+49 n+6—8/n2 +3749 


oder 
(1968) — (q+.6)° (@—3)° = 27 (4? + 34-9) (+6). 
Durch Elimination von 4 aus den Gleichungen (192) und (193) erhiilt 
man auch eine Gleichung zwischen J und &,, welche in Bezug aut J 
nur vom zweiten Grade ist, niimlich 

12%§15(27€, 5 — 1) J?-++ 28.35(729&, '* — 4536 &, 15 + 7458E,? 
(197) | —3186,9 —108£,°+4 89£,3—3) J 

+ (9, 276," +-278,?— 1)(98,3— 1)? = 0. 
Ebenso findet man aus den Gleichungen (194) und (195) durch Elimi- 
nation von 7 eine Gleichung zwischen J und &,, welche in Bezug auf 
J gleichfalls nur vom zweiten Grade ist. Ihre Herleitung ist aber 
iiberfliissig, weil die Gleichungen (193), (194) und (196) fiir die An- 
wendungen bequemer sind. 
Schliesslich ist noch 


L(3)?=§,3 + 9§,?-++ 27 g; _ TES, L(9)°=&,, 


(198) | 


L(21)" = aie 
§ 20. 
Transformation vom Grade 81. 
Fiir n = 81 ist @ = 4 und mn hat die Theiler 1, 3, 9, 27 und 81. 
Setzt man also 
§ = L(3)" L(9)* L(27)* L(81)*, 

so erhalt man aus den Gleichungen (126) die fiinf Gleichungen 

— 54d, — 720, — 780, —- 800, = 24k,, 

+ 366,+ 0 — 120d, — 160, = 24k,, 
(199) + 120, -+ 480,+4+ 120,+ 0 = 24k,, 
+ 40, + 160, + 520, + 160, = 24k,, 
+ 206,+ 80, + 260, + 800, — 24k,, 





imi- 
auf 


aber 
An- 
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oder 

18d, = —- 2k, + 10k, — 3h4+ 0, 
180, 0 — 3k,+10k,— 3h, 
180, +2k,+ 2h, — ky +12hy, 
60, —2k,— 2k,— 2k,— 3h,. 


(200) 


Hieraus findet man nur ein L-Product § mit dem Charakter 3, 

nimlich 
T(3) 
(201) t= tan” 
ausserdem erhilt man noch 5 L-Producte — mit dem Charakter 6, 
namlich 
— 10) , _ LeVL@) , _ Len Ler 
(202) a ae 2 a 
|g EAD LOM ¢ LOD LO) | ay 
eS Oe 

Die Gréssen §, und & waren schon Parameter fiir » = 27, folglich 
sind sie es auch fiir » = 81. Ebenso ist &, ein Parameter, denn die 
Exponenten 0@,, 0,, 0,, 0, sind gerade, k, und k, sind ganze Zahlen, 
und es ist 

2D(D — 1) (D — 2) d = 0 (mod. 24). 
Deshalb sind auch 
aay on oe 
§=— & und g, & &&, 
Parameter, und zwar ist § ein Parameter mit médglichst niedrigem 
Charakter. Kndlich ist auch 
= L(81)- 88, 


ein Parameter, deun es ist, wie man leicht zeigen kann, 


L (81) = @ (81) = 


eine cyklische Function der 27 Gréssen 


e(5r), o(47), e(2?), --- (2 


und deshalb ein Parameter (mit dem Charakter 12). 


*) ky=+1, ky=+2, k= 0, ky—=—2, ky==—1 giebt die Grosse &. 
**) ko=+6, ky=—6, k= 0, ky= 0, ky= O giebt die Grisse &, 
k= 9, k= 0, k=—6, kg=+4, ky=+2 ” &2, 
ko=+1, ky=+2, =—6, k=+2, ky=+1 gs, 
ko=+2, y=+4, =—6, k= 0, y= 0 Ei, 
k= 0, k= 0, = 0, k=—6, ky=+6 §;. 
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a 
‘ §, (81) = & (27) und &,(81) = &,(27), 
so gilt auch hier noch die Gleichung (187), niimlich 
(203) (96,?-+38, + 1) 67+ (98,?— 6, —2) & + (9&,?— 6&, +1) =0. 
Vertauscht man @ mit a so geht & in &, und & in & iiber, 
folglich gilt auch die Gleichung 
(204) (96,?-+38,+1)8,?+ (98? — 68, —2)&, + (96,?— 6&, +1) =0. 
Ferner ist nach Gleichung (186) 
(205) 5° = &, (27), 
deshalb geht die Gleichung (190) iiber in 
(206) (36, — 1)° &° — 36, (86, — 2) &° + &, = 0. 
Um die Beziehung zwischen J und J zu erhalten, setze man 
(207) ,= LO, R=—gr b= aor 
dann ist P, gleich &,(27) und P, ist gleich 
Gleichung (196) 
(208) i. —84 


VP2+9P,+ 27° 


ay , folglich wird nach 








oder 
(2088) = (Py + 3° (P27 + 9P, + 27) = (P, + 9) 

Vertauscht man @ mit 3 , 8o geht P, in P, und P, in P, iiber, 
deshalb wird 
(209) P,= —8+——*t? ___. ; 

VP2+9P, +27 

Nach Gleichung (179a) oder (193) ist nun 
(210) J: J —1: 1 — (98 —24)59 : (n° —36 43+ 216)*: 1728 (n* — 27), 
wobei 





(211) n= P, +3 

ist. Der zu » complementiire Parameter ist 
rs 27 

(212) mice +3, 


so dass 7 mit Riicksicht auf die Gleichungen (208), (209), (211) und 
(212) als irrationale Function von y darstellbar ist. Es wird dann 
wieder 


(213) J: J—1: 1 = (43 — 24)°y3: (45 —36 43 + 216)? : 1728 (43 — 27). 





r, 


nd 
nn 
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§ 21. 
Transformation vom Grade 243. 
Fiir n = 243 wird g@=19 und n hat die Theiler 1, 3, 9, 27, 
81, 243. Setzt man also 
— = L(3)* L(9)* L(27)* (81) L(243)%, 

so erhilt man aus Gleichung (126) die sechs Gleichungen 

; — 1620, — 2160, — 2340, — 2406, — 2420, = 24k,, 
+1080,+ 0 — 360,— 480,— 520, — 24k,, 
+ 360, + 1446,+ 366,+ 0 — 126; = 24k,, 
+ 120,+ 480,-+ 1560,+ 480,+ 126, = 24k,, 
+ 40,+ 160,+ 520, + 1600,+ 520, = 24k,, 
(4+ 26,+ 86,+ 260,+ 800, + 2420, — 24k,, 


(214) 4 





oder 


546, — — 2h, + 10k, — 8h, + 0 + 0, 
0 — 3k, +10k,— 3&4 0, 
(215) 548, 04+ © =~ £4 8= 
548, = + 2h, + 2h, + 2h— hy +12h,, 
188, — — 2h, — 2h,— 9h — 8h, — Sh, 


: 


Hieraus findet man einen Parameter 


(216) 8 in a 

mit dem Charakter 9, wihrend + (9 + 3) = 11 ist. Ausserdem erhilt 
man eine ganze Reihe von Parametern mit dem Charakter 18; solche 
Parameter entstehen z. B. durch Vertauschung von @ mit 2 aus den 


Parametern mit dem Charakter 6 fiir die Transformation vom Grade 81. 


Um die Beziehung zwischen J und J anzugeben, geniigt das 
Folgende. Es sei wieder wie in Gleichung (207) 


P,=LQ), R= L(27)8 P,= L(81)8 


LL)’ Lo 
und 
LT (243)8 
(217) Po = 
dann wird 
P,+9 


fir v=—2, 3, 4. Setzt man jetzt noch 











L. Kieperr, 


1=P,+3, 7=> +3, 
so gelten wieder die beiden Gleichungen 
(219) ag 1:1 = (g?—26)°q?: (4° — 364° + 216)*: 1728(4°— 27), 
JJ — 1:1 = (48 —24)* 9: (95 —36 43 + 216)": 1728 (43 — 27), 
§ 22. 
Transformation vom Grade 3. 


Die Methode, welche in den vorstehenden Paragraphen zum Ziele 
fiihrte, kann auch ganz allgemein fiir die Transformation vom Grade 
3* benutzt werden. Es sei also 





(220) P,—L9, P= SOR, ... p,- 1 


Ly’ “Tey? 
(21) 1=P,+3, 1=p +3, 
dann gilt fir v= 2,3, 4,---@—41 die Gleichung 
(222) Ri Hg 


br toP, pu’ 

und es wird 

J: J— 1:1 = (4° —24)3 93: (n® —36 3+ 216): 1728 (4° — 27), 
J: J—1:1 = (43—24)*y: (4° — 36 y3+ 216)": 1728 (93 — 27). 
Die bei dieser Transformation nothwendigen irrationalen Operationen 
sind auf die Ausziehung von « — 3 Cubikwurzeln beschrinkt. 


(223) 


V. Abschnitt. 


Transformation vom Grade a*, wenn a eine Primzahl yon der 
Form 62 +- 1 ist. 
§ 23. 
Transformation vom Grade a. 


Ist a eine von 2 und 3 verschiedene Primzahl, so hat man hier 
vier Fille zu unterscheiden, niimlich 


I a=12y+4+1, I. a=12v+5, Ul. a=12v+47, 
IV. a=12v+11. 








7), 
7). 


ele 
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I. Fir a=12y+1 wird ee 1 und 

(224) ; § = L(a)? 

ist ein Parameter mit dem Charakter v = @ + 1. Es ist hier naimlich 


S(a, D) = 2¢,? — a), 


woraus sich 
(225) 2(1— a) = — 24 = 24k, 2(a — 1) = + 24y = 24k, 


ergiebt. Die Gleichung zwischen € und J ist bereits in m. vor. Abh. 
untersucht worden. Der zu § complementiire Parameter ist 


(226) 


ore) 
orl a 


? 
so dass die Gleichungen 
=" 
F(§,J)=—0 wd F(E,J)=0 
die Beziehung zwischen J und J vermitteln. (Vergl. m. vor. Abh. 


Gleichung (148) fiir a = 13). 


Il. Fir a=12v+5 wird @=v und es besteht eine Trans- 
formationsgleichung zwischen f(a)? und g,; es besteht also auch eine 


ihr entsprechende Gleichung zwischen L(a)? und y, = )/J. Die Grosse 
L(a)* ist aber kein Parameter, sondern erst 


(227) § = L/(a)', 
und zwar hat & den Charakter 
3yu+1—3e+1, 


S(a, D) = 6(¢,? — a), 
6(1 — a) = — 24(38v 4+ 1) = 24k,, 6(a— 1) = 24(3v+1) = 24k,. 


denn hier ist 


Fiir a =5 wird » =O und der Charakter von & gleich 1; aber fir 
alle iibrigen Werthe von a und v muss es Parameter geben, deren 
Charakter noch bedeutend niedriger ist als der von &. 


Dieser Uebelstand wird einerseits dadurch ausgeglichen, dass schon 
1 1 


zwischen §° und J*° —¥y, eine Gleichung besteht. Es ist aber auch 
hier die Bildung von Parametern mit niedrigerem Charakter mdglich, 
wenn man nicht die Transformation a‘" Grades zum Ausgangspunkte 
wahlt, sondern die Transformation vom Grade ab. 

(Vergl. m. vor. Abh. Gleichung (145) fiir n = 5, Gleichung (149) 
fiir a = 17 und Gleichung (152) ftir a = 29). 

Ill. Fir a=12v+7 wird @ =v, und es besteht eine Trans- 
formationsgleichung zwischen f(a)? und g,; es besteht also auch eine 
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ihr entsprechende Gleichung zwischen L(a)? und y, = (ey. Die 


Grésse L(a)? ist auch hier kein Parameter, sondern erst 
(228) § = L(a)', 
und zwar hat — den Charakter 
2v+1—29+1, 

S(a, D) = 4(t,? — a), 
4(1 — a) = — 24(2v + 1) = 24k, 4(a—1) = 24(2v + 1) = 24k,. 
Fir a=T7 wird y =O und der Charakter von & gleich 1; aber auch 
hier muss es fiir alle tibrigen Werthe von a Parameter geben, deren 
Charakter niedriger ist als der von § Ein Ausgleich dieses Uebel- 
standes findet in aihnlicher Weise statt wie im zweiten Falle. 

(Vergl. m. vor. Abh. Gleichung (146) fiir a@—7 und Gleichung 
(150) fiir a = 19). 

IV. Fir a= 12v+4 11 wird gp =v-+1, und es besteht eine 
Transformationsgleichung zwischen /(a)*, g, und g,. Dagegen ist 
L (a) kein Parameter, sondern erst 
(229) § = L(a)", 
und zwar hat £ den Charakter 

6v+5=—60—1, 


denn hier ist 


denn es ist 
S(a, D) = 12¢¢,? — a), 

12(1 —a)—=— 24(6v-+5)——24k,, 12(a—1)==24(6v+5)=—24k,. 
Hier ist also § nicht einmal fiir v0 ein Parameter mit niedrigstem 
Charakter. Ein Ausgleich dieses Uebelstandes findet in Ahnlicher 
Weise statt wie beim zweiten und dritten Falle; in § 34 wird sogar 
gezeigt werden, wie man mit Hiilfe der Transformation 22'" Grades 
einen Parameter mit niedrigstem Charakter fiir die Transformation 
11' Grades bilden kann. 

(Vergl. m. vor, Abh. Gleichung (147) fiir a = 11 und Gleichung 
(151) fiir @ = 23). 


§ 24. 
Transformation vom Grade a’. 
= a? = (61+ 1)? = 121(31-+ 1) +1, 
so ist m — 1 immer durch 24 theilbar, und deshalb ist 
(230) § = L(n) = QO" f(n) 


Ist 
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17 


immer ein Parameter. Wie niimlich schon in § 23 meiner vor. Abh. 
gezeigt wurde, ist f(m) in diesem Falle, wo m = a’, die Wurzel einer 





Transformationsgleichung, folglich gilt dasselbe von 


Hierbei wird 


und deshalb 
(231) 


k= — 


n—1 


L(n) = (g,* — 279,°)™ f(n). 


S(n, D) =t,2 — a? 


1(31+ 1) 
2 


ki 


so dass der Parameter — den Charakter 


0, i= 


4 core) 


(232) ch = — (31+ 1) 
hat. Der Grad der Invariantengleichung dagegen ist in Bezug auf J 


und J 


T(n) = (n+ 1)n = 24ch +n+ 1. 


Durch Einfiihrung des Parameters € wird also der Grad der benutzten 
Gleichungen um mehr als das 24-fache erniedrigt. 

Der Charakter dieses Parameters ist auch in allen Fiillen nur 
wenig verschieden von dem niedrigsten Grade, den ein Parameter fiir 
den zugehérigen Werth von » iiberhaupt haben kann. 
man acht Fille zu unterscheiden, die sich aus der folgenden Tabelle 


Hierbei hat 























ergeben: 

n 0 ch ch—5(9-+2)|ch —5(9+3) 
(24y-+1)? |48v*— 6Gy—1 | 24r°+- 2y 5y—1 
(24v-+5)? | 48v?+10y 24v?+-10v-+-1 5v 

(233) (24v+-7)? |48y?+18y-+1 | 24v?+-149-+42 5y 
(24v-+-11)?| 48v?+349+6 | 24v?+22y-+5 5y+l 
(24y-+-13)?| 48 y?+427+8 | 24v°+4-26r+4-7 hv+2 
(24y-+ 17)? | 48 v?+-58 v+17 | 24v?+-34y-4-12 5v+2 
(24y+.19)*| 48 v?-+-66 v+-22 | 24r°+-38y+-15| 5v+-3 
(244-23)? | 48 v?-82 v--35 | 24 v?+-46 v-22 5v+3 
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Beispiele. 
” | Q | ch ch—3(9-+2) ch —3(e+3) 
= 2 | 0 | | 
7Z—49 | 1 | 2 | 
112121 | 6 | 5 | 1 
13?= 169 | 8 | 7 2 
ses 17? = 289 | 17 | 12 2 

) 19% — 361 | 22 | 15 3 
23? — 529 | 35 | 29 | 3 
29° = 841 | 58 | 35 ae 
317 = 961 | 67 | 40 | 5 
37? = 1369 | 98 | 57 7 | 
59? — 3481 | 266 | 145 11 | 
73? = 5829 | 413 | 222 | | 14 








§ 25, 


Transformation vom Grade 25 und 49. 


In § 25 m. vor. Abhandlung wurde schon die Transformation 
vom Grade 25 ausgefiihrt, und zwar ist nach Gleichung (177a) und (179) 


4 J —1:1 —[L(5)®+10L(5)*+5)5 
(235) : (LZ (5) + 22 £(5)®+ 125] (LZ (5)'*+-4 £(5)*—1)? 
| : 1728 L(5)* 
und 
(236) L (6) = E54 5E44 15ES4 QE r+ QE — y+ Fy 4+5y — U1, 
wobei 
n=§+1—L(%) +1 
gesetzt worden ist. Dies giebt nach Gleichung (180a) m. vor. Abh. 


J:J—1:1 = (n'°+-108-+-35n°—12n°+-50n'—60 n3+4-25n?—60n-+ 16)5 
(237) :(4?-+ 4) (4'+3?+ 1)? 
>< ("41098 35m" —18y°-4 50m! -90n?-+25y?-90n +76)? 
21728 (y5+-5 43+ 59 — 11). 





on 


9) 


iP 
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Die zu € und y complementiiren Parameter sind 


(238) E=—+ und y= ‘rt itt, 

so dass zwischen J und y dieselbe Gleichung besteht wie zwischen J 
und ». Da aber y eine rationale Function von » ist, so kann man 
J und J als rationale Functionen von 9 darstellen. 


Fir n= 49 wird g@=1. Auch fiir diesen Fall sind schon in 
§ 26 m. vor. Abh. die wichtigsten Formeln angegeben. Nach Gleichung 
(185a) daselbst erhiilt man nimlich, wenn man L(7) =~ setzt, 


(FT — 1: 1 = (a8 + 1824 + 49) (28 + Sat + 1)3 

308) (a! 4 140!? 4+ 6348 + 70m! — 7)? : 17282 
und 

(240) a — 1(69 4+ 58? + TE) at 


— (G7 + TE 4 215 + 49g! + 1478? + 3438" + 3438) = 0, 


oder 
(240a) 2a = 7(§°4+ 5§*+-78)+ (E+ 78+7) VE (4824 2164-28). 


Vertauscht man @ mit . , so geht Jin J, 
(241) ginE => und w= /£(4E?421E428) in w= + ™ 


iiber. Deshalb ist es jetzt leicht J und J als rationale Functionen 
von § und w darzustellen. Dabei wird das Vorzeichen von w durch 
die Entwickelung nach steigenden Potenzen von h bestimmt. 


§ 26. 
Transformation vom Grade a’. 


Setzt man fiir » = a’ 





Li(a’ 
(242) b=, 
so wird 
S(n, D) = — @(t,? — a) + 4? — a = t,? — at’; 


deshalb findet man aus der Gleichung (126) die vier Gleichungen 
1—a? = 24k,, (a—1)(1—a?) = 24k,, 0=24k,, a(a2—1) — 24hy, 
oder 





si =—213I+1, h=—*>1GI+)p, 
k,=0, k= $1314 1). 
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Der Charakter von & ist daher 


(244) ch = £1(31 + 1) = *@—". 


Bildet man nun bei der Transformation vom Grade a? die Gleichung, 
welche zwischen L(a) und L(a*) besteht, also die Gleichung 


o(%#) oe )) 
2\) as a! 2. 
(245) F(L(a), L(a?))=0, oder r( 00.8) ~Q@.8) 
und vertauscht man in dieser Gleichung @ mit *, so erhalt man die 
Gleichung 


L 
(246) F(=S, = 





Indem man noch aus diesen beiden letzten Gleichungen die Grosse 
L(a) eliminirt, findet man die Gleichung 


(247) G(L(a’), §)) =0. 


Nach diesen Vorbereitungen kann man die Transformation vom 
Grade a* in folgender Weise ausfiihren. Setzt man der Kiirze wegen 


L 
(248) L(a’) = P,, ta = P,, 


so erhilt man bei der Transformation vom Grade a? die Gleichung 
(249) H(J, P,) =0, 

die in Bezug auf P, vom Grade a(a-+ 1) und in Bezug auf J vom 
Grade “— ’ ist. Vertauscht man jetzt @ mit — so geht Jin J und 


a) oS.) a0(2e) 


P, = ———,—_ in ~-— = = 
weer" oS) oS) 


itiber. Deshalb vermitteln die drei Gleichungen 
(250) HJ, P,)=0, H(J,$)=—0, G(P,, P,) =0 
B 


verhiiltnissmissig einfach die Beziehung zwischen J und J. 
Dabei ist der Charakter von § — P, noch kleiner als : (oe + 2) 


bez. als : (e +3), wie man aus der folgenden Tabelle erkennt: 








g) 


lie 


se 


ym 
en 


nd 
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n @ 3(@+2)—ch|5(@+3)—ch 
a= (2441) | + (a*+a*—12a—2) v(a—10)41 
a'=(245)* | (a+a*—12a+46) | v(a—6) 
at= (2447)? | 5 (a°+a*—12a44) | v(a—4) 
(251) gs —(24y-+11)| 4 (a? a®@—12a-+412) va+2 
a= (24v-413)3| * (a+ a*@—12a—2) | v (a+2)4+2 
a= (24v-+4+17)?| © (a? a*—12a+6) v(a+6)+6 
a= (24-+19)>| 4 (a+ a?—12a-+4) v(a+8)+4+8 
a? —=(24y-4+23)3| = (a?+ a*—12a-412)] v(a-+12)-+13 
Beispiele. 
n @ | ch |5(e+2)—ch| S(e+3)—ch 
125 ~ 5 0 
343 | 26 | 14 0 
(252) 1331 111 55 2 
2197 | 184 | 91 2 
4913 | 417 | 204 6 
6859 | 583 | 285 | 8 
12167 | 1036 | 506 13 
| 
§ 27. 


Transformation vom Grade 125. 
Fiir » = 125 ist 9 = 8 und 


(253) 


P, = L(25), 


dann wird nach Gleichung (236) 


(254) 


Mathematische Annalen. 


XXXII. 


__ (125) , 
i he LO)? 





L(6)° = P,' + 5 P,4 + 15 PS + 25 P,2 + 25 P,. 


6 
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Vertauscht man in dieser Gleichung @ mit 3, so geht sie iiber in 
P,': L(5)° = P,> + 5 P,* + 15 P,3 + 25 P,? + 25P,, 
oder mit Riicksicht auf Gleichung (254) 
P,': (Py4 + 5 P,* + 15 P,? + 25 P, + 25) 
= P+ 5P,! + 15P,3 + 25 P,? + 25 P,. 
Setzt man jetzt wieder 


P,+1—y, 


so gilt zwischen J und y die Gleichung (237). Der zu 4 complemen- 
tire Parameter ist aber in diesem Falle 


(255) 


(256) ee. ae Pee oO 


Jetzt ist J dieselbe rationale Function von 4 wie J von nach 


Gleichung (237), und zwischen y und 4 besteht eine Gleichung, welche 
aus Gleichung (255) hervorgeht, indem man 


(257) P,=y—1, Pj=— 
n—1 





setzt. Diese Gleichung ist in Bezug auf jede dieser beiden Grissen 
vom 5'" Grade und heisst 


(258) (n — 1) (g— 1) 
= 125(y! + 4° + 6y? + 6m + 11) (qt + 4° + Gy? + 6y + 11). 


§ 28. 
Transformation vom Grade a*. 


Die Transformation vom Grade a® ist in § 26 in ganz ahnlicher 
Weise ausgefiihrt wie in § 19 die Transformation 27'" Grades, nur 
gestaltet sich die Rechnung fiir » = a* insofern einfacher, als schon 
L(a*): L(a) selbst ein Parameter wird, wenn a = 6/ + 1 ist, wiihrend 
fiir a = 3 erst L(a*)®: L(a)* ein Parameter wird. Wie aber aus der 
Transformation 27'** Grades die Regeln fiir die Transformation vom 
Grade 3* hergeleitet wurden, so findet man jetzt auch aus der Trans- 
formation vom Grade a* die Regeln fiir die Transformation vom 
Grade a*. Setzt man niimlich 

3 @ 
52) P-L), R-FO,... PRE, 


so gelten die Gleichungen 





-_ ' ~ — — “oe ~~ 
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(260) HJ, P,)=0, H(J, p,)=% G(Pr, Prt) =0 


fiir vy = 2,3,---a@—41. Dabei haben die Functionen G(P,, P,4:) 
und H(J, P,) genau dieselbe Bedeutung wie in den Gleichungen (250). 


VI. Abschnitt. 
Transformation vom Grade 2a. 


§ 29. 
Allgemeine Bemerkungen iiber die Transformation vom Grade 2a. 

Ist » = 2a und hat die Primzahl a die Form 4c +- 1, so ist der 
Rang @ gleich c —1. Setzt man in diesem Falle 
(261) —& = L(2)* L(a)® L(2a)*, 
so wird 

S(n, D) = a8,(t,? — 2) + 28, (4, — a) + 8,(4,2 — 2a), 

und man erhiilt aus der Gleichung (126) die vier Gleichungen 
— ad, —- 2(a — 1) 6, — (2a — 1) 6, = 24k,, 
+ad,— (a—1)0,— (a — 2)d, — 24k,, 

8, +2(a—1)0,+ (a — 2) d, — 24k,, 
+ 9+ (a—1) 9, + (2a —1) 0, = 24k,, 


(a2 —1)d,=8[— (a@—2)k+2(a+1)k, + 3h,), 
(@ —1)8,=8[+ (@—2)k+ (a+ 1)k, + 3ak,), 
(a? — 1) 0, = 8[— (2a — 1) k, — 2(a + 1) kK, — 3ak,]. 
Nun ist aber 
a? — 1 = (4c+ 1)? — 1 = 8e(2c + 1), 
folglich gehen die Gleichungen (263) iiber in 


e(2e+1)d,—— (@—2)ky+2(a+ 1k, + 3h, 
(263) [rere nana (a—2)ko + (a+1)k, +3ak,, 
e(2¢ + 1) 6, = — (2a — 1) k, — 2(a + 1) k, —3ak,. 


(262) 


oder 


(263) 





§ 30. 
Transformation vom Grade 6. 
Fir n =6 wird a=3, ¢e=1 und go =0. Deshalb findet man 
aus den Gleichungen (263a) 
264) d,— - k,+8k,+3h,, 6,—=+k,4+4k,+9h,, 0,— —5k,—8k, —9k,. 
6* 
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Indem man von den vier Grossen k,, k,, k,, k, die eine gleich 
+ 1, die zweite gleich — 1 und die beiden anderen gleich 0 setzt, 
erhailt man 6 L-Producte mit dem Charakter 1, nimlich 
‘ L(6) : L(6)' : L(6) 
(265) i= Lele’ 2 ~ Lele’? 3 Lele’ 
“o £6) L(2) hw L(6) L(2)° ats L6)! 
ae L(3) » %% Ley °? 6 L(3) L@)? ) 
Die Gréssen § und § sind Parameter, denn die Exponenten 
6,, 0,, 8, sind gerade Zahlen, m ist gleichfalls eine gerade Zahl. 
Aber auch &, ist ein Parameter, denn es ist 


f(6) t (ey 9 CF)- y @) 


os = Farrar — ay " a a o(28) ° 





folglich ist & eine rationale Function von (2) und deshalb eine 


Transformationsgrisse. Da ausserdem die Dimension von &, gleich 0 
ist, so ist &, ein Parameter. (Vergl. Gleichung (58) Nr. 9). 
Deshalb sind auch die Hiilfsgréssen 


&s b 


hl ae B= a 


Parameter, und zwar haben diese 6 Parameter PER den Charakter 1. 
Folglich besteht auch zwischen je zweien dieser 6 Parameter eine 
Gleichung von der Form 


ababs + dba + chs +d —0, 
wobei man die Zahlcoefficienten a, b, c, d sehr leicht durch Ent- 


wickelung der Parameter & und & nach steigenden Potenzen von 
1 


h® —g¢ finden kann. Dadurch erhalt man 
1—§, 
ge tah, sem i—&, & =H, 
(266) 2 9 — & : ‘ i a 1 é,’ 
&= o-&’ = . - we 
oder 


*) Die zugehérigen Werthe von k,, k,, kz, ks ergeben sich aus der folgenden 
Tabelle: 





é | & | & | & | & | & 





k| o | +1] +1] —1| 0 0 
Bi —1/ o | —a] o | 41] © 
ke} © | —1] 0 o | —a} —1 
ks} +1! 0 o |-+1] 0 | 41 
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1— 9&, 3 
(266 a) g, = 1—-'? é, = - 
oder 
‘ gs 
(266 b) &—1—-8, =a 


Aus den Gleichungen (265) folgt nun 
a fue — U—&)*(1—98) 1 — 8& 
(2) &,° 





Es(1+ Es)’ 








58 ous nm ae” Qs (1+ 65)* (1 — 865) 
Ge) 440) Baty & 
oo (1—98)* _ (1+) (1—86,) | 
L(6) &. 7 &,°(1 — &) &,° 


Nach Gleichung (132) war 
J:J—1:1 = [L(2)**+ 16}° : (LZ (2)*4— 8}? (L (2)** + 64] : 1728 L(2)*4 
und nach Gleichung (171) war 
J:J—1:1=—(L(3)"+3) (L(3)"+ 27] : (L(8)**+ 18 (3) — 277 

: 1728 £(3)'2. 

Aus jeder dieser beiden Gleichungen kann nun mit Riicksicht auf die 
Gleichungen (267) J als rationale Function eines der 6 Parameter 
dargestellt werden. Fiir den vorliegenden Zweck wiirde eine dieser 
Darstellungen geniigen, fiir die spiter folgende Transformation 12! 


und 18'" Grades ist es aber zweckmiissig, die Invariante J als Function 
von § und von &, darzustellen. Dies giebt 





J:J—1:1=—(1 — 9§, + 3&,? — 3€,%)* (1 — 3&,)8 
(268) : (1-128, -+-80§,?—36E,?-+-98,")? (16 E,—3E,") 
: 1728&,°(1 —&,)§(1— 96.), 
oder 
J:J—1:1—(1 — 68 — 12§,? — 8§,5)3 (1 — 26.) 
(268 a) : (1 — 8& — 8&,° — 8&,*)? (1 — 46, — 8§,?)* 
: 1728&,°(1 + &,)? (1 — 8&,). 





Die zu & und & complementiiren Parameter sind 
E, = & und g, _ 
deshalb erhalt man 


J: J — 1:1 = (243 — 243€, + 9€,?—&,°)3(3—&,)° 
(269) :(729—972 £, +270, ?—36£,3-+€, 4)? (27—18€,—€,?)? 
:1728€,°(9 — §,)5(1—&,), 
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oder 
J :J—1:1—=(64—48&, — 12&,? — &,3)3(4—&,)5 
(269 a) | : (512 —512&, — 8,3 — &,*)? (8 —4&, —E,?)? 
: 1728€,6(8+-,)*(1 — &,). 


§ 31. 
Transformation vom Grade 10. 
Fir »=10 wird a=5,c¢e=—-+1 und g@=0. Deshalb findet 
man aus den Gleichungen (263 a) 
{* =—hk,+4k,+k,, 6,=—k, + 2k, + 5k,, 
0, = — 3k, — 4k, — 5k,. 
Indem man von den vier Gréssen k,, k,, k,, k, die eine gleich + 1, 
die zweite gleich — 1 und die beiden anderen gleich 0 setzt, erhiilt 
man 6 L-Producte mit dew Charakter 1, niimlich 


(270) 








ga Loy pg Lot gL) 
(271) t L(5? L(2)'’? * Ls L(y? ? 3 L(5) L(zy ? 
— Lule, _ Laybey , _ Lao») 
oT L(5) . Liss *% 6 Lis) L(2) 


Die Gréssen § und & sind Parameter, denn die Exponenten 

0,, 9,, 8, sind gerade Zahlen, n ist gleichfalls eine gerade Zahl. 

Aber auch &, ist ein Parameter, wie schon in § 4 gezeigt wurde. 
(Vergl. Gleichung (58) Nr. 8.) Deshalb sind auch die Hiilfsgréssen 

bs be £1 &e 

ae Oh gy eee 
Parameter, und zwar haben diese 6 Parameter siimmtlich den Charakter 1. 
In derselben Weise wie bei m = 6 findet man daher die Gleichungen 


= toh, 4g 1-8, = 18, 
(272) . 5— & ' ” nd 1— & 
1 


4 
B= 3 aE 


*) Die zugehérigen Werthe von ky, k;, kg, ky sind genau dieselben, wie bei 
den entsprechenden Grissen fiir m=6 und ergeben sich aus der folgenden 
Tabelle: 








ble&wl ele |e | & 

k| 0 +1|/+41|-1] 0 | 0 

k,| —1| 0 —1] 0 | 41] 0 

i eo | o | o | -1|-1 
re 


ky| +1 








5 
t 


ny 


si 
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oder 
Sant dk, Eades bee 
(12a) | ci gages 
b-aeg bore 
Aus den Gleichungen (271) folgt jetzt 
ges, S16 _ 1-465 
Lees BU BS” 
(273) L(5)) = B, on Gate) Ot BN 
3 1 1 — 4&,)° 
L(10)8 =» An os (i+ we. 


Indem man diese Werthe von L(2)*4 in die Gleichung (132) fiir 
die Transformation 2'" Grades einsetzt, oder indem man den Werth 
von L(5)® in die Gleichung (235) fiir die Transformation 5'* Grades 
einsetzt, erhilt man 
J:J—1:1=(1—4&, + 16&,>+ 168.) 

(1+ 46,")(1 — 26, +26")? (1 —2§, —46,’)* 
>< (1 —2§, —6&,? — 8&,° — 46,4)? 
:1728&,'°(1 —4&,)(1+€,)*. 


Der zu & complementiire Parameter ist 


(274) 


(275) i, = & = t= 
folglich ist 
J: J —1:1 = (256 — 256 &, +. 48,5 + &,°)° 
(276) (4+ &,2) (8 —4 b+ &2)2(4 28, — 82)? 
>< (64—32§, — 246,’ —8&,° —&,')° 
:17288,""(1 — &) (4+ &) 


§ 32. 
Transformation vom Grade 14. 
Fir n= 14 wird a=7, c=2 und g=1. Deshalb findet 
man aus den Gleichungen (263a) 
(277) 66, = —5k, + 16k,+3k,, 66, = + 5h, + 8k, 4- 21k, 
60, = — 13k, — 16k, — 21k,. 
Daraus folgt, dass k, + k, immer durch 3 und &, + &, immer durch 
2 theilbar sein muss. Den Charakter 2 haben daher nur die folgenden 
L- Produete: 
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ga Lay g L(y Lee 

(278) i L(7)? L(2)? ists L(i7s ? 
— _ 114) ba b(t) x 

“Tole *= Tater”) 


Bei & sind ohne Weiteres alle Bedingungen erfiillt, welche erfiillt 
werden miissen, damit & ein Parameter ist. Auch &, ist nach § 4, 
Gleichung (58) Nr. 8 ein Parameter. Deshalb sind auch 


— £° = & 
(279) i——~ wd &=— + 


Parameter, und zwar haben diese 4 Gréssen &,, &, &, & simmtlich 
den Charakter 2. 

Die Gleichungen (277) liefern ausserdem noch L-Producte mit 
dem Charakter 3, namlich die Gréssen 


— _ (14) _ _L(14) L(7) _ Lay 

™ La‘Lee’ ”&®-—Tey > *® > TH 
, L (14) ZL (2) L(y 
(280) ) ™4= ae ns = L(7)', %= aL , 


r(14)4 
= Tar par ms = L149 L(7) Le). *) 
Hierbei sind die Gréssen y,, 43, 4, und y,, wie aus ihrer Form ohne 
Weiteres hervorgeht, Parameter. Daraus folgt aber, dass auch 
(281) N= m= =, Ne = §: 45, ts = 
Parameter sind. 

Man kénnte glauben, dass die Anfiihrung der Parameter &, und &, 
iiberfliissig sei, weil sie sich nach Gleichung (279) rational durch &, 
und &, darstellen lassen. Aus einem ahnlichen Grunde scheint von 
den Parametern y nur ein einziger erforderlich, denn es ist 


(282) ™ =§3%3, 1 = 6%, = 4, 


wahrend 4, 4;, 4%, Ys durch die Gleichungen (281) dargestellt sind. 
Fiir die folgenden Rechnungen gewihrt aber die Kenntniss so vieler 


*) Die zugehérigen Werthe von ko, k,, k,, ky ergeben sich aus der folgenden 
Tabelle: 





& &. §, &s un | Ne Ns "% Ns " N7 | Ns 





ko| © |—1/+1/+2] 0 | o |—1/4+1/—2]-—2 +31—3 
k| 0 |+1}/—1]/—2]/—38|/—3/—2/+2/—1/—1/| 0 | 0 
ke} —2}/—1}/—1| 0 | o |+2/41/—8/+2] 0 |—3/+41 
kyij+2}+1}/+1/) 0 |4+3/4+1/+2] 0 |4+1/4+3] o |42 
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Parameter wesentliche Vereinfachungen, wie sogleich gezeigt werden 
soll. Zwischen § und &, besteht nimlich eine Gleichung von der Form 
(283) (@&5?-+ b&s+ €)E,?-+ (a, &5?-+d, Est 6) Ey+ (ay 5? + 0, £3 + C2) = 0. 
Mit Riicksicht auf die Gleichungen (279) folgt hieraus 
(a2 &5? ++ D283 + C2) &? + (a, &3° + 0, £5? + 0&5) & 
+ (a&5* + b&° + c&*) = 0, 
(ay 5? + by Es + Cy) &:? + (a, 83" + B, 85° + o, &5) & 
+ (a8, + 06° + cf) = 0. 
Da aber diese Gleichungen in Bezug auf &, auch nur vom zweiten 
Grade sein diirfen, so ergiebt sich hieraus mit Nothwendigkeit 
a=0, b=0, b,=—0, ¢=—0, 
so dass die Gleichung (283) die einfachere Form annimmt 
(283 a) cE? + (a, 85? + 0, & + 0) &, + a8)? = 0. 
Durch Reihenentwickelung findet man hieraus verhiltnissmissig leicht 
(285) 8&,° — (§;? — 7& + 1) b, + §;? = 0. 
Ferner besteht zwischen », und § eine Gleichung von der Form 
(286) (@&,°-+ b&,? + c&,+ a) m,? + (a, &,° +, 65? + o& + d)) m 
+ (a, 65° + b,§5? + c& + d,) = 0, 
aus der mit Riicksicht auf die Gleichungen (282) folgt 


, (4&,°-+ DE,* + 08,9 + dE,*) 9y?-+-(a, £54, &5°-+ &, &5?-++ , Es) ns 
+ (a, ,°-+ b, &,?-+ c, £5, +4,) = 0, 
(287) 4 (a&,7 +b&,° + c&,°+ d&,") n5?-+ (a, &,°-+b, &5'+-¢, &,°-+-d, £5”) 9, 
+ (ay §,°+ b, &,’-+ ¢, +4) = 0, 
(dy 5° +-bo85?-+ Co 3+ dy) My? + (a &y°+ b, &s°-+ ba £4+-d, §,°) n 
+(a&,° +-b&,° +c&," +4") = 0. 
Damit diese drei Gleichungen in Bezug auf §, simmtlich nur vom 
dritten Grade sind, muss 
a=0, b=0, c=0, b,—0, q=0, d,=—0 
sein, so dass z. B. die Gleichung zwischen y, und &, die einfache Form 
Es? ms? + (a, 85° + , £5? + 0&3 + 4) 9; + a6; = 0 
erhalt. Die Bestimmung der iibrigen Zahlcoefficienten durch Reihen- 


entwickelung macht dann keine grossen Schwierigkeiten mehr und 
liefert die Gleichung 


(288) —-&,? ms? — (&,° — 8 &? — 88 + 1) n; + 498 = 0. 
In tbnlicher Weise findet man die Gleichung 
(289) £,?m? + (98,? — 2E,) mg — (8&2 — 1782 + 108, — 1) = 0. 


(284) 
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Der Kiirze wegen schreibe man jetzt & statt 8§,, dann gehen die 
Gleichungen (285) und (289) iiber in 
(§ — 8) &? — 78, — &(6 — 1) =0, 
Ey? + &(9& — 16)y, — (& — 17&? + 80E — 64) — 0. 


(290) 


Setzt man jetzt 
(291) w= + 48+ 138 + 328, 


wobei das Zeichen +- bedeutet, dass man in der Entwickelung nach 
! 





steigenden Potenzen von h' = 2 das erste Glied positiv nehmen soll, 
so wird 








906 7é— —9 16— 

(292) t,— wey 4, — ee 

also 

905 — (§—8)&—8(E—1) _ §&s—8(E+ Es) +8 | 
(293) y= 


Jetzt findet man aus den Gleichungen (278) und (280) 





)\24 | a — pales &&, — 8(€+ &) +8 
) { L(2) &,! &4 ? L(7) Ns E ? 


one és" n,° me 212 £7 9.6 
| L(14ym Bit oy 


Indem man den Werth von L(2)*4 in die Gleichung (132) einsetzt, 
erhilt man 
(295) J:J —1:1 = (§4+4 2568,)> : (§*—512E,)? (4+ 646,) : 1728 ESE... 
Die zu € und &, complementiiren Parameter sind 
(296) E=—£& und & —§&,, 
folglich 
(297) J: J—1:1—(£,4+ 256€,)9: (&,4—512&,)? (E,4-+- 648) : 17288,8E, , 
oder mit Ricksicht auf die Gleichungen (279) 
(297a) J:J—1:1 — (€4+4-16&,”)3: (E4*— 8&,”)? (E+ 648.7) : 1728 EE," 
Man kann natiirlich noch aus den Gleichungen (290) und (295) 
die Grosse § eliminiren und erhilt dadurch die Gleichung 
212. 36E4(E — 1) (E — 8)? J? 
+ 26 . 33(7£18(E 8)? — 29. 3£14(E—8)2(E— 1) 
(298) — 2'6.3.7&11(— —8)(— —1) — 2&7 (§ —8)(§ —1)° 
— 2.7288 (—E—1)) J 
— [8 (— 8) +2%- 78-2 — 1) =O. 
In ahnlicher Weise kann man auch eine Gleichung zwischen J und & 


angeben, fiir die Anwendungen ist es jedoch zweckmissiger, sich der 
Gleichungen (295) und (297a) zu bedienen. 


(294 





























ie 
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§ 33. 
Transformation vom Grade 22. 


Fir n= 22 wird a=11, c=3 und g@=2. Deshalb findet 
man aus den Gleichungen (263a) 


5d, = — 3k, + 8k, +k, 50, =— 3h, + 4k, + 11k,, 
50, = — Tk, — 8k, — 11k, 
5(0, + 0,) = 12(h, + k,), 5(0, + 0,) = — 4(h + &), 
5 (0; + 9,) = — 10(% + hk). 
Deshalb miissen k, ++ k, und k, + &, durch 5 theilbar sein. Soll also 
der Charakter kleiner als 5 sein, so muss man 
k, +k, =O und ki +h, =0 
setzen. Dies giebt k, = —k,, k, = -+h,, folglich erhailt man fiir 
k, = — 1 die Grosse 
(300) E= 


(299) 


also 


L (22)? L(2)* 

Lay? 
und zwar ist &, wie man ohne Weiteres erkennt, ein Parameter mit 
dem Charakter 2. Das ist aber auch der eingige Parameter mit so 
niedrigem Charakter, den das angegebene Verfahren liefert. Dagegen 
findet man 14 Hiilfsgréssen mit dem Charakter 5*), von denen aber 
nur die beiden 








L(22)* L(22)* 
(301) i= Tapia 4 & — panzer 


hervorgehoben werden midgen. Auch &, und & sind Parameter, so 
dass also zwischen & und &, eine Gleichung von der Form 


(a& + bs + ch + dB +c + /)&,? 
302) r (a, &° + b,€4 + ¢,& + d, & + e,& +7) g, 
“+ (a, &5 + b,§' + c,§° + d,&? + e,§ + f,) = 90 


besteht. Setzt man nun h" =< und entwickelt die beiden Parameter 
— und &, nach Potenzen von z, so erhilt man 





*) Diese 14 Hiilfsgriéssen erhilt man, indem man fiir ky, k,, ky, ky die 
folgenden Werthe einsetzt: 





ky |+5 0 | o |+5|/—5| 0 41/41/42 —e|—s|4+s/—a|+4 
k,| 0 |—5| © |—5) 0 |+5/—1/4+4)—2/—38/—2)/—38/—1/—4 
k,|—5 0 |—5| 0 | o |—5|/—4)/—4)—3|/+38/+2/—2/+41/—1 
k,| 0 +5/+5|] 0 }+5] 0 |4+4/—1|/4+3/+2 +3/+2 +4/+1 
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Eee '—2+2 — 222+ 423 — 424 + 525 — 62° + 927 
— 12484 13294 .-.-., 

E, = 2° — 42° + 1027 — 2428 + 5529 — 1162'° + 2302"! +.-- - 
Daraus folgt sofort, dass 

a,=0, b,=—0, «=—0, d,=—0, g=—0 
sein muss. Setzt man f,— 1, so findet man aus dem ersten Gliede 
der Entwickelung a, = — 1, dann aus dem zweiten b, = — 14, aus 
dem dritten c, = — 73, aus dem vierten d, = — 184 und aus dem 
fiinften e, — — 240. Die niichsten Glieder der Entwickelung geben 
die Gleichungen 
a+f,+122—0, b=Il4a, c=T3a, d=184a, e= 240a, 

f = 122a + 121. 

Aus den spiiter folgenden Gliedern ergiebt sich aber, dass a 
gleich 0 sein muss, folglich ist die Gleichung zwischen & und &, 
(303) 1216,? — (6 + 1464 + 738% + 1846? + 240€ + 122) &, + 1—0, 
oder 
(303a) 2426, = + 1484+ 7368+ 1848? 2406 + 122 —(€-+3)(6-+-5)w, 
wobei 
(304) w —/@FIE PEF HEPEE+ SEF 1) — e+... 


Die zu € und &, complementiaren Parameter sind 


(305) b= und &, = —§ 





121” 
folglich besteht zwischen § und &, die Gleichung 
5£,2 — (122£5 + 960E4 + 29443 + 4672 &? + 3584E + 1024)é, 
- + 121§5 = 0, 


oder 
E5E, = 6185 + 48084 + 1472€5 + 2336 &? + 1792€ + 512 


(306 a) — 4(3& + 4) (5 + 4) w. 


Dabei wird 


(307) Late, Lae, Ley —=*. 


Um L(2)*4 als rationale Function von § und w darzustellen, 
beachte man, dass 


2 


2 =e + 14Et + TBE 4 1848" + 240E + 122-4 (E43) (E45) w, 


1215 





= 61£ + 480E4 + 147283 + 233682 + 1792E + 512 
+ 4(38 + 4) GE + 4) w 


bs 
ist, Setzt man jetzt 
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(308) (E + 2) (64+ 9&8 + 266? + 366+ 16) = A, 


so erhilt man 

(309) 2L(2)* = §[A?+ 28+ (+1) (§+4) Aw], 
oder 

(309a) L (2) — §(A?+ 265) L(2)* + §? = 0. 


Deshalb findet man aus der Gleichung (132), welche fiir die Trans- 
formation 2' Grades aufgestellt wurde, 


J: J — 1:1 = [8(A2+28)4+32+4+8(E+1)(E+44) Aw} 
(310) : [§(A?-+4-2&°) — 16+4-€(§ + 1)(§ +4) Aw)? 
>< [E (A? + 28°) + 128-4 £(E+ 1) (64-4) Aw] 
: 1728 . 4€[A?+-285+-(E+ 1)(€+4) Aw]. 
Kinfacher gestaltet sich die Gleichung, wenn man d rational durch 
—, &, und &, darstellt, dann wird 


J: J —1:1= (5+ 166, &)8 : (&° — 8E, &,)? (E°-+ 646, &,) 
ny ae ( 182) 
un 


(311) i J — 1:1 = (256+ £8, £,)* : (612 ~ 6°, &)*(64-++8°E, Ep) 
: 1728E'E, 2,2, 


§ 34. 
Transformation vom Grade 11. 


Besonders bemerkenswerth ist es, dass die Transformation vom 
Grade 22 auch einen Parameter vom niedrigsten Charakter fiir die 
Transformation vom Grade 11 liefert. Setzt man niimlich wieder 


1 ni 


h" = g, e* am 8 


L (22) L(2)* 
Lay? 


Q(0, 2)” @(2-,-2)” 
Qa, «)® ™~ “ Q@, = «)* 


zugeordnet sind, &’, &” und &”, so hat man bez. zu setzen: 


und nennt man die drei Werthe von § = 
Parameter 


, welche dem 





L(11)” = 


B=, D —=—oa; T—lla+a’, wT = — ao; 
@ = lla+2o’, 7 —5a+ a’; 
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und es wird 
8G -SAG =) _ eZee SF 
Q . = o) Q(a’, — a)* Q(o, <y Q (a, o')* ; 
- oes sel 
e( ists — want — w)? 
330 to Soke! 
(312) | o(o a) e(@ 





rv =) Q(a, a’)? 


Q Hopee lots Jo(tsF*. soto) 


B" a= 
Q ie Fie bao’) Q(lla@+ 2a’, 50+)* 


_ , i) eG “) .*) 
\ Q(, & i O(a, a’)? 
Mit Riicksicht auf die Formel 


Q(0, 0) =(2)° J fa—i) 


v=1 

















findet man 


*) Die lineare Transformation der Perioden, welche hierbei erforderlich 
ist, geschieht nach den Regeln, welche fiir die lineare Transformation von Q(a, w’) 
in § 15 m. vor. Abh, gegeben sind. Dabei braucht man fiir &, &”, &” bez. die 
folgenden 24” Wurzeln der Einheit: 


_ Sat _ ani Ini 

Dae oh Qae kadar 
a ad ont 

et d-e er der ig ee 
_ Sai 2x 3ai 

e(t ame sot ame. e( ha)ee™ 
Sai Sai Sai 


0, 1 Tor 11, 1 12 11, 2 12 
e(_t ame “> er ome + e's =e 
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( ® o 
Pee | eter | Corea 
vai v=1 


a = (1 —2” 6°*)2(1 — a!” 2337)? 
(313) gah IT (1—2?”)? (1.—2**”)? 
4 


= JJ $f g1)2(] 4 gttr—11)2 


v=1 








2 »)2 442 ~~ 
pam ber [ [easier] [ten ter, 


\ ez1 v=1 


Da nun bekanntlich [[a — 2-1) (1+-2"-!) (1+2") = + 1 ist, 


v=1 








so erhilt man 
(314) gee" = — 4. 
Durch Entwickelung nach Potenzen von ¢ findet man 
P= 2g1'— 2+ 2¢— 222+ 425 — 4e4 + Fed — 626 + Oe? — 122 
+ 132°+---, 
E’ == — g-1 — 2— 2 — 22? — 425 — 424 — 5e® — C2® — 92? — 128% 
— 132e°+.---, 
folglich. ist 
BB — Af 14 e+ 284 3054 62 4--.); 
ferner ist 
Bm + 4 (0? 224+ 325+ 628 + 92'9+ 142+ ..-), 
so dass mit grosser Wahrscheinlichkeit 
(315) e+e term —4 
sein wird. Der strenge Beweis fiir die Richtigkeit dieser Gleichung 


ergiebt sich aus dem Folgenden. Nimmt man niimlich vorliiufig an, 
diese Gleichung sei richtig, und setzt man noch 


(316) ee + EE + EE =a, 
so ist € eine Wurzel der Gleichung 

(317) B+ 42 — i+ 4—0, 

und es wird , 
(17a) n= +484 4e4 


ein Parameter fiir die Transformation 11" Grades. Umgekehrt: Ist 9 
durch die Gleichung (317a) definirt, und liisst sich zeigen, dass 4 
wirklich ein solcher Parameter ist, so gelten auch die Gleichungen 
(317), (316) und (315). Dies kann aber leicht geschehen. Es war 
nimlich nach Gleichung (307) 


. 
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L'? = L(11)" = oe. 


gr) 
oder, wenn man fiir §, und §, nach den Gleichungen (303 a) und (306 a) 
ihre Werthe einsetzt und die daraus folgende Gleichung zwischen & 
und ZL" rational macht, 


L* — (€°+ 10€° + 158 &§ + 628 &7 + 1321 &° + 13565 + 312&! 


— 216 £3 + 288%? — 384-1586 — 832 E14 896 E—* 
—448§-3 — 512-14. 1024£-8) ZL"? + 115 = 0, 


(318) 





oder mit Riicksicht auf. die Gleichung (317 a) 
(319) L** — (95 —2y*—87 43+ 104y?+ 1536 y — 614) L'?+ 11° = 0. 


Hieraus erkennt man, dass 7 fiir die Transformation 11‘ Grades ein 
Parameter mit dem Charakter 2 ist, und dass y sogar fiir n — 11, wo 
@ = 1 wird, ein Parameter vom niedrigsten Charakter ist. 

Setzt man 


= + fn + 125 — 40n? — 940 — 2912, 








so wird 
(321) W = w(§+2—2¢-), 
wobei nach Gleichung (304) 
0 — + VOTE FRET OFEEFICEF 1D) 
ist. Nach Einfiihrung dieser Bezeichnung folgt aus Gleichung (319) 
(322) { 2L'? == 95 — 2y* — 87y5 + 104y? + 15364 — 614 
+ (4-3) (y?—5y—16) W. 

Um auch die Gleichung zwischen y und J zu erhalten, setze man 

in Gleichung (310) der Kiirze wegen A? + 2° = C, dann wird 
C2 — (+1)? (+4)? A2w? — 4§" 

und die Gleichung (310) geht tiber in 


1728 - 48[0-+(E+1) (+4) Aw] J 

= (§C-+32+8E+1) E+4) Aw)’. 

Bezeichnet man nun mit J, den Werth, der aus J hervorgeht, indem 
man w mit — w vertauscht, so wird 

(324) 1728? J J, = (&§-+ 16C§-* + 256 —-*)'. 

Ferner wird 


(323) 


1728(J-+J,) = #2C? + 16(3§-+-256-")C — 25" + 1536, 
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folglich ist die Gleichung zwischen § und J, wenn man sie rational 
macht, 
1728? J? — 1728[§&? + 44 &*! +. 902 &°° + 11484619 + 102113 &'8 
+ 675796 "7 +- 3 462.008 €'°+- 14084708 &'® 
+ 46 285536 €'4 +- 124201 792&'s 
+273 795522 €'? + 496 807 216" 
+ 740569 632 &'° + 901431344 é° 
-+ 886 328 960 &§ +- 692 209 408 £7 
+ 418 722 656 & +- 188 931072 &5 
(324) + 59992064£!-+- 121763843 + 1318912£? 
+ 49 152 § + 1536 +- 4096 (E-1 4-22 §-2 
+ 209 &-$ +- 1144 §-+ + 4048 &- + 9746 E-6 
-+- 16192§-* + 18304§-$+- 13376§~ 
+ 5632 §—-" +- 1024§-")] J 
+ [8° + 16 &7 + 176 (2 §°-+- 19 + 104 64+ 368° 
+ 886&?+- 1472 € + 16644-1216§-"+-512E-2) 
+ 16384§-5-+- 256§-4]8 = 0. 





Setzt man in dieser Gleichung &* + 4§ + 4§-! — », so geht sie 
tiber in 
1728? J? — ['' + 11(2y'°+-3 9 —8-295 — 128.137 
++ 2.2275 n° + 64-1267 n° +-64- 2633 4! 
— 128.6331 9 — 1024-3389 y?) 
— 4096 (5541 y —8-1181)] 17287 
+- (n'+- 256 n° +- 64. 87 n?+4-64- 643 9 
+512-197)5 = 0. 


(325 a) 








Noch einfacher ist die Herleitung dieser Gleichung, wenn man J 
1 


und 9 nach steigenden Potenzen von z = h" entwickelt. Da die Ent- 
wickelung von 1728J mit z—* und die von 4 mit z—* beginnt, so hat 
die Gleichung zwischen 9 und J die Form 


17282(an + a,) J? + 1728 (by! +B, 9" $099! FO, 9+ O12) T 
+ (ent +e, 9° + ¢,4? + ¢,y +04) = 0. 
Daraus findet man dann verhiltnissmiissig leicht die Werthe der ein- 
zelnen Zahlcoefficienten. 

Eine Bestiitigung dafiir, dass die Gleichung (325) richtig berechnet 
ist, gewiihrt ihre Auflésung nach J. Es muss sich niimlich J rational 
durch 4 und W darstellen lassen. In der That wird 

Mathematische Annalen, XXXII. 7 
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21728 T = 4 + 11 (2494-39 — 8-29.43 — 128-13 7 
4-2-2275 n° + 64-1267 45+ 64-2633 
— 128 6331 93 — 1024-33892) 
+ 4096 (— 5541 y+8-1181) 
+ W (99+ 16 43 —25 47 — 1552 9°—5344 9°4+-33544 9! 
+ 199168n3-+-30208n2—1077760n—946 176). 


Der Parameter —, welcher fiir die Transformation 11' Grades zu 


e(o, oy («4 : sy 


~ (0, £Y ev, 0 


a 2 a’ 2 

ors =) o(o, >) 

(= ’ wo’) Q (a, ow’)? 

Dies ist aber einer der 36 Werthe von &, die zur Transformation 
22' Grades gehéren, so dass die Gleichung (325) ungeiindert bleibt, 
wenn man € mit — vertauscht. Dasselbe gilt von Gleichung (325a) wenn 
man 9 mit 7 oder, was auf dasselbe hinauskommt, J mit J vertauscht; 
d. h. J und J sind die beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung 


(325a), oder mit anderen Worten: ,,Die Invariante J geht in J iiber, 
wenn man in Gleichung (325b) + W mit — W vertauscht.“ 
Man kann dies auch in folgender Weise zeigen. Der zu L(11)" 


(325 b) 








complementar ist, wird 


(326) E— 





complementiire Parameter ist an aus Gleichung (322) folgt aber 


(327) rat = 4° — 24! — 8773 + 104y? + 1536 — 614 
_ ita i Ty at 


deshalb sind Z(11)'? und - Lap? a die beiden Wurzeln der Gleichung (319). 
§ 35. 
Transformation vom Grade 26. 
Fiir n = 26 wird a = 13, c=3 und g@ = 2. Deshalb findet man 
aus den Gleichungen (263 a) 
(328) 210, = — 11k, + 28k, + 3hk,, 210, = 11k, + 14k, + 39h,, 


210, = — 25k, — 28k, — 39k,, 
also 


6, + 6, = 2(k, +k), 3(0,+4;) = — 2(k,+4,), 
7(6, +0;) = — 12(k,+4,); 
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deshalb muss k, + k&, durch 3 und k, + k, durch 7 theilbar sein. Man 
findet daher nur einen Parameter mit dem Charakter 2, namlich 


‘ L (26)? 


und vier Parameter mit dem Charakter 3, niimlich 


& — L(13)*, E. _ oe 
(330) 
beet pg _ L(g) 
- 3 L(13)'L(2)?? 4 L(13)?.L(2)4 
un ist 
(331) bf, bth, tb, 


£ 
§s 
(ab +08 +c8-4+d) get (MP +E +e 8+d,) — 

+ (a, §°+ b, & +¢,§+ d,) = 0. 


Daraus ergeben sich die Gleichungen 


(2&8 + bE? + c&+d)§,? + (a, 8'+b, 8 +0, 8? +d, 6) 6, 
+ (a,5° + b, §4 +c, &+ d, §*) = 0, 
(a8 +8? +c& + d)&,* + (a, 8+, 84+, 69+ d, 8°) 6, 
+ (a,87 +b, & + ¢,6°+ d,§4) = 0, | 
(aS +08 + cF+a)b? + (a, 8° +6, 8+, 8'+d, 8°) 6, 
+ (a,6° + b, 8 +-0,87 +, &°) = 0. 
Da aber diese Gleichungen in Bezug auf § simmtlich nur vom dritten 
Grade sein diirfen, so ist 
a,=0, b=—0, c,=—0, b=0, c=0, d=O, 
folglich reducirt sich die Gleichung zwischen § und &, auf 


(332) a&?é,? + (a,§°+ 0,8? +¢,€+4,)&, + d,§ = 0. 


und zwischen € und besteht eine Gleichung von der Form 


Dabei ist, wenn man kh” ams setzt, 
E = 2 — 222+ 2 — 2214+ 425 — 406 4+ 527 — 628+ 929+.-.-., 
Ep == a ® — 2 — 2? + Qe! + 26 + 2e5+4-.-.--, 


"\ko=+1,k,=—=— 1, ky =—1, ky = +1 giebt den Parameter &,- 


k=—2,k=—1,k=—=+2,kh=—=+1 , ” ” Ey 
k=—1,k=—2,h=—=+1,k—+2 ,, “s o &, 
k=+3,k,—= 0,%=—3,h=—= 0 , ” ” és, 
k= O,k—=-—3,k= O0,4=—+3 , ” ~» &,. 


7q* 
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so dass man erhiilt 
(333) BE,? — (E4824 E+ 1, + 138 = 0, 
oder 
(333a) 2&& — 2§?0 (13)? — & —4é— 4§+1+w, 
wobei 
(334) w= 4+ /E— SP FE 18h +f Be — BE +I. 

Fiir die Transformation 13'° Grades gilt (nach Gleichung (148) 
m. vor. Abh.) die Gleichung 

J: J —1:1 —(§,?+5&, +13)(E,4+78,3 + 208,24 198, +1) 
(335) : (E,? +68, + 13) (E,° + 108,54 468,44 1086,3 
+ 122,?-+38&, —1)?: 17286,, 

wobei £, = (13)? ist und sich nach Gleichung (333 a) rational durch 


— und w darstellen lasst. 
Die zu € und &, complementiiren Parameter sind 


3 
’ 
2 





folglich ist 
J:J —1:1— (&,2+5&,+ 18)(&,4+19- 13,34 20. 13%, 
: +7-13%£, + 134) 
(337) : (E,?-++ 6E, + 13)(E, —38-13 E,° — 122. 13°, 4 
— 108 -133£,3— 46 . 134£,2 — 10- 13°, — 13°)? 
: 1728é,"8, 
wobei 


E = 1, (8 —48—4E+4+14-w), 


25 


(338) : 
5 ans &&, = Qe (& —4é* -—4§+ 1+w). 


Da é— 2 ist, so kann man aus Gleichung (333) auch leicht die 
i 
Gleichung zwischen §, und &, herstellen; es wird niimlich 


(339) é,° te &,° = £,§,(€,€. +4(, +&)+ 13] ro 0. 


Wegen der Beziehungen, welche zwischen den Parametern &, &,, 
&, §; und & nach Gleichung (331) bestehen, ist es nothwendig, noch 
andere Parameter einzufiihren, um die Gréssen L(2)** und L(26)*4 
rational durch — und w darzustellen. Zu diesem Zwecke setze man 


(13) L(2 1(26) . 
340) m= Tae = Ta Ta = EM: 


Nach Gleichung (58) Nr. 8 ist zuniichst 9, ein Parameter, und deshalb 
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auch , = y, : §7; und zwar ist der Charakter dieser beiden Parameter 
gleich 7. Deshalb hat die Gleichung zwischen & und , die Form 
(a8? + a, &°+-----a;)9,? + (087 +6, 88+---+d,), 
oe + (c&? + ¢,§°+--+- ¢,) = 0. 
Dies giebt 
qn (OSS Pe ee 
+ (c8! + 6, §°-----+ 0, 84) = 0. 
Da aber diese Gleichung in Bezug auf § auch nur vom 7" Grade, 
sein darf, so muss 
ad; =A, =a, = +++ =a, =—0, 
C=C = =--- =o = 0 
sein, folglich reducirt sich die Gleichung (341) auf 
1? + (DE? +b, 8 + -++-+0;) ny + 8? = 0. 
Durch die Entwickelung von & und 9, nach steigenden Potenzen von 
2 findet man hieraus leicht die Gleichung 


64n,? + (€'— 13&° +5265 — 78 &4-+- 78 £5 —52? + 13§ —1)y, 
(342) { 470, 
oder, wenn man der Kiirze wegen 
(343) &7 — 13§ + 52&5 — 78&4 + 783 — 52E2? + 13E—1L—E 
setzt , 
(342a) 1284, = — E— (e—38+1) (&~ 6&+1)w, 
oder 
(342b) = = — E+ (#&—3§+1)(—6E+ 1)w = QE YF L(2)". 
Hieraus folgt | 
(344) 26° L(2)** = HB? — 12887 — Ei’ —3+41) (&—6E+1)w, 
oder 
(344a) S19 L(2) 8 — (H*— 1288") L(2)** + 4096§ = 0, 
(345) (26)? = &, L(2)' = 95 (@~ 48 —48 +140) Ley. 


Dadurch erhiilt man auch noch eine zweite Darstellung der absoluten 


Invarianten J und J als rationale Functionen von £ und w. Setzt 
man nimlich der Kiirze wegen 


(346) (6°—3&+ 1) (—6§+1) = F, 
so wird nach Gleichung (132) 





) 
} 
| 
} 
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J:J—1:1—(E?+ 32§'8— 1288’ —- E Fw) 


:(?—16§'3—128§’— EF F'w)?* (E?-+-128§'!35—128§’—E Fw) 
:1728.486 (HB? — 128§7—- E Fw). 


Dabei geht J in J iiber, wenn man + w mit — w vertauscht. 


VII. Abschnitt. 
Transformation vom Grade 4a. 


§ 36. 


Allgemeine Bemerkungen iiber die Transformation vom Grade 4a. 
Ist m = 4a und hat die Primzahl a die Form 2b + 1, so ist der 


Rang 
Falle 


(348) 


g nach der Tabelle in § 8 gleich b — 1. Setzt man in diesem 


E = L(2)* L(4)> L(a) L(2a)* L(4a), 


80 erhilt man 


see D) = 208; (t,?—2) + ad, (t,” — 4) + 40; (t,?— a) 
+ 20,(¢,?>—2a) + 4; (t,?—4a). 


Deshalb findet man aus der Gleichung (126) die sechs Gleichungen 


(349) 


(—2ad,—3ad, —4(a—1)0,—2(2a—1)0,—(4 a—1) 0, = 24k,, 
+ ad,+ 0 — (a—1)0,— (a—2)0,— (a—1)d,—24k,, 
+ ad,+3ad,— (a—1)0,— (a—2)0,— (a—4)0,—24k,, 
— 20,— 36,+4(a—1)d,4+ 2(a—2)0,+ (a—4)d,—24k,, 





+ 8+ 0 + (a—1)8,4+ (2a—1)8,+ (a—1)0, —24h,, 
+ 0,4 30,4 (a—1)d,+ (2a—1)0,4+(4a—1)0, =24k, , 


oder 
b(b+1)8, = 2[—( b+ 1)ky + OL+4+2)k,— (041k, 
-+- 0 — 3k,], 
b(b+1)d, = 2[+ ky — 2bk, + 2(b+1)k, 
+ b+ 2h), 
(350) }PO+N% = 2(— ly + k+ 0 


+ (26+ 1)k, — (2b-+1)k,], 
bb+1)d, = 21+ 4+) + —-Ih+ +h 

+ 9 +3(26+1))4,), 
b(b+-1)d, = 2[—(20+-1)k, — 2bk, — 2(b+-1)k, 





( — (2b-+1)k, — 2(20+1)k,]. 

















Zur Transformation der elliptischen Functionen. 


§ 37. 
Transformation vom Grade 12. 

Fiir n = 12 ist @ gleich 0 und die Gleichungen (350) gehen iiber in 

(0, = — 2k, + Tk, —2k,+ 0 —3k,, 

d,=+ k,—2k,+4k,+ k; + 2k,, 

(351) 6&=—-— k+ k+ 0 + 3k, —3k,, 

6,=+2k,— k_+2k,+ 0 +9%,, 

6, = — 3k, — 2k, — 4k, — 3k, — 6k,. 
Setzt man also von den 6 Zahlen k,, k,,...k, die eine gleich 
-+-1, die andere gleich —1 und die 4 tibrigen gleich 0, so erhilt man 


15 L-Producte mit dem Charakter 1. Es geniigt aber, zuniichst nur 
5 von diesen Gréssen anzugeben, niimlich 


L(12)'L)? L(6)? 





= LerPLwr? be = “Lay Ler? 
_ ___L(12)*1(3) (2) _ 
(352) 5; —— ~~ L(6)"L (4) ? §, eH “L (4) L(3) ? 
g — LULer Ley » 
s—~ Le La) 


Dabei erkennt man ohne Weiteres, dass die Hiilfsgréssen &,, § und &,, 
bei denen die Exponenten simumtlich gerade sind, Parameter werden. 
Ferner sind nach den Gleichungen (14) und (15) 


: = 1) (i): G)_ »(F)-9G) 


T4573) (2) 1(®) o(= ™ »(2 ay 
é& _ £(3) (2) t (@)° _bG -)-o(F dy 


x —_— ay: 3 ef - eae - 
rationale Functionen von »(*) , die sich gar nicht iindern, wenn man 
a) (+) mit ¢ (+ ) vertauscht, folglich sind &, und & Transformations- 


gréssen nullter Dimension, d. h. auch &, und &, sind Parameter. 








*) k= 0, k= 0,k=—1,ks= 0, k= 0, k,=-+1 giebt die Grisse &,, 
ko=+1, k= 0,k&= 0,k,=—1, k= 0,k= 0 » » ww Ser 
kom 0, ky==+1, ky 0, k= 0, ky=—1, kh, 0 » wy or Ges 

ko=+1, k= 0,k=—1,k= Ok 0,4=—= 9 » » — * 

ko=—1, ky=+1, == 0,4, OF OF 0, 4» —— + 
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Deshalb besteht zwischen je zweien dieser Parameter mit dem 
Charakter 1 eine Gleichung von der Form 


abs + b&. + ch; +d=0, 


wobei man die Zableoefficienten a, b, c, d sehr leicht durch Entwickelung 
1 


nach steigenden Potenzen von h° = g bestimmen kann. 


Auf diese 
Weise findet man 
one 1 — 1 : —— - , 
(353) gE, => 34 ; g, — at 3 ? g, — a= ’ § = oe ? 
oder 
“ 1—3 1—§ bs 
(354) Fi as Se g, — 1+ BE? 5 sada ide 55 ane — 


Jetzt kann man auch ohne Weiteres die tibrigen L-Producte mit 
dem Charakter 1 angeben und aus ihrer Darstellung als rationale 
Functionen von &, schliessen, dass sie siimmtlich Parameter sind. Es 
wird nimlich 














ts 1+& _¢¢ _ L(12)?L(3) Ley 
56 wa. ~ ' oe. L(6)5 L(4)6 ? 
s _ Sth & L(12) L(3)° Lay 
a <e ‘ L6FLay 
gu Act whhu a Ae... 
, Bee 2 - L (12)? L(4)? L(3)°L (2)? 
— aS L(12)° L (3) L(2) 
— i — &, ‘Ried &, ait L(6)? L (4) ? 
a  . * . 2 L(6) L(4)? 
(355) me TF LQ) Lay 
or Ss fy 
aa 3+ & & L (4) L(3)°’ 
ea 2h nba LD (12) E39 (2)? 
= 3— & £45 L(6yL(4=? 
,——l2& _ & _ Lar Ley Le) 
= 2(3— §) §s L(6y L(4) ? 
g, — 20th) ge Lay Ley 
. le, oe L(6) L(4)> L(3)? ? 
E BAe bs LD (12)* £8)" La) 
Sd 2(3 — &) &e &; L(6)* L (4) 


Ks kénnte iiberfliissig erscheinen » diese 10 Parameter wirklich zu 
bilden; ihre Form ist aber doch von Interesse, weil man mitunter 
durch Nachbildung derartiger Formen auch fiir andere Werthe von n 
Parameter findet, 











Zur Transformation der elliptischen Functionen. 105 


Aus den Gleichungen (352) erhilt man 
2g. 1—é,2)3(1— 9&,? 
L (2) = &: GP Es¢ _  (1—&,*)®(1— 9," ; 





bE! Es 
(356) L(3)'? = ft a ee ate 
MO tle = ete 
(357) b= (6) 


ist, so stimmen diese Gleichungen genau mit den Gleichungen (267) 
iiberein. Ferner wird 


s S18 _. (1—3&)(1+ &)° 
L(y — Be 





ais ,""E a (1-3 &»)* (1+ &2) 
24 ae £1 be (1-3 Ea) (1-3 Ee)! (1+ Ee) 
aA) &3° &," &''(1— &)* 


Sehr einfach gestaltet sich schliesslich die Beziehung zwischen den 
absoluten Invarianten J und J. Nach Gleichung (268) wird nimlich 
J:J—1:1=(1— 9,24 8,4 — 3€,")9(1—38,2)3 
: (1— 12&,?+-308,'—36§,°+ 9&,')?(1—6&,*—3§,")° 
: 1728€,1°(1 — &,)°(1 —96,”). 


Der zu § complementire Parameter ist 


(359) 





(360) Ey a= tt, 

folglich wird 

J: J —1:1 = (243 — 243€,?+4- 9€, 4—,%)3(3 —E,2)8 
: (729-—972E 24-270 ,4—36,°-L E,*)*(27—18E,2—€, *)? 
:1728&,12(9 - &,2)3(1 —&,). 


(361) 





§ 38. 
Transformation vom Grade 20. 
Fiir n = 20 ist a=5, b= 2 und eg = 1. Die Gleichungen (349) 

und (350) gehen daher tiber in 

— 100, — 150, — 160, — 180, — 190, — 24k,, 
+ 5é6,+ 0 — 48,— 306, 40, —24hk,, 
+ 508,+ 156,— 48,— 30,— 0,— 24h, 
— 26,— 306,+160,+ 60,+ 46, =—24k,, 
+ d+ 0 + 46,4 96,4 40, = 24k,, 
+ % 0+ 36,4 40,4+ 90, + 190, = 24k; , 


(362) 
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und 
30,= — 3k, + 12k, —3k,+ 0 — 3k, 
30,=—=+ k— 4k, +6k,+ k,+ 2k,, 
(363) 306,=— kh+ k+ 0 +5k, — 5k,, 
30,=+3kh,+ 0 +3k,+ 0 + 15h,, 
30, = —5k,— 4k, — 6k, — 5k, — 10k. 


Die Anzahl der Parameter mit dem Charakter 2, welche man 
durch passende Wahl der ganzen Zahlen k,, k,, k,, k,, k,, k, erhiilt, 
ist ziemlich gross; deshalb mégen hier nur diejenigen hervorgehoben 
werden, welche schon bei der Transformation 10'" Grades Parameter 
mit dem Charakter 1 waren, niimlich 





| ae heh a L (10) 
364) ~ LBeFLey’? 2%” Lo Lert? 8 Li) Ley? 
ee |, LU L@)g _ LUO Le ¢ __ Lato 

Te he ” ae ee! Ue 


und ausserdem diejenigen, welche aus diesen durch Vertauschung von 


 @ eet 
@ mit > hervorgehen, nimlich 





___L(20)'£(2)* _ Lor L(2)' __ £(20) L(y 
- m= Tarra’? = Laottae? 3 = Lio) Lay? 
— L(20)°L (4) — (20) L(4)* _ L(20P LQ) » 


"= TaoLep’? % = LaLa)’ = LaLa) 
Diese 12 Gréssen haben alle den Charakter 2, wie man aus der An- 
merkung ersieht; ferner sind §,, &, &, §, &, §& Parameter fiir die 
Transformation 10'" Grades, folglich sind sie erst recht Parameter fiir 
die Transformation 20' Grades. Nach Gleichung (272) bestehen 
zwischen ihnen die Relationen 








i—é, 1— 4 
g, -_ ay) ? g, _ S74, §, aaa hy. g; aie | ? 
(366) oa 
bs = 6— & 


*) Diese 12 Parameter erhilt man, indem man fiir ky, ky, ke, ks, ky, k 
die folgenden Werthe einsetzt: 


5 





| fe | be | & | be | 





CORTES ESERIES 
ky| 0 |+2/+2/-2| o | o | o |+1}/41/-11 o | 0 
k}|—1} o |—1| o [+1] o | o |41/41/-1] 0 | 0 






































ke{—1| 0 |—1} o |+1] o |—2] o |—2| o }+42] 0 
ks} 0 |—2] 0 0 |—2}/—2| 0 |—1] 0 0 |—1/—1 
ki+1]| 0 |-o |4+1] 0 [4+2) o |—1] o | o J—al—i 
ksi} +1} 0 | o |+1] o [41/42] 0 | o [+2] o |e 

















Zur Transformation der elliptischen Functionen. 107 


Deshalb gelten auch die entsprechenden Gleichungen zwischen den 
Gréssen 9, , 42,- ++ Y%g, namlich 


1—7 1—n 4 4 
wen, [UO a! ONE Bie Ae ee 
(367) | —_ 

5 peal oe 


Nun ist y, ein Parameter, weil die Exponenten simmtlich gerade 
sind, folglich gilt wegen der Gleichungen (367) dasselbe auch von 


No» 13> Na» Ys Und uy. 
Zwischen § und , besteht eine Gleichung von der Form 


(a&,? +&,+-¢),? + (a, §5?+0, &3+¢,)9, + (a, §,?-+b,&3-++-¢,) = 0, 


wobei man die Zahlcoefficienten sehr leicht bestimmen kann, indem 
1 


man § und y, nach Potenzen von h® = ¢ entwickelt, Es ist nimlich 
E, = 22?@—2t+ 0— 28+ 20+ 4e!2-+..., 

n, = 1—4e+ 422+ 0-+- 424 — 42°— 162°+- 1627+-425+-1229— 122" ...; 
daraus ergiebt sich 

(368) my? — 2(88,?-+ 48, +1), +(168,?—88, +1) = 0, 

oder 

(368 a) m = 8&? + 48, +1— 40, 

wo 

G0) we + VEEFDER ED pete 

Daraus folgt noch 


97 alia ae (1-+&s) (1-6) — Seo 
(370) = Soa +e 0—4b) 


Nach den Gleichungen (273) wird 





a a P 2 
(371) L(2)* = apy 15) = “—* ete 


ferner ist 











8 a 81 Ms_ ae 1—46, 16 
(372) a ~ -&s? Ns §3" (L—m) (6—m) ’ 
‘ 90)24 an dem? 1 — 4h 2m (—my)? 
La) Es° "3" Ns° &,°(1-+ &3) (1— 1)” 


Nach Gleichung (274) wird schliesslich 

J: J—1:1=(1—4&, + 16&,5+ 16 &,°)° 

:(14-46,*)(1—28, +26, *)*(1—2E,—46,”)*( 126, —66,?-86,*-46,4)* 
:17288,"°(1—4&) (16). 


(373) 
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Nun ist der zu &, complementiire Parameter 
=. ™ _ (1+€s)(1+66,) — 5w 
_ Ga)? 
so dass man erhilt 
J:J —1:1=—(1—4&;+-168,°+ 16£,°)° 
(375) (1+ 4€,*) (1 — 28,4 -28,")?(1— 2, —4§,")? 
>< (1—2€; — 6,8, — 4,')? 
21728 &5'°(1 —4;) (1+ &5)*. 


Die Gleichung, welche dabei zwischen & und &; besteht, folgt aus 
Gleichung (374), es wird nimlich 


(374a) 16(1-+&,) (1—4€,) 8° —8(1-+- &,) (1+ 68) 8+ (1 —4&,)*=0; 


sie ist in Bezug auf & und & symmetrisch. 


§ 39. 
Transformation vom Grade 28. 


Fiir n = 28 ist a=7, b=3 und g=2. Deshalb gehen die 
Gleichungen (350) iiber in 


66, = — 4k, + 17k, —4k, + 0 — 3h, 
60,=+ k— 6k,+8k,+ ky + 2h, 
(376) 66,—— k+ k+0+7h— Th, 
60,=+4k,+ k+4k, + 0 421k, 
68, = — 7k, — 6k, — 8k, — Tk, — 14h,. 


Hieraus findet man zuniichst 2 L-Producte mit dem Charakter 2, 
namlich 

; __. £(28) L(4) (28) (7) L(4)? 

(377) é, SL (%) “nw + = L(14)5 L(2)3 ? 


und 5 Z-Producte mit dem Charakter 3, nimlich 


¢ (28) L (14)? (4) i L(14)? Bs L (14)? L(7) 
oT LiDLee ° 4 Ley *~ LeayL@ Le’ 
___£,(28)' L (2)? L (28)? L(7) L(4)? | 


ame: Saoeeen ere ed an ~.*) 
6 Z(14)? L(4)*? 7 L (14)5 L(2) 


(378) 


Zum Beweise, dass &, ein Parameter ist, bilde man mit Riicksicht 
auf die Gleichungen (14) und (15) 


*) Die 7 Hiilfsgrissen &, &,...§, erhiilt man, indem man fiir hy, k,,...k; 
die folgenden Werthe einsetzt: 








— © 


— 


_- <—~s 
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eCr)—-eG) °(F)- (8) o(F)- (3) 
» (27)—0(8@) o(4%)-0(@) o()—0(%) 
(a) "Ce «(eG "Cie Gr)" (F T(r)" ‘(r) £(28) 


(2) <@y ~~ F0) Fay 











Dies ist eine rationale Function von (+ a) die sich gar nicht indert, 


wenn man (=) mit einem der Theilwerthe 


st), (42): #2) eZ), oC 


vertauscht, folglich ist dieser Ausdruck eine Transformationsgrésse 
nullter Dimension d. h. also ein Parameter. Ebenso ist auch DL (4)* 
ein Parameter, denn es ist 


L(4)’ = oe =< - 279," 


v Aye y [o(®)- eo] 


f(28)_ 
a = OO Fey FF 


ein Parameter und hat den Charakter 2. Bei & und &, sind die 
Exponenten gerade, folglich sind &, und & Parameter mit dem Cha- 
rakter 3. Dasselbe gilt von & und &, denn es ist 


(379) é, _ €,8,, g, — £,6;. 


Die Form der Gleichung zwischen §, und &, ist daher 


(a6, +05? +¢8, +0) &5?+ (4,6 +0, 6)? +e, &,+4,)é, 
+ (a,6,°+0, 5,2 +05, +4,) = 0. 


Dies giebt ausserdem die Gleichungen 


Deshalb ist auch 


(380) 
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(a§,°+bE,4+-c&,+d6,*)6,? + (a,8,4+0, 83+, 62+, 8, )&, 
+ (483+ 0,8)? 6, +4.) = 0, 
(a&,7-+0E,°-+ 08> +0&,*)§,? + (a, 8,°+5,6,4+0, 65+, §,?) &, . 
+ (096° +6,6,? +08, +4.) = 0, 
aus denen hervorgeht, dass 


a=0, B6=0, «=—0, d,=—0 
sein muss, Die Gleichung (380) reducirt sich daher auf 


(380a) (c&, +d) &,? + (a, §,3+-0, €,? +c, €, +4,)& + (a, +0,)§,? = 0. 


Setzt man hi‘ — 2, so wird 
E,=2-'—1—2+04+28+4+0—25+0+4+327+0—22°9+0422''+---, 
Ege?’ — 2 — 384-224-224 8+4+0—225+4325—2' —485—22° 
—22%4..., 
folglich geht die Gleichung (380a) iiber in 
(381) (,+2)&? — (6,°+38,?—66, —8)& — 76,°(6, +2) =9, 
oder 
(381a) «(8 + 2)&, = £9 + 38,7 — GE, —8 + w, 
wo 
w= + Y7(E, + 1° + 10(E, + 1) + 25(E +1)? + 28 
(382) ) =F VEGF +E +2) GP 426,48) E7438, +4) 
= a gn -{- oa, 
Dies giebt auch noch die Gleichung 
(383) 26,(E,+2)6, = &,° + 36? — 68, —8 + w. 
In aihnlicher Weise findet man die Gleichung zwischen &, und &,, 
namlich 
(384) 36,2 + 2(36,9-+ 16,24 248, +32), — 78,3 =0, 
oder 
(84a) ——E,9Ey — — (38,9 + 168,24 246, +82) + deo, 
Da nun 
£28)! 
(385) E,&, tana L(4)* 
ist, so folgt aus den Gleichungen (381a) und (384a) durch Multipli- 
cation 





264, +2) or 
(386) {= &9— £54 46£,44.256E,34+576£,2-+ 768E, +512) 
+ (6, +4) (2-8, — 16)w. 
Setzt man jetzt 
(387) L(i)* =, 








an f= . ff Fe an HH sz» 
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so werden die zu § und » complementiiren Parameter 


(388) b—p ud j= - a 

Deshalb folgt aus Gleichung (386) 

(389) {° §1* (By +2) 1= (51° — 6,°-+-468,* +-2566,° +576 6,?-+-768 8, +512) 
— (6, +4) (6? —86, —16)w 

und 

(390) (P8 (,+2)n=C,'+ 66,'-4 186,'-4+326,3-+4 236,226, + 8) 
+i: +1) Gy? +28,—1) wm. 

__ Die Beziehung zwischen den beiden absoluten Invarianten J und 

J ergiebt sich daher unmittelbar aus Gleichung (146) m. vor. Abh., 

und zwar wird 


391 ‘Pellinigs Ar me 
(391) : (qt 1493+ 6392 ++ 709 —7)? : 1728, 
: (f*+ 1495 +-63 9? ++ 709 —T)* : 17289. 
Wenn man also die Werthe von » und 4 aus den Gleichungen (390) 


und (389) einsetzt, so sind J und J als rationale Functionen von &, 
und w dargestellt. 
Setzt man noch 


‘ L(14 

(398) = LaLa — &(4), 

so ist », sicher ein Parameter fiir die Transformation 14'°" Grades, 
also auch fiir die Transformation 28" Grades; dabei ist der Charakter 
von 9, gleich 4. Deshalb findet man zwischen &, und y, die Gleichung 
(394) §,°(E, +2)?,?—(6,'+ 463+ 116,?+ 146,48) 9, + 1=0, 
oder 
(304a) 28,*(E, +2), —= (E4-+46,9-+118,?-+ 146, +8) — (E+ 1)w. 


Daraus folgt dann 


(395) Ley =, 49L@ = &'ni, 
a 
L(14)24 = +, L(28)8 = bn 


so dass man diese Gréssen ohne Schwierigkeit als rationale Functionen 
von &, und w darstellen kann. 


Da @ in diesem Falle gleich 2 ist, so miissen alle Parameter mit 
dem Charakter 2 linear von einander abhiingig sein; es besteht daher 
auch zwischen &, und &, eine lineare Gleichung, niimlich 


(396) (8, +2) E, aia g, ° 
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VII. Abschnitt. 
Transformation vom Grade 2¢a. 
§ 40. 
Allgemeine Bemerkungen iiber die Transformation vom Grade 8a. 

Ist a eine Primzahl von der Form 2b + 1, so wird fiir n — 8a 
der Rang e@ = a — 2, wihrend fir n = 4a der Rang g, = £5 war. 

Es sei nun . 

£(4a) = L(2)% L(4)* L(a)* L (2a)* L (4a): 

ein Parameter fiir die Transformation vom Grade 4a, und der Cha- 
rakter von §(4a) sei ch; dann kann man durch Vertauschung von & 
mit S aus §(4a) sogleich einen Parameter §(8a) mit dem Charakter 
2ch herleiten. 

Setzt man niimlich 
(397) d= — 0, — 0, — 0, — 0, — 4,, 
so wird 
(398) §(8a) = L(2)?L(4)" L(8)* L(2a)* L(4a)* L(8a)*. 
Dabei ergiebt sich der Charakter von §(4a) aus den Gleichungen 
— 2ad, —3ad, —4(a—1)0, —2(2a -- 1) 0, — (4a—1)0, = 24k,, 
i" ad, + 0 — (a—1)0;,— (a—2)0,— (a—1)d,—24k,, 
(399) + ad,+3ad,— (a—1)d,;,— (a—2)0,— (a—4)0;—24k,, 
+ d+ 0 + (a—1)0,;4+ (2a—1)0,+ (a—1)d0,—24k,, 
+ 8+ 38,4 (a—1)d,4+ (2a—1)d,4+(4a~1)8,—=24h,. 
Fiir §(8a) sind dagegen die entsprechenden Gleichungen, wenn man 
die Relationen (397) beriicksichtigt, 
— 2ad,—3ad,—4 (a—1)0,—2(2a—1) 0, —(4a—1) 0, =241,—=24k,, 
— 2a0,—3ad,—4(a—1) 0,—2(2a—1)0,—(4a—1) 0,241, —24k,, 
+2a0,+ 0 —2(a—1)d,— 2(a—2)0,—2(a—1)0,—241,—48kh, , 
+ 2a0,+6ad,—2(a—1)0,;— 2(a—2)d,—2(a—4)d,—=241,—=48k, , 
— 26,— 30,4+4(a—1)0,+ 2(a—2)0,4+ (a—4)d,—=241,—24k,, 
— 208,— 30,44(a—1)0,+ 2(a—2)0,+ (a—4)d,—241,—24k,, 
+ 26,+ 0 +2(a—1)0,+2(2a—1)0,+2(a—1)0,=241,—48k,, 
by 298,+6a0,+2(a—1)0,-+-2(2a—1) 0,4-2(4a—1) 0; = 241,—48k,. 





(400) 





Es ist also 
+1,—2k,, l=2k,, l=2k,, l+-1,—2k,, |, —2k,, 1,—2k,, 


— 26,— 36,44(a—1)d,+ 2(a—2)d,— (a—4)d,=24Iy,. 
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d. h. der Charakter von §(8a) fiir die Transformation vom Grade 8a 
ist genau doppelt so gross wie der von §(4a) fiir die Transformation 
vom Grade 4a. Ist z. B. der Charakter von §(4a), niimlich 


ei +2 a+1 
oat Tarn renee a 





so ist der Charakter von §(8a) fiir die Transformation vom Grade 8a 


a+1 o+3 
8h Se 


also im Allgemeinen mdglichst niedrig, wenn der von §(4a) méglichst 
niedrig ist. 

Auch die weiteren Rechnungen lassen sich jetzt verhiltnissmiissig 
einfach durchfiihren, Ist niimlich §(2a) irgend ein Parameter fiir die 
Transformation vom Grade 2a, so findet man bei der Transformation 
vom Grade 4a eine Gleichung 


(401) F(§(2a), §(4a)) =0. 
Indem man nun @ mit : vertauscht, geht 
E(2a) in §&,(4a) und £&(4a) in §(8a) 


itiber, wodurch man aus der Gleichung (401) 


(402) F(é,(4a), &(8a)) =0 
erhilt, Ist dabei 
(403) E(2a) = L(2)" L(a)® L(2a)", 
so setze man 
6,= —(%+&+8&), 0—%&, 0, =—0, O,=&, 0; = &. 


Dadurch wird nach den friiheren Angaben 
E, (4a) = (4a) = L(2)* L(4)* L(2a)* L(4a)*: , 
E(8a) = L(4)* L(8)® L(4a)* L(8a)* , 
und der Charakter von §(4a) wird doppelt so gross als der Charakter 
von £(2a) fiir die Transformation vom Grade 2a. Da zwischen § (4a) 


und &(8a) dieselbe Gleichung besteht wie zwischen §(2a) und §(4a), 
so ist jede weitere Rechnung vermieden. 


§ 41. 
Allgemeine Bemerkungen iiber die Transformation vom Grade 16a. 
Ist a wieder eine Primzahl von der Form 2b + 1 und n = l6a, 
so wird der Rang @ gleich 4b — 1, also = (e+3) =2b+1—a. In 


diesem Falle lisst sich der folgende Satz beweisen: Ist 


Matbematische Annalen, XXXII, 8 
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(407) §(8a) = L(2)* L(4)* L(8)* L(a)* L(2a) L(4a)* L(8a)*: 
ein Parameter mit dem Charakter ch fiir die Transformation vom Grade 
8a, und geht §(16a) aus §(8a) durch Vertauschung von @ mit & 
hervor, so ist §(16a) fiir die Transformation vom Grade 16a ein 
Parameter mit dem Charakter 2ch. 

Der Beweis wird in ganz ihnlicher Weise gefiihrt wie bei dem 


entsprechenden Satze im vorhergehenden Paragraphen. Setzt man 
namlich nach Gleichung (124) 


(408) (A,)S(8a, D,) = 24 - 8ak,, 
wobei A, D, = 8a, und wo D, die Werthe 
D,=1, D,=—2, D, = 4, D, = 8, Di, =a, D, = 2a, D, = 4a, 


annimmt, und setzt man dem entsprechend 
(409) (A,’) S(16a, D,’) = 24 - 16al,, 


wobei A,’ D,’= 16a, und wo D, die Werthe 
1, 2, 4, 8, 16, a, 2a, 4a, 8a, 16a 
annimmt, so findet man , 
(410) srs =k, =2k, =2k,, = 2k, 
lL=k,, =k, 1,—2k,, l=—2k,, 1, —=2k,. 
Daraus folgt, dass der Charakter von §(16a) genau doppelt so gross 
st wie der Charakter von §(8a). 


§ 42. 
Allgemeine Bemerkungen iiber die Transformation vom Grade 2¢.a. 


Diese Betrachtungen lassen sich auch auf den allgemeinen Fall 
iibertragen, wo m= 2*-.a und @>2 ist. Dadurch findet man auch 
sofort die Gleichungen, welche man bei der Transformation vom Grade 


2¢.a braucht. Ist niimlich é(*) ein Parameter mit méglichst niedrigem 
Grade fiir die Transformation vom Grade >; und geht ¢(*) bez. in 


#(*) und &(m) iiber, indem man @ mit ; und ‘ vertauscht, so folgt 


aus der Gleichung 


F(6(2) (@)) ~9 


unmittelbar die Gleichung 


F (é (+); &(n)) on. 
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Béispiel. Es sei 
2 
L(sz) Lm) 
~ fn fn? 
u(t) +@) 
dann ist §(m) ein Parameter, und es wird 


D.— 2, Di=2, at, Dan 


2a? 2° 


(411) E(n) = 


und 
S(n, D) = 4a (t,2—3.) —4a(t,2—*)—4(4,2—*) +4(¢2—n) 
= 4a(t,?—t,?)—4(¢,2—1t,2). 
Fir D=1,2,4,...2¢-' wird daher 
t, = t, = t = t, = D, 


(412) 








also 
S(n, D) =0. 
Ebenso wird fir D =a, 2a,4a,...2%"a= ; 
D 
t=h=——, t=—t,=—D 
und deshalb 
S(n, D)=0., 
: oe 9a n 
Dagegen wird fiir D = 2« = — 
t, _ as i= ~) t= >, t=, 
also 
2 —_ 2 ws 
S(w, 2)—=—2* SS", (4) S(n, 2) ——FEE—Y — ond, 
folglich ist 
(413) ka = — 2°-3(q—1) = — 22-8), 
Endlich wird noch fiir D =n 
,- =? ==, = t, =n, 
S(n, n) = Sue“ aah WAnkea, 
oder 
(414) keg = + 24-3 (a—1) = + Qe, 


Daraus ergiebt sich, dass der Charakter von & gleich 2*-*b ist. Man 

erhilt auf diese Weise 

fiir n=4a, 8a, 16a, 32a, 64a, 1284, 256a, 512a,..., 

e+l=b, 2b, 4b, 8b+2, 16046, 32b4-18, 64b+42, 128b+-98,..., 
ch=b, 2b, 4b, 8b, 16), 32d, 64d, 128, .... 

8* 
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Dabei hat §(”) die gewiinschte Form, denn man erhilt die Parameter 
¢(*) und &(m) durch Vertauschung von @ bez, mit + und & 


aus & (). 


§ 43. 
Transformation vom Grade 24. 


Fiir n = 24 wird g = 1 und der in dem vorhergehenden Para. 
graphen angefiihrte Parameter 


x= LE (24) L(A? 
(415) ix (12)? L(8)* ° 
Ausserdem moégen hier noch die beiden Parameter 
L(12)*L (2)? L(6)* 
(ate) b= Tere ™ &=rEreFr 


hervorgehoben werden, die nach Gleichung (352) auch schon Para- 
meter fiir die Transformation 12'" Grades waren, und zwischen denen 
nach Gleichung (353) oder (354) die Beziehung 





am bm sz, we bm -iee 


besteht. Jetzt ist aber nach Gleichung (265) und (266a) ftir die Trans- 
formation 6'" Grades 
£, (6) = L(6)° 1 — 9&,(6) 


; LG Ley ~ 1—% 6)’ 
wobei 


. L(6)* ov 
52(6) = “LBS Ley 2" 
ist, folglich ist 


a 198° _ &:(3—6&)) | 
(418) Fi (6) me & &,? 1+ &, 


Vertauscht man jetzt @ mit + so geht 


£,(6) in &,? und & in & 
liber, folglich wird 

2, (8-6) _, &(t-+6)(8—£) 
_ tie (1-+6)* 
und 


(4198) &—=7pp, wo w= +VEIFH)G—-H—2+--5; 


(490) fe BHE-* 8+ 0b— P40 


— 8 8E+u (8+é" 


Durch die Gleichungen (356) und (358) sind L(2)*, L(3)!%, 
L(6)*, L(4)8 und L(12)** als rationale Functionen von & dargestellt. 














Zur Transformation der elliptischen Functionen, 117 


Mit Riicksicht auf Gleichung (420) kann man daher diese Gréssen 
auch als rationale Functionen von € und w darstellen. 
Vertauscht man noch in der Gleichung 
L(12)4 nalts (1— 3 &)'! (1-4-3 &,)*(1-+ &) ati ae it(s—E)* 
Ea"! (1— &2)* (1— &:)"* (1+ €)*(8-+€)) 


@ mit + so erhalt man 


ed 117g — £)2 

om) Lady = LQ" ope pero 

Zwischen § und J besteht die Gleichung (359), nimlich 
,* 1:1—(1—9£,?+ 3,4 —3€,*)8(1—3&,?)8 

(422) :(1— 12§,?-+ 308,4—36€,°+ 9€,5)? (1 —6£&,?—3£,4)? 
| : 1728 &,'2(1—&,?)3(1 —9€,?). 


Der zu § complementire Parameter ist 





é > 4, 
folglich findet man aus Gleichung (422) 
J: J —1: 1 == (243 — 243 &2 + 9&4 — £6)3 (3 — §2)3 
(423) :(729 — 972 &* + 270 &4 — 36 & +- &§)?(27 — 18 &? — £4)? 
:1728 §'2 (9 —&?)3 (1 — &?). 
Die Gleichung, welche dabei zwischen § und &, besteht, heisst 
(424) (8+&)?§,? — 2(3+4+6§ —&)&, + (1—&)? = 0; 
sie wird symmetrisch in Bezug auf & und &, wenn man fiir € den 
Werth 3 £ einsetzt. 


§ 44. 
Transformation vom Grade 48, 96, u. s. w. 


Indem man dieses Verfahren fortsetzt, erhilt man auch die Trans- 
formation vom Grade 48, 96, u. s. w. 
Setzt man niimlich fiir n = 48 
‘ (48)! L(8)? L(y b(4)" Lo)? 
425) F= Teylag? Taye? & = Ley Ler 
so bleibt die Gleichung (422) zwischen J und &, bestehen. 
Der zu § complementiire Parameter ist auch hier wieder 


Z= 4, 


so dass auch die Gleichung (423) bestehen bleibt. Da jetzt aber & 
anders definirt ist als in dem vorhergehenden Paragraphen, so muss 
man hier die Gleichung (424) ersetzen durch die beiden Gleichungen 
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(426) es oid — 2(3-+6n,—1,?)& + (L—1)? =0, 
(1-+&),? — &(3—§) = 0. 
Die absolute Invariante J ist daher eine rationale Function 12‘" Grades 


von &?, J ist genau dieselbe rationale Function von =, wiahrend 
die Beziehung zwischen § und &, durch die beiden Gleichungen (426) 
gegeben ist, 


Fiir » = 96 miisste man setzen 


. = L(96)'L (16)* 5 om - _LE6y 
497 ~ (48)?L(32)8? 2 DL(3)' L()?? 
(427) __-E(24)* La)? (48)! £(8) 

"Lay Ley? Lear Laeyr? 


dann gelten auch jetzt noch die Gleichungen (422) und (423), wiihrend 
die Beziehung zwischen § und &, durch die drei Gleichungen 
(3-+-7,)?§,? — 28-+6y, —n,”)& + (l—n,)? = 0, 
(428) Josten — 50m = 0, 
(1+8)m,? — §3—§) —0 
gegeben ist. 
In dieser Weise kann man fortfahren und erhilt fiir » = 2* .3 


nv2 
MMe. 
_— n 2 n\4? 
(429) L(+) 1(3) 
_ L(2’.12)* L(2”. 2)? 
P L(2”.6)* L(2”.4)* 
Die Gleichungen (422) und (423) gelten dann fiir alle Werthe 


von «, welche grésser als 3 sind, wiihrend die Beziehung zwischen 
— und & durch die Gleichungen 


(3-+,)°6,? — 2(8-+6y, —0,7)& + (1—)? = 0, 
(430) Jaen Ny? — Nv4i(3 — Hvar) = 0, 

(1-++-&)m2_, — &(3—§) = 0 
gegeben ist. 


. = + L(6)? 
3 L(3)* L(2)?? 


(vex, 2,3,...a—3). 


§ 45. 
Transformation vom Grade 40, 80 u. s. w. 
Setzt man 
___ Lo) ___—E(10)8 
- T=TOLa? "~ LerLe’ 
(431) __ L(20)> L(2) be 1L(40)5 L(4) 
t~™ £(10)5 L(4) ’ 


2= ToL (8) ’ 
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allgemein 
‘ a L(2”-10)° L(2”) 
(432) g, L(2” -5) L(2” -2) ? 
so gelten nach Gleichung (272) und nach Gleichung (370) die 
Relationen *) 








ow SS Bs a ten ye 
(483) . 1 1+ 7 , “a (1+ n) (i—4 ’ 
wobei 
(434) w= YVy(1 + m) (1 + 47°), 
oder 


(433a) (1-4) (1—4y) & — 2(1 +m) (1+ 6m) & + 1—4n)? = 0. 


Daraus folgt auch noch eine Gleichung zwischen §, und »,, niimlich 
(435) 18,7 — 2(2— ) & + 9,7 =0. 

Indem man @ mit . vertauscht, geht 7, in §, und &, in &, tiber, 
folglich findet man aus Gleichung (435) 
(436) 6, 6,2 — 2(2 — &) & + &? =0. 
Ebenso erhilt man die Gleichungen 

ro 3? — 2(2 — &,) & + &,? =0, 

(437) | 536," a jing hes . . a es 


Jetzt gelten die beiden ential 

J:J—1:1—(1 —4n + 16y + 16°) 

(438) : (1 4?) (1 — 29 + 2)? (1 — 2 — 49°)? 
>< (1 — 2y — 6? — 8x3 — 4n!)? 

: 1728 q"° (1 — 4m) (1+ 0), 


(JF: F—1:1— (1 — 49+ 1675 + 167°) 
: (1 + 4°) (1 — 2y + 272)" (1 — 2y — 472) 
>< (1 — 29 — 6? — 843 — 47") 
| : 112899(1 — 43) (1 + 9), 
gleichviel ob es sich um die Transformation vom Grade 10, 20, 40, 80 


oder allgemein 2*- 5 handelt. Auch hat 7 tiberall dieselbe Bedeutung ; 
dagegen ist 


und 


(439) | 





*) Die Bezeichnungen sind hier so gewihlt, dass die Gréssen, welche in 
Gleichung (271), (272) und (364) bis (374a) 
Es, §& 7% 
genannt wurden, hier bez. : ae 


ny M1» & 
heissen. , 
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z int aa. 
0) eS Tee)” 


(440) 4n(20) = &,, 4n(40) aaa 4 (80) - és, ee 
4y(2*-5) = & 4. 


Die Beziehungen zwischen den Gréssen 9, ,, &, &, +--+ sind dabei 
durch die Gleichungen (433) bis (437) in der einfachsten Weise gegeben. 


? 


IX. Abschnitt. 
Transformation vom Grade 3a. 


§ 46. 
Allgemeine Bemerkungen iiber die Transformation vom Grade 3a. 
Ist a eine Primzahl von der Form 2b + 1 = 61+ 1 und n= 3a, 
so wird 9 =2/-—-1. In diesem Falle erhilt man also 
(441) == L(3)% L(a)® L(3a)* 
und 
S(3a, D) = ad, (t,? — 3) + 30, (¢,2 — a) + 4,(t,? — 3a). 

Dies giebt 

— 2ad, — 3(a — 1) 0, — (Ba — 1) 0, = 24h, 
as | +2ad,— (a—1)0,— (a — 3) 0,— 24k,, 
= | _ 28, + 3(a —1) 8, + (a—3) d,— 24k, 
 +28,+ (a—1)0,+ (3a — 1) d, = 24k. 


Fiir @ = 61 —1 erhalt man hieraus 


21(31 — 1) 6, = — (31— 2)k, + 91k, + 2h, 
(443) 21(31 — 1) 6, = + (31 — 2)& + 31k, + 2ak,, 
| 21311) a, —— 91 — 2) k, — 91k, — 2aky, 

0 1 


und fiir a = 67+ 1 
21(31 + 1) 6, = — (31—1)k, + (91+ 3)k, + 2h, 
(443a) | 21(381+ 1) 6, =+ (1 — 1)k, + BI+ Ik, + 2ak,, 
| 21(31 + 1) 0, = — (914+ 1) k, — (914+ 3) hk, — 2ak,. 


§ 47. 
Transformation vom Grade 15. 


Fir »=15 wird a=5, l=—1, @=1, und die Gleichungen 
(443) gehen itiber in 
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40,=-— k+9k, + 2k, 
(444) 40,—=-+ hk, + 3k, + 10k,, 

40, == — Tk, — 9k, — 10K,, 
also 


(445) {9, + 6, = 3(k, + k,), 0, + 6, = — 2(k) + k,), 

\ 2(8, + 0,) = — 3(ky +h). 
Deshalb muss k, + k, durch 2 theilbar sein. Sobald man den Zahlen 
ky, k,, ky Werthe beigelegt hat, fiir welche 0, eine ganze Zahl ist, 
so liefern diese Werthe auch fiir 4, und 0, ganze Zahlen, wie man 
sofort aus den Gleichungen (445) erkennt. Dadurch findet man leicht 
die folgenden L-Producte mit dem Charakter 2 


oe 1(15)8 £ — 2115) Les)" “ee _1(18)> 


LOLeEy’ = Le ° “L(S)* L (8)? 


i __ L (15)? L(5) _L(15)t | 
(446) Sa LS) L(3)*’ g5 Ley” oo L® Ly’ 
L L 
gy = MOZ® |g, — L(15) L(G) LQ).*) 
Nach Gleichung (58) Nr. 5 ist 


= 6 (55) 9 G3) 0 Ga) & Ge 


eine Transformationsgrésse. Dabei wird aber 


z-*G >) “(4 o) (42) (=> — oar 


folglich ist 








<= * L(15)> (Ge — 27 gg®) f(15)® 


1" LEP Lay ~~ FGP TG) 
ein Parameter. Dasselbe gilt von §, denn bei & sind die Exponenten 
simmtlich gerade und auch die Bedingung 


=D(D — 1) (D — 2) 8=0 (mod. 24) 
wird befriedigt. Deshalb sind auch 


(447) b= 86 und &— 3 





*) Man erhilt diese L-Producte, indem man fiir fo» ky, ky, ky die folgenden 
Werthe einsetzt: 








\ 
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Parameter, und zwar laben &,, &, &, & siimmtlich den Cha- 
rakter 2.*) 
2 
Durch Entwickelung nach Potenzen von hk” =z findet man, 
dass zwischen &, und &j die Gleichung 


(448) £62? + (6)? + 58, — 1) §& + 96, =0 
besteht. Dies giebt 

(448 a) 26,8 = 1—5é, —&2+ w, 
wobei 


w= +VCFE—')0— 1G 8) 
= V1 — 108, — 138,? + 108,34 &¢ 





(449) { 


Daraus folgt 


26,5 L(3)!? == 2£,3§,3 
(450) | = (1—5§, — &,*) (1— 10§, —4&,? + 10,3 + &,4) 
+ (1 — 25, — §,”) (1 — 8&, — &,") w, 
oder , 
(450a) | €,° L(3)*4* — (1 —5&,—&,?) (1L—10 €, —4£,?+ 10€,34- €.4) £(3)” 
+ 729§, = 0. 

Fir ky =—3, kk =—1, kh = +3, ks =+1  erhilt man 
noch den Parameter 
(451) n = L(5)*, 


dessen Charakter gleich 4 ist. Deshalb findet man durch die Ent- 
wickelung nach steigenden Potenzen von z die Gleichung 


(452) &,° L(5)"* — (1 + §?) (1 — 98, — §?) L(5)* + 1258, = 0, 

oder 

(452a) 26,97 =26,°L(5)°=(1+§,*)(1 —9&, —&,*) + (1—48, — &,*)w. 
Setzt man den Werth von Z(3)" in die Gleichung (172), 

namlich in 


J: J —1:1 = (L243)3 (L427): (L418 L"?— 27)? : 1728 L®, 





*) Dagegen sind 


” a— ot 5  & 
§, Es = §26;, §, é,? &, E, 


keine Parameter, weil 


{262 
& _ Lis f (6) AG 





$ L(3)* FB) » (28) »' (42) 
5 5 


. 7 . 20 " 20 
als rationale Function von eG?) das Zeichen wechselt, wenn man o( ~~) 


mit e(4*) vertauscht, 
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oder den Werth von L(5)°=y in die Gleichung 
(453) J:J—1:1—(ny?+ 10 4-+-5)*: (n? +4 y— 1)? (y?+4- 22 y + 125): 1728 y 
ein, so erhilt man J als rationale Function von & und w. Dies giebt 
1728 - 4[(1 + &?) (1 — 96, — &?) + (1 — 48, — &,*) w] 68S 
(454) = [(1—18&,+ 81§,?— 8&,3— 180€,44+-18€,54 €°+ 8,7) 

+(1—98, +8,5—6,4)(1—48, —&,?) eo}. 

Der zu §, complementiire Parameter ist wieder £,, so dass man aus der 
Gleichung (454) auch J erhilt, indem man + w mit —w vertauscht; 


oder mit anderen Worten: J und J sind die Wurzeln derselben quadra- 
tischen Gileichung. 


Noch einfacher kann man die Beziehung zwischen J und J durch 
die Gleichung (453) und die Gleichung 


(455) J: J—1: 1 (9? ++ 104 +.5)*: (g? ++ 4y — 1)" (424-22 y + 125) 1728 9 
darstellen, wobei 

7 xe 125.0(3)? __ 126 
(456) q- L(15)6 £27 


der zu y complementiire Parameter ist und aus dem fiir 4 gefundenen 
Werthe hervorgeht, indem man in Gleichung (452a) + w mit — w 
vertauscht. 

Schliesslich ist noch 


(457) L(15)!? = &° L(3)"* L(G)", 


also gleichfalls eine rationale Function von § und w. 


§ 48. 
Transformation vom Grade 21. 


Fir n=2!1 wird a=7, 1=1, g@=1 und die Gleichungen 
(443a) gehen iiber in 
408,=— k+6k,+ k,, 
(458) 40,—= + ky + 2k, + Th, 
40, = — 5k, — 6k, — Tk, 
also 
(459) 0, +46,=2(k, +h), 9,+6,=— (+h), 
2(8, + 95) = — 3(ky + ky). 

Deshalb muss k, +k, eine gerade Zahl sein. Sind die ganzen 
Zahlen ky, k,, k, so bestimmt, dass 0, eine ganze Zahl wird, so sind 
auch @, und @, ganze Zahlen. Dadurch erhilt man 8 L-Producte mit 
dem Charakter 2, nimlich 
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L(21)? ZL(21) L(7 ¢ 
b—-payier b= —“Te > &=—LeNLey, 
L(21)°L(3) L(7) L(21) 
(460) \i— “Tar Be bb Tee 
‘ £21) Piss Li) ¢ 
7—="L@” Li LB) ) 


Hierbei ist &, sicher ein Parameter, denn die Exponenten 0,, 0,, 0; 
sind gerade Zahlen und geniigen der Bedingung 


ZD(D — 1) (D — 2) d=0 (mod, 24). 
Nach Gleichung (58) Nr. 5 ist 


Rm 6 (32) 9 ($2) 9 (SE) w (BP) w (288) w (MR) — HRT 


eine Transformationsgriésse, folglich ist auch 


Vi, L(t) sf (21) 





Q?  GFLMLE ~ 77 F) 
eine Transformationsgrésse. Dasselbe gilt von 


ler) —9Cr)| dotiney- per) T)| 


ik c LaF ’ 
so dass auch 
¢ — LEDL@ _ fen ft 
ose f(3) 


eine Transformationsgriésse ist, d. h. § ist gleichfalls ein Parameter. 
Dasselbe gilt von 


(461) E—§t und & =~. 
Dagegen sind 
(462) E3, Fi _— Ses, é, = &, g, = E, gE, 


2 
keine Parameter. Durch Entwickelung nach Potenzen von h” = 
findet man 


(465) &,.? — (1 — 3&, + &,?) & + 78 =0, 


*) ‘Die  mapeateil Werthe von ky, k,, k,, ks sind die folgenden: 





Terel=[@lelelele 





hy| + 1 —! +2] 0 +1 Q |—1/+2 
Ahh Spt if told 2/—2) 0 | 0 


by|—1) +4 0 | 3) +1); 0 fe Sa 
b\+0|+1 —1}+1) 0 |+2)42) 0 
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oder 

(463) 26,6 = (1 — 36, + &,") + 4, 

wobei 

(464) w= + V1 — 65, — 17§,? — 683 + §4#—+1+- at 
Ferner wird 

(465) n= L(1) = ad a= 49 L(3)* 4949 





& Lei ~ FFL eG?’ 
und zwar findet man aus Gleichung (463a) 
26,5) = (1 — 6&, — 36,? — 66,5 + &) + (1 — 38, + &,”) w, 
26,34 = (1 — 66, — 36,7 — 68,5 + &,*) — (1 — 36, + &*) w, 
d. h. » und » sind die beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung 
(467) &,3q? — (1 — 68, — 38,7 — 66, + &!) n+ 498, =0. 
Nun ist nach Gleichung (146) m. vor. Abh. 
J: J —1:1 = (x? + 139 + 49) (y? + 5y + 1) 
ene) : (qt + 1493 + 639? + 709 — 7)? : 1728, 
so dass man J sehr leicht als rationale Function von —, und w dar- 
stellen kann. Dabei sind die zu &, und » complementiren Parameter 


(466) 





&, und 4» = = , so dass J in J tbergeht, wenn man +w mit —w 


vertauscht. Dadureh erhilt man 
(469) [784 eee ee eee ; 
:(q* + 1493 + 63x? + 70m — 7)*: 1728y. 
Um auch noch L(3)'? und L(21)° rational durch &, und w aus- 
zudriicken, beachte man, dass 


(470) L (3)? —= 2, und L(21) = 66,7," 

152 
wird. Nun ist allerdings &, kein Parameter, aber &,? ist einer mit 
dem Charakter 4 und ‘geniigt der Gleichung 
(471) &,4€,4 — (1 — 108, + 158,2 + 288,9 — 7&,*) &? + 1898, =0, 
oder 
(471a) 2§,4§,2?—(1— 10€, + 15€,?+4 286, 3—7£,4)+(1—7&, +7&,*)w. 
Dadurch wird es auch méglich, L(3)'? und L(21)° als rationale Funce- 
tionen von &, und w darzustellen, 
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X. Abschnitt. 
Transformation vom Grade 9a. 


§ 49, 


Allgemeine Bemerkungen iiber die Transformation vom Grade 9a. 


Ist »=—9a und a irgend eine Primzahl, so wird 9 =a — 2. 


Setzt man jetzt wieder 
(472) — = L(3)" L(9)* L(a)* L (3a) L (9a), 
so ist 


S(n, D) = 3a0,(¢,? — 3) + ad,(t,? — 9) + 940, (¢,? — a) 
+ 30, (t,?—3a)+ 4; (é,? — 9a). 


Daraus findet man 


{f — 6ad, — 8ad, — 9(a -— 1) 0, — 3(3a — 1) 4, 

— (9a—1)0; — 24k,, 
+4a8,+ 0 —2(a—1)é,— 2a—83)9d, 

— 2(a—1)0, = 24k,, 
+ 2ad,+8ad,— (a—1)0,— (a—3)9d, 

— (a—9)d, = 24k,, 


(473) . 


-~ 66, — 80, + 9(a— 1) d,+ 3(a— 3) 9d, 

+ (a—9)0, —2%4ky, 
+ 406, + O +2(a—1)d, + 2(3a— 1) 3d, 

+ 2(a—1)0; = 24k,, 
+ 26, + 88,+ (a@—1)6,4+ (a —1) 4, 

+ (9a —1) 0, — 24k,, 





oder, wenn man der Kiirze wegen a? — 1 mit G bezeichnet, 


(474) 


( Gd, =— (a+1)k, + (a—1)k, — (a+1)k,+ 09 — Gk,, 
2G0,=+ 6k, —3(a—2)k, +6(a+1)k, + 6h, + Y9k,, 





2G0,—— 6k + 38% + OO ++6ak,—8ek,, 

Gd,=+ (@t+1)k&+ (a—5)k,+ (@+1)k,+ 0 +6ak,, 

|2G8,=— Gak, + (Ga—3) k, — 6(a+1) hk, —6ak,—9ak,. 
§ 50. 


Transformation vom Grade 18. 


Fir n = 18 wird a= 2, @ = 0 und die Gleichungen (474) gehen 
iiber in 





f 
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:=—— k+3k,— k,+ 0 — 2k, 
26,=+2k,+ 0 +6k, + 2k, + 3k, 
(475) 20,—= —2k,+ k+ 0 + 4k, — 2k, 
=—+ h-— + + 0 + 4k, 
26, = — 4k, — 3k, — 6k, — 4k, — 6k,. 


Setzt man daher k, —0 und k, =O und von den vier Gréssen 
ky, ky, ky, k, die eine gleich + 1, eine zweite gleich — 1 und die 
beiden iibrigen gleich 0, so erhilt man 6 L-Producte mit dem 
Charakter 1, naimlich 

eS ae = Sn’ 
476)" L@ LGR? LOFLE)’ SL) LEP 

e — L8G), _ List L@) Le) , _ LUs)L() LQ) 

+= LoPL@? =~ L@L® ? &—~ LorL@ *” 
Dabei ist 


non guy CF) ) 


2 LQ? Le) ~ Foe — 7(28), Aw s). ). (2) 





a=2 FS 5° Oo 





— 1 a 


— 5) AS 2) 9)’ 


a 





folglich ist §, eine rationale Function von (4°), die sich nicht 


iindert, wenn man (3 ®) mit pA oder mit p(2" = (4 


vertauscht. Deshalb ist é eine Transformationsgrésse nullter Dimension, 
also ein Parameter. 
Der zu § complementiire Parameter ist 


(477) E = =, 
— ist auch §&, ein Parameter. 


*) Die zugehérigen Werthe von ko, k,, ka, kg, ky, &, sind die folgenden: 




















| & | & | & | & | & | be 
ki o |+il+il o |—al o 
k!o}|ol!lo}oj]ol]|o 
Ie} 0 |—1| 0 i’ @ buns 
kj|—1] 0 — ete 0 |+1 
ki} o}o}]o0}]0}]0)]0 
kj +1] 0 | o |41{41] 0 
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Die Grésse 


478) &3 fees e(=*)-e@ at 4? 7 
( ) _ eae F383) F(2)% o(2) - (22) — eo 3 (6) 





ist schon fiir die Transformation 6’ Grades ein Parameter, ausserdem 
ist auch §,? ein Parameter, weil die Exponenten 4,, 0,, 0,, 9,, 9; 
simmtlich gerade sind. Daraus folgt, dass auch § selbst ein Para- 
meter ist. Mithin sind auch 
ae Pe at 
(479) iF — é, ? g; é, ? &, é, 
Parameter mit dem Charakter 1. 
Zwischen je zwei von diesen 6 Parametern besteht eine Gleichung 
von der Form 
agaks +. bé, +. c&s + d= 0, 
wo man die Zahlcoefficienten a, b, c, d sehr leicht durch die Ent- 
1 
wickelung von §, und &; nach steigenden Potenzen von h® = 2 findet. 
Dies giebt die Gleichungen 


: = é wi 
| | é = 1— 26 a Se = , 
; ee © 2 


Da &,° = &,(6) ist, so folgt aus Gleichung (268a) 
J:J—1:1=—(1 — 6€,3 — 12€,° — 8&,°)3 (1 — 28,3) 
:(1 — 8§,°—8§,°— 8&,'*)? (1 — 46,°— 8§,°)* 
: 17286,'8 (1 + &°)? (1 — 8§,°). 


Der zu §, complementiire Parameter ist 


é, —_ Ls ’ 


(481) 





folglich wird 

J:J —1:1 = (64 — 48£,3 — 12€,° — £,%)3 (4 — &,3)3 
: (512 — 512§,3—8€,9— &,'*)? (8 —4&,3— &,5)? 
: 17288,19(8 + &,3)? (1 — &,°). 

Aus den Gleichungen (267) findet man ohne Weiteres 


(482) 





ao. ee 
LO = BOF es? 
ey2 _ (+ &3*)* (1 —8§") 
(483) L (3)? = ‘ 


L(6)** = (1+ &*) (1 — 8&,5)° 
E3'” ’ 











* 








Zur Transformation der elliptischen Functionen. 


und aus den Gleichungen (476) folgt noch 
L(9)3 = & _ 28) (1+ ai, 








484 &,” §;° 
oo) Liss Ey _ (A — 25)? + Es) 
L(2)8 be §s 
§ 51, 


Transformation vom Grade 45. 
Fir » = 45 wird @ = 3 und die Gleichungen (474) gehen iiber in 





44,.—— k+4k— &+90-— &k, 
166,=— + 2k, —3k,+12k,4+ 2hk,+ 3h,, 
(485) 160,=— — 2k, + ki + 0 + 10k, — 5kh,, 
44,—=+ ht+O0+ k+ 0 + 5k, 
160, = — 10k, — 9k, — 12k, — 10k, — 15k,. 
Hieraus findet man 10 ZL-Producte & mit dem Charakter 4, nimlich 
. on Se. ¢ — 2s 
(5) L(3) ’ L(3)? ’ 
gL) Eis) _ 
: L(9) L(5)* ? 4 L(9)* L(5) ? 


2 L (45) L(3 1 (45)? L(5) L(3 
(486) io Lis) er? bo = ee PO 
¢ — LES) LOPL@) — ¢ _ L(as) 119) 

L(15) L(9)?? 8 L(5)  ’ 
Bam LLG LO? 5 Ls) LO) L(8) 
°9 L(15)3 L(g)? ? 10 L(15)? L(3)? 


ore 








*) Die zugehérigen Werthe von ky, ky, ky, ks, ky, k, sind die folgenden: 

















jejelejelelelelelelmialalalan 












































ky |+4}—1|/+1/+3] 0 | —3/—1/-—2] o |41/41]—1/+2] 0 
k| o |}—2!|0/]0]0!]0/]0/] o |+2}/—-2}/~—2/~2}] 0 | o 
ke} o |—1/—1/—3]/—4/—1]-—3/4+2]/—2/41/—1/41] 0 [42 
ky} —4}/4+1}/—8/—1] 0 |+1/+3/—2/+2/41/+2] 0 |41]—1 
k| o |+2] 0 | 0 | o | © | Oo} Oo [—2}/—2] o | o |—2]—2 
k| o |+1}/+3{/+1]/+4/+3]/+1/+2] 0 |41| o |+2/—1]41 


Die L-Producte 
L(5) L(45) L(9) L(5) _ 1 (45) L(9) 


n= “L(3)* ? = L(3)? ? 1: = L(15)*’ 4 (15)? ? 
welche in dieser Tabelle noch beriicksichtigt sind, haben den Charakter 3, sind 
aber keine Parameter. 
Mathematische Avnalen, XXXII, 9 
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Dabei ist &, sicher ein Parameter, weil die Exponenten 0 gerade 
sind und der Bedingung 


ZD(D — 1) (D — 2) 8 =0 (mod. 24) 
gentigen. Auch & muss ein Parameter sein, denn 


T(15) 
(487) 5,8, — sna aE 


ist schon ein Parameter fiir die Transformation 15'* Grades. Zwischen 
dieser Grésse und L(5)° gilt aber nach Gleichung (452) die Beziehung 
&° (5)? — (1 + &) (1 — 9& — &) £(5)® + 125§ — 0, 
und es ist 
&°L(5)° = &,", 
folglich erhilt man die Gleichung 
(488) «E," — (1+ #) (1 — 98 — &) 8 + 158 = 0, 
oder mit Riicksicht auf Gleichung (487) 
(489) &(1 + &°) &* + 96,°&° + 96,6 — (1 — 1256,°) = 0. 


Die zu & und &, complementiiren Parameter sind 


<1 (45) L(3) x 5 
(490) § “™ ~L(15)* Loy und E, eas ee 


folglich besteht zwischen — und &, die Gleichung 
(491) = BES — (14 BF (1— 9 —B) E+ 15 = 0. 

Aus den Gleichungen (488) und (491) folgt 

ah» 1 — 9§) — &(E—9&*) + &°6* 
(492) 5,3 = Eri: —~ +eF , 
[e* — 78 (E + 9) + BEE + 9) — §] 
(493) [xt &?E7(E + 9) + EEE + 9) — &] 
— 125€282(€— — 1)’ = 0. 

Aus der Gleichung (145) m. vor. Abh. fiir die Transformation 

5'ee Grades findet man daher 


J:J —1:1 = (&,° + 10€7&,3 + 5&4) 
: (&,° + 4§76,3 = §)? (é,° + 22 §? &,3 + 125&*) 
: 1728§'° &,3, 
| J: J —1:1 = (E4€,° + 2508E,3 + 3125)° 
(495) | : (&*E,°— 500 Fg,» 15625)" (E*E,° + 228,94 15) 
: 1728 £0g,15, 
Somit sind J und J als rationale Functionen der beiden Parameter § 
und & dargestellt, wobei zwischen & und & die Gleichung (493) besteht. 


(494) 












(496) | 





oder 


(497) 











4+ 


Zur Transformation der elliptischen Functionen. 


XI. Abschnitt. 
Transformation vom Grade 6a. 


§ 


52. 


Allgemeine Bemerkungen iiber die Transformation vom Grade 6a. 


Ist » = 6a und a eine Primzahl von der Form 6/ +- 1, so wird 
eo@=a—2 und 


& = L(2)* L(3)* L(6)* L(a)* L(2a)* L(3 a) L(6a)*. 
Daraus folgt 


, —3a0,—4ad,—5ad,— 6(a—1)d,—3(2a—1)30, 


—2(3a—1)d,— (6a—1)d, = 24k,, 
+3a0,—2ad,— ad,— 


a0,+4ad,+ ad,— 


ad, +2a0,+5ad,— 
— (a—3)d,— (a—6)d, = 24k,, 


38,— 


38,— 


d,+ 


a+ 


48,— 5d,+ 


3(a—1)d,— 3(a—2)d, 
(3a—1)d,— (3a—2)d, = 24k, , 
2(a—1)d,— (2a—1)0, 
2(a—3)d,— (2a—3)0, = 24k,, 
(a—1)d,— (a—2)d, 


6(a—1)d,+ 3(a—2)d, 


+ 2(a—3)d,+ (a—6)d, = 24k,, 


20,— 0, + 


3(a— 1)8,+3(2a—1)6, 


+ (a—3)d,4+ (2a—3)d, = 24k,, 


40,+ 93+ 


2(a—1)6,+ (a—2)d, 


+2(3a—1)8,+ (8a—2)d, = 24k,, 


20,+ 50,4 


-+- 


(a—1)é,+ (2a—1)0, 
(3a—1)8,+ (6a—1)d, = 24h, 


{ (a? —1) 8, = — (3a+-2)k, +2(3a—1)k, +(a—2)k, —2(a+1)k, 


+h,—8k,—3hy, 


(a? —1)8,=—(2a+3)k, +(a—3)k, +3(2a —1)k,—3(a+1) ky 


—k,—4k,—9k,, 


(a?@—1)d,=+ (a+6)k,—2(a—3)k, —3(a—2)k, +6(a-+1) ky 


+5k,+8h,+9h,, 


(a?—1)d,—— (a+6)k, —(a—3)k, — (a —2)k,— (@ +1), 


+5ak,—4ak,—3ak,, 
g* 
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(a? — 1)d, = + (2a+3)k, +2(a—3)k, +(2a—1)k, +2 (a+ 1)k, 
—ak,+8ak,+3ak,, 

497) | N84 —=+ Ba+2)hy + Ba—k, +3(a—2)h, +3 (a+ 1), 
+ak,+4ak,+9ak,, 

(a?—1)d,—= (6a+1Dk, —2(8a—1)k, —3 (2a—1)k,—6(a+1)k, 

: — 5ak,—8ak,—9ak,. 


Setzt man z. B. 





L (8a) L(6a} L(a) L(8) L(2)* 





























za La) Li) g g, — Lat Lia) Lie) L 
1" L(2a)L(6)? L(a) L(3)’ “~~ L(sa) L(2a)? L(6)?  ? 

so findet man bez. fiir 

| 12k, | 12h, | 12k, | 12k, | 12k, | 12k, | 12k, | 12k, 
g, a—1 | 2(a—1)|—(a—1) | —2(a—1) —(e1) |_2(a—1) a—1 | 2(a—t) 
&| 2(a—1)| a—1 |—2(a—1)| —(a—1) ie’ wpe 2(a—1) | a—t 
g 0 3(a—1) 0 — 3(a—1) 0 — 3(a—1) 0 3 (a—1) 

§ 53. 


Transformation vom Grade 30. 
Fir » = 30 wird a=5 und g@=3. Die Gleichungen (497) 

gehen dann iiber in 

240, = —17k,+28k, + 3k,—12k,+ k,— 8k,— 3k,, 
240,——13k,+ 2k,+27k,—18k,— k,— 4k,— 9h,, 
240,—-+-11k,— 4k,— 9k,+36k,+ 5k,+ 8h,+ 9k,, 
(498) { 2406,——11k,— 2k,— 3k,— 6k,+25k,—20k,—15k,, 
240,=+13k,+ 4h,+ 9k,+12k,— 5k,+40k,+154,, 
246,=+17k,+14k,+ 9k,+18k,-+ 5k, + 20k, +45k,, 
| 240,—= — 31k, —28k, —2T7k, —36k, — 25k, —40k, — 45k,,. 


Daraus findet man 2 L-Producte mit dem Charakter 2, nimlich 





E L(30)? L(5) L(3) L(2)? 
_— F 


(499) ~ L(i8) Loe L(6)* 
; g, — 2630) L(5)* Lis) Le) 
2 ~~ L(15)? L(10) L(6) 


und eine grosse Anzahl von Z-Producten mit dem Charakter 4. Es 
geniigt, die folgenden hervorzuheben: 














Zur Transformation der elliptischen Functionen, 


e — _4(30) L(15) £2) yg (OY 
3" L(10) L(6) L(S) L(3)’ 4 LL (5)* Z(2)*? 
z L130" List ga —L(t0)8 
5 = Tas) Le’ 6 LO) Le)? ? 
OM) 1g a Ear tay 5 — —_E(10) _ 
°7 £5) L)* SL) Ley? 
1(30)5 L(3) 





See ee ee) 
29 “L(15)> L(6) 


Ausserdem sollen noch drei L-Producte mit dem Charakter 6 benutzt 
werden, niimlich 


(15)? L (3)? gE, L,(30 L(6)* » *) 


- L(15)$ ym 
(501) &y = L@)* Ley’ ou = ~ be -? ~ E(10)? Le 


Dabei sind die Gréssen 

(502) Ey = 6,(10), & = §&(10), & = &(10) 

sicher Parameter, zwischen denen nach den Gleichungen (272a) die 
Relationen 

(503) &—1—4§, &—-—-> 

bestehen. Ebenso ist 

(504) E19 = §, (15) 


ein Parameter, wiihrend & , &,, &,, umd &, schon deshalb Parameter 
sind, weil die Exponenten @ bei ihnen siimmtlich gerade sind, Daher 
ist auch 


(505) 4 g ie &,* 
” E10 


ein Parameter, und dasselbe gilt von &, weil - i ~==§, der zu &, 
2 
complementire Parameter ist. 
*) Die zugehirigen Werthe von ky, ky, ky, ...k, ergeben sich aus der 
folgenden Tabelle: 














he iy & | Es &, | & | te | ‘~ 7 &. by [Bw | Bin | Be 
2 0 |—-1 +1) 0 [41/43] 0 [+3 0 j4e/—2|/—1 
kj) +1] 0 |+1)—3 0 | 0 |-1\—3 o |+1/—1}-2 
ky) 0 |+1}—1| o |+3/41] © [41] 0 |-2/+42)41 
itl © b=} =< 0 | 0 |-3)—1 o |—1/+1 

k| o |+1/—1| 0 |—1/-3] 0 | 0 —1|/—3/—3/—1 
k,|—1] o |—1/+438] 0 | 0 lea 0 |+1)/—1/—1/-2 
ke} 0 |—1}+1)| 0 wel * 0 —3/+2/+2/41 
k{+1| 0 |+1}+1] 0 | o [4a] 0 +3/4i1}41/+2 
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Zwischen §, und &, besteht daher eine Gleichung von der Form 


(a&,? + b&, + ¢) &? + (@,6,? + 5,8, + ¢,) & 
+ (428,? + 6,8 + %) = 0. ‘ 
Durch die Entwickelung nach steigenden Potenzen von ph oes 


findet man aber, wie zu erwarten war, dass sich diese Gleichung auf 
den ersten Grad in &, und &, reducirt. Es wird nimlich 


1+ & 
(506) .-+-5 
und ( 


5 . &.. 68—4) i & Si . 
) a be 1+& ’ Sto £3" (t+ §,)? 


Ferner besteht zwischen &, und & die Gleichung 
(508) 16§,°§?+4(1 +3§, + i 51‘) Es oad ‘hone 26, a 26,°— 6‘) = 0, 
oder | 


(508 a) 8§,5§ = — (1+ 38, + &,° —&,)+ a, 


wobei 








w=+/V1+6,+96,?+68,3—4§ 4-68 5498, °—G6E7+E8 
(509) =+V(1+6,—&,?) (1-48, — &,?)(1+ &, + 26,?7— &,°+-&,‘) 


Mit Hilfe der Gleichungen (503) kann man jetzt auch &, und &, 
rational durch §, und w darstellen. ‘ 


Nun sind aber die zu &,, &, §&, complementiiren Parameter bez. 





(510) &, = 5&,, R= =, Ram =, 
wiahrend die zu &, und w complementiren Gréssen 


“oy ae — +4 
(611) BE cage om w= 


sind, folglich kann man auch &,, &, und &, leicht als rationale Func- 
tionen von &, und w darstellen. Ferner findet man : 


26,(1 — &,?)? €,, = (1 — & + 5&,? + 188,5 — 58,4 — &,> — &,°) 
+ (1 — 48, — §,?) w 


und fiir den zu &,, complementiren Parameter 


(512) 


(513) f= 


Deshalb lassen sich auch 






















Zur Transformation der elliptischen Fuuctionen. 


Lat=Be, Lo—%, Laoyp—f., 
(514) { L(3)'!? = fee, L(15)2—= feeb L(6)4§ = se 
{ _ te ’ 6 S7 Ss 
24 an &,°&,4 E42° 
L (30) é,* & §,° 


als rationale Functionen von &, und w darstellen. 
Schliesslich folgt aus Gleichung (274) 
J:J—1:1=—(1 — 48 + 168,° + 16,9) 
ow : (1+ 48%) (1 — 28,4 26,2)? (1 — 26, — 48,2) 
. >< (1 — 26, — 6§,? — 86,5 — 46")? 
: 1728 &,'°(1 — 46.) (1 + &,)? 
und 
J: J —1:1— (256 — 2568, + 48,5 + £5) 
(516) : (4 + & 5") (8 — 28 + &”)? (4 — 28, — &°)° 
>< (64 — 32, — 248? — 8£,3 — &,") 
: 1728&,'°(1 — &)) (4 + &)’, 


wobei & und & rationale Functionen von §, und w sind. 





Hannover, im December 1887. 











Ueber die Combinanten binirer Formensysteme, welche ebenen 
rationalen Curven zugeordnet sind.*) 


Von 


Wituetm Gross in Ellwangen. 


I. Allgemeines iiber die rationalen Curven. 


a 
Die erzeugenden Functionen. 


Eine ebene rationale C, sei in Dreieckscoordinaten gegeben durch 
die Gleichungen: 


Ox; = f(A) = aod" + ay A"! +--+ + ain; 
i= 1, 2,3, 


mit beliebigen, von einander unabhingigen Constanten ajo, aii, . 

Die binire Variable werde bald nicht homogen wie hier, bald homogen 
— 4,,4, — geschrieben; verschiedene Buchstaben 4, w, v sollen 
immer mehrere Reihen binirer Variablen bedeuten. 

Die Eigenschaften einer solchen Curve, Punkte und Punktgruppen 
auf ihr, oder in der Ebene ausserhalb liegende und der Curve zu- 
georduete geometrische Gebilde sollen dann invariant heissen, wenn 
die in den Gleichungen dieser Eigenschaften, Punkte und sonstigen 
geometrischen Gebilde auftretenden algebraischen Formen invariant sind 
sowohl bei linearer Transformation der ternairen Variablen 2,, 2, 2; 
und der zu denselben proportionalen Functionen /,(4), f,(4), f(A) 
(,,erste lineare Transformation“), als auch bei linearer Transformation 
der biniiren Variablen 4,, 4,, (,,zweite lineare Transformation“), 


*) Die folgenden Seiten bilden einen Auszug aus der Inaugural- Dissertation 
des Verf., mit gleichlautendem Titel, welche unter der Leitung von Herrn Prof. 
Dr. Brill in Tiibingen entstanden, und im Jahre 1887 im Druck (Stuttgart Gebr. 
Kréner) erschienen ist. 
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Die entsprechenden algebraischen Formen sind nun simmitlich 
Combinanten im Sinne der biniiren Formentheorie*), nur enthalten 
unsere Combinanten im Unterschied von der bisherigen Definition 
dieses Begriffs auch terniire Variablen, und zwar Punktcoordinaten, 
welche ebenso zu transformiren sind wie die ihnen proportionalen 
biniiren Formen f,(4), f,(4), f,(4), und Liniencoordinaten, welche zu 
den Punktcoordinaten contragredient sind. 

Die rein biniren Combinanten der drei vorgelegten Formen 
f(a), f(A), f(a), d. h. diejenigen, welche keine terniéren Variablen 
enthalten, sind nach einem bekannten Satz von Gordan*™) insgesammt 
Invarianten der erzeugenden Function mit drei Reihen biniirer Variablen 
fi(4) f(4) (4) 
fil#) fh) fl) 
fi(v) f(r) fr) 

Zu diesem Satz hat Herr Prof. Brill in einer Vorlesung des 
Wintersemesters 1885/86 einen einfachen Beweis gegeben, welcher 
sich auf die Ausfiihrungen von Clebsch im Crelle’schen Journal, 
59. Bd., p. 7-14, stiitzt und mit deren Hilfe zuniichst zeigt, dass 
simmtliche Combinanten ganze rationale homogene Functionen der 


ty t ') Determinanten 








| 1g A2q A3q | 
(grs) — | Gir Agr sr 
| Ais Ass Ags 
sein miissen, wo grs alle Combinationen zu dreien aus den n+ 1 
Zablen 0,1,2...m durchiiuft. 

Analog findet man nun fiir das erweiterte, auch Formen mit 
terniren Variablen enthaltende System der Combinanten, welche der 
rationalen C,, zugeordnet sind: Wenn in diesen Combinanten héchstens 
g Reihen von Punktcoordinaten 2), 2, ...i = 1, 2, 3, und héchstens 
h Reihen von Liniencoordinaten u,“), u,?), ..., i= 1, 2,3, vorkommen 
sollen, so sind sie alle binire simultane laverianton folgender er- 
zeugender Functionen: 

fi) fA) f(A) 


1) der Function @ = =| f,(u) fale) fw) 
f(y) A{v) Kr) 
ACA) f(A) fs (A) 


2) der Functionen G, (2) = | hie) fle) fe 
x,@ x,{@) x, @ 


~ 





o=1,2,---g, 


i *) Salmon- Fiedler, Algebra der linearen Transformationen, 2. Aufl., p. 209. 
**) Mathematische Annalen, Bd. V. 
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fA(4) fh) fA) | 
3) der Functionen G, (a(@m) , x(@n)) oun ap, (@m) Ly(Cm) * ay (Cm) ly 
,(@n) a_(@n) a(n) | 
Omy Qn = 1,2; 1,3; ---5;9—I1,9, 
4) der Functionen G, (wu) = u,f, (4) + wf,(A) + uf (a), 
6o=1,2,---h. 


Ausserdem sind sie algebraisch zusammengesetzt mit den terniiren 
identischen Covarianten, naimlich 


az, (@m) am) az, (@m) | 


5) mit (am) (Cm) 2(@r)) | x @m) p,m) (Cn) |, 
a,@) gp(@p) ,(@r) | 
Qm, Qn, O = 1, 2, 3; 1, 2, 4; *-59—-2,9—1,9, 
6) mit uh) = 0,2, + ux, + ua, 
o@=1,2,---g; ¢=—1,2,---h. 
Umgekehrt ist jede biniire simultane In- oder Covariante der viererlei 
erzeugenden Functionen — und passend eingerichtete algebraische 
Function der terniiren identischen Covarianten — zugleich auch in- 
variant fiir die erste lineare Transformation, d. h. sie ist eine der 
rationalen C, zugeordnete Combinante. 
Zu den Determinanten vom Typus (q7s) treten niimlich jetzt noch 
»einfach geriinderte’ Determinanten vom Typus 


Aig Q2q A3q 
(qrx) =| air Gar dsr |, 
% % 
»doppelt geriinderte“ Determinanten vom Typus 


Aq Azq Asq | 
(qva')—=|2%, % 2, |; 


, , 


: & hy & | 
Ausdriicke vom Typus @1,%, + do, U, + @3,%3, sowie die terniren 
identischen Covarianten hinzu. 

Bei der ersten linearen Transformation verhalten sich die Reihen 
von Punktcoordinaten 2,, %,, 233 2, %', %;; ... ebenso wie die 
dreigliedrigen Reihen G49, Goo, Gyo} 41) G1, 4,3 -- +, Welche aus 
den Coefficienten der Functionen f,(4), i= 1, 2,3 gebildet sind, die 
Liniencoordinaten bilden contragrediente Reihen. 

Die zweite lineare Transformation hat auf die terniren Coordinaten 
gar keinen Einfluss. Das System der einfach gerinderten Combinanten 
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mit nur einer Reihe von Punktcoordinaten 2z,, 2, 7, oder das System 
A@ fA) f(A) 
At) A) f() 
% %% i% 
stindig dem System der rein biniren Combinanten von zwei Formen 
n' Ordnung /,(4), f,(4), oder dem System der Invarianten von 
f(A) f(A) 
file) fol) 
gelten dieselben Regeln iiber das Gewicht und die Differential- 
gleichungen, welche fiir binire simultane Invarianten zweier biniren 
Formen n'* Ordnung gelten. 

Die doppelt geriinderte Form G, verhilt sich als binire Form 
ebenso wie die Form n'*' Ordnung /; (A). 


der Invarianten von G,(7) = entspricht voll- 








; = 


*). Fir die einfach gerinderten Combinanten 








§ 2. 
Die elementaren Combinanten. 
Aus. G@ und G, bilden wir: 
G = (— 1)" (u— ») (v— A) (A— a) G@, 
G,= (4 — #) GY’. 


Wenn man die Formen mit mehreren Reihen biniirer Variablen 
G’ und G,' in bekannter Weise **) in Reihen entwickelt, welche nach 
aufsteigenden Potenzen der biniiren identischen Covarianten (uv), 
(va), (Aw) fortschreiten, so erhilt man als Coefficienten in diesen 
Reihen die biniiren Polaren von Functionen mit nur einer Reihe binarer 
Variablen. Diese letzteren Functionen heissen die wngeriinderten, be- 
ziehungsweise die einfach gerinderten elementaren Combinanten der 
rationalen C,. Nimmt man hierzu noch die Formen vom Typus G, 
als gweifach gerdnderte elementare Combinanten, und bemerkt, dass G’ 
und G,’ biniire simultane Covarianten der in ihrer Entwicklung auf- 
tretenden elementaren Combinanten sind, so hat man den Satz: 


Alle, bei einer rationalen C, auftretenden, fiir beide lineare Trans- 
formationen invarianten, algebraischen Formen sind bindre simultane 
In- oder Covarianten der elementaren Combinanten; und jede bindre 
simultane In- oder Covariante der letsteren ist invariant fiir beide 


*) Die Bildung ,,geriinderter‘ Formen aus ungeriinderten hat Herr Franz 
Meyer in Untersuchung gezogen: Franz Meyer, Apolaritiit und rationale Curven, 
p- 18— 25. 

**) Gordan, Math, Annalen, Bd, III, p. 381. — Clebsch, Theorie der 
biniren Formen § 10. — Gordan, Ueber das Formensystem binirer Formen, § 2. 
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lineare Transformationen. Ausserdem treten noch die Ausdriicke vom 
Typus (aa x") und ty = U2, + UX, + Uyx, auf. 

Das System der Combinanten, welche eine vorgegebene endliche 
Anzahl von Reihen terniirer Variablen enthalten diirfen und der ratio- 
nalen C, zugeordnet sein sollen, ist also ein endliches. Es wird da- 
durch gewonnen, dass man die elementaren Combinanten bildet, die- 
selben mit den vorgegebenen Reihen ternirer Variablen anschreibt, 
und nun mit Hilfe derselben alle méglichen von einander unabhingigen 
Ueberschiebungen und biniren Polaren bildet.*) 

Es giebt noch zwei andere Wege zur Herleitung der elementaren 
Combinanten. Einmal kommen vermége des Apolaritiitsprincips**) zu 
den obigen erzeugenden Functionen noch andere, indirecte, erzeugende 
Functionen hinzu. Neben die directe, mit 3 Reihen biniirer Variablen 
geschriebene, erzeugende Function der ungerinderten Combinanten tritt 
eine indirecte erzeugende Function mit »—2 Reihen binirer Variablen 


P+ (au) 0, 


Neben die directe, mit 2 Reihen biniirer Variablen geschriebene, er- 
zeugende Function der einfach geriinderten Combinanten tritt eine 
indirecte erzeugende Function mit » — 1 Reihen binirer Variablen 


r= (pe) -- Fy. 
Und neben die directe, mit einer Reihe biniirer Variablen geschriebene 
erzeugende Function G, der zweifach gerinderten Combinanten tritt 


eine indirecte erzeugende Function mit m Reihen biniirer Variablen, 
welche aus der biniren Polare fpf, f, ... f- von 


n 
fi = (fay + fan)” = F(A) 
durch zweifache Riinderung entsteht und mit [,° zu bezeichnen ist. 
Reihenentwicklungen von [’ und [,’ liefern wieder die unge- 
riinderten und einfach geriinderten elementaren Combinanten. 
Ausserdem aber, und zwar am einfachsten, kann man die elemen- 
taren Combinanten mittelst der Regeln tiber Gewicht und Differential- 


*) Der in den letzten Siitzen enthaltene Gedanke ist von Herrn Study aus- 
gesprochen in den Berichten der K, Siichsischen Gesellschaft der Wissenschaften, 
Mathematisch -Physische Classe, 38. Bd., p. 4. Doch diirfte obige ausfiihrlichere 
Darstellung auch selbstiindigen Werth besitzen. Das zweite Capitel enthiilt eine 
systematische Anwendung der hiermit aufgestellten Methode auf die ebene ratio- 
nale C, (Fall n= 3, m= 3 bei Study). 

**) Ueber den Satz von Brill-Stephanos, betreffend die Combinanten apo- 
larer Systeme, siehe: Brill, Math. Annalen, Bd. XX. — Stephanos, Faisceaux 
de formes binaires, ayant une méme jacobienne (Mémoires présentés par divers 
savants. Paris 1883, p. 18 ff.). — Franz Meyer, Apolaritiét u. r. C. — Stroh, 
Math, Annalen, Bd, XXII. 
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gleichungen, denen sie als biniire simultane Invarianten der drei Formen 
f, (4), (4), f(A) geniigen miissen, ableiten. Ihre Ordnungszahlen 
sind aus der Tabelle von Hrn. Stroh*) zu entnehmen. 


§ 3. 
Zugeordnete Curvenschaaren. Das Einsetzen. 


Unter den nach Obigem aufzustellenden und geometrisch zu 
interpretirenden Formen einer rationalen C, sind soleche vom Typus 


ieee eeberggmyeans SST 
P(%,, %, #3 4,, 4,), d. h. solehe, welche an Variablen nur eine Reihe 
von Punktcoordinaten zur p'*" und eine Reihe von biniren Variablen zur 
P q 


dargestellte geometrische Gebilde ist eine Schaar von Curven p'' Ord- 
nung mit Parameter 4, wobei die Curven der Schaar den Punkten der 
rationalen C, eindeutig zugeordnet sind. Durch jeden Punkt in der 
Ebene gehen q Curven der Schaar, oder die Schaar ist ,,von der 
q 


p 
q'** Classe.“ Ebenso stellt eine Combinante vom Typus @ (t;, to, Us; 44, 4»), 
gleich Null gesetzt, eine Schaar q'** Ordnung von Curven p' Classe dar. 
Weitere Beziehungen solcher Curvenschaaren zu der rationalen 
C,, werden dadurch gefunden, dass man in den Combinanten die Punkt- 
coordinaten 2; beziehungsweise durch die Functionen /;(u), i= 1, 2,3, 
und die Liniencoordinaten u; beziehungsweise durch die Functionen 
a of, ef, of, of, 
Fi(uy, bo) = Om, Ome Om Ome’ 
i,k, t—_=1,2,3; 2,3,1; 3, 1,2, 





ersetzt. Die geometrische Bedeutung dieser Operationen ist klar. Im 
ersteren Fall erhilt man die Schnittpunkte einer Curve 4 einer Schaar 
mit der rationalen C,, oder die durch einen Punkt w der C, gehenden 
q ap 
Curven der Schaar. Hat die entstehende Combinante (A,, 4,3 @,, Ho) 
den Factor (Aw), so liegt jeder Punkt 4 der rationalen C, auf der 
ihm zugeordneten Curve der Schaar, die Schaar heisst eine er- 
zeugende**), Enthiilt aber die Combinante wy eine héhere Potenz von 
(Au) als Factor, so hat die einem Punkt 4 der rationalen C, zu- 
geordnete Curve der Schaar in diesem Punkt 4 zwei- oder mehrpunktige 


*) Math. Annalen, Bd, XXII, p. 404. 

**) Vergl. Brill, Ueber rationale Curven und Regelflichen, Math.-physicalische 
Classe der Miinchener Academie, Mai 1885. — Franz Meyer, Ueber die Redu- 
cibilitit von Gleichungen, ebend. 1885, 
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Beriihrung mit der rationalen C,, und von den durch einen Punkt u 
der rationalen C, gehenden Curven der Schaar fallen zwei oder mehr 
zusammen, und bilden diejenige Curve, welche dem Punkt w zu- 
geordnet ist. Die rationale C, wird von der Curvenschaar eingehiillt. 

Die Operation des Einsetzens lisst sich noch allgemeiner anwenden. 
Statt der Punktcoordinaten kann man in eine Combinante drei Func- 
tionen einsetzen, welche den Punktcoordinaten irgend einer zur ratio- 
nalen C, invarianten rationalen Ordnungscurve proportional sind, statt 
der Liniencoordinaten drei Functionen, welche den Liniencoordinaten 
irgend einer solchen Classencurve proportional sind. Immer wird man 
wieder eine Combinante erhalten. Und nicht nur Functionen mit 
einer, sondern auch solche mit mehreren Reihen binirer Variablen, 
kénnen an die Stelle der terniren Variablen gesetzt werden. 


II. Die rationalen Curven dritter Ordnung mit Zugrundlegung 
der erzeugenden Functionen und elementaren Combinanten. 


§ 1. 
Die dreireihigen Determinanten, erzeugenden Functionen und elementaren 
Combinanten. 


Der laufende Punkt 4 einer C,‘ ist gegeben durch die Gleichungen 
3 
4; = f(A, , Ag) = aio 4 + aid? + and + ais, 
t=—_1,2,3, 
die laufende Tangente 4 durch die Gleichungen 


Oh Of Oh Oh 
“04 Ole =O Oe’ 
i,k, l—=1,2,3; 2,3,1; 3,1, 2. 


4 
Cu; = F;(4,; A.) == 


Die auftretenden dreireihigen Determinanten und analogen Functionen 
der Liniencoordinaten sind 


a,=(012) <A, =—(O1z) a,— > Ajo Uj 
a, = (013) A, = (022) a, = > ain 


a,—= (023) A= (032) By (122) «= > aiou, 


a,==(123) A, = (132) a, = >) aise; 


A, = (232) t= 1,2, 3 
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Die directen erzeugenden Functionen sind: 


G’ =a,apy + a,(uv + v4 + du) + 4;(4 + 6+ v) + ay, 
G,'= (Ap? + A, u + A;) 2? 

+ (A,u? + (A; + Bs) w+ A,)4 

+(Ajw?+ A, w+), 
G, = a, a3 + a, A? + a4 + a, = a,'. 


Die indirecten erzeugenden Functionen: 


lr’ = a,4° + 3a,4? + 3a,4+ a,, 
r/—(GBAee+ 34, w+ Bye 
4 (8.A,u* + (9.454+B,) e+ 34,) a 
+ (Bw? + 34, w+3A4,), 
Py = aden + Yeu (uv + vd + du) + Yyag(d +e +r) +o, 


= a, 0,0, (Polare von G, = a,'), 
Die elementaren Combinanten sind: 


w,) = w,d® + w, a? + w,4 + w, 
= a,4° + 34,4? + 34,4 + ag, 
W,' = W,At + W,a° + WA? + WA + W, 
= A, At + 24,4 + (3A; + By) P+ 24,44 A,, 
Q = 3A, — B;, 
a) = a, A> + a, 4? + aA + ay, 
(Ue = UL, + Uy ® + Uys). 


Die einfach geriinderten erzeugenden Functionen geben, in eine 
Reihe entwickelt: 


G/ = W2W.2 + + Q(au)**), 
r/=3 We W.2 — + Q(au)?. 


Ich stelle die einfachsten und wichtigsten Combinanten sammt ihrer 
geometrischen Bedeutung tabellarisch zusammen. Kine vollstiindigere 
Aufzihlung der untersuchten Formen ist in der eingangs genannten 
Inauguraldissertation gegeben. Wir bezeichnen im folgenden durch: 


*) Stephanos, 1. c. pag. 39. 
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Pp p 
(ax), p(a@), u. s. w. ganze homogene Functionen p‘" Ordnung, 
und zwar durch 


(aia) e. F. der Coefficienten aj, (i = 1, 2,3, k = 0, 1,2, 3) der 
Functionen fila); 

9 (a) e. F. der Determinanten a,, a,, @;, 3 

(A, B) e. F. der Determinanten A,, A,, A,, Ay, A;, By; 

9 (2) (auch z. B. Wa), e. F. der Variablen 2,, x, 23; 

9(«) e. F. der Ausdriicke a, @,, a, 3; 


(a) e. F. der biniiren Variablen A,, A,. 


§ 2. 
Ungemischte Formen. 


a) In- und Covarianten von w,°.*) 





Bezeichnung | Der Form, gleich Null gesetzt, entspricht 
ws =—" | Die drei Wendepunkte. 
— @’ Die Bedingung, dass die drei Punkte 
az, ce eid 1, w, » auf einer Geraden liegen. 
hj? = '/,(ww’)*? w, w,’ Die zwei Parameter des Doppelpunkts. 


Die drei conjugirten Punkte der Wende- 
punkte. 


q,° = 2(wh) w,? h, 





d = — 2(hh’)*, Discriminante von h,* und w,'. 


*) Vergl.: Igel, Ebene Curven dritter Ordnung mit einem Doppelpunkt, 
Math. Annalen, Bd. VI. — H. Rosenow, die Curven dritter Ordnung mit einem 
Doppelpunkt, Inauguraldissertation. Leipzig 1873. 
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b) Q@ und das System von W,'. 








Bezeichnung 


1 
Q — p(A, B) 


1 


: a 2 
Gy = (A, B); a; a) 


Durch Einsetzen 
entsteht *) 


» 8s 
y(a, 4) = — w,3 


22 6 3 
w(a; 2; 65%) = 


= (Av) (uv) w,w “ wv, 
a, = f,(v) 


Der Form, 
= Null gesetzt, 
outapeioht 


Die Wende- 
gerade **) 





Verbindungslinie 
der zwei Curven- 
punkte 4 und wp. 





7.4 am 
Wi = 


H,=6(ww’y Ww,? Ww? 
2 4 
as g(A, B; 4) 


Q? —6(H WwW”)! 





3 
= 54C = @(A, B) 


oc, 

Oa, * 
i=1,2,3 
= Q(«) Q(x) Q(x’) 

— 6(H(a), W(@’)), 


2 1 
= 9(x; 2) 





*) Vergl. S, 141, 


x, = f;(u) 


148 4 
(a; 2; nu) = (4u)*w,*t0,, | 


,2 2 4 
— (4m)? y(a; 25 w) = 
=— (Au)* {6w, w2 ww, 





—5w,*w,,wi? 
+3h,2(4u)} | 
«x, = f;(u) 
0 
x; = f; (a) 
$6 8 


wy (a; 4; u) = 
=— 18h,*w,*w, (Ap)* 





aw, = f,(4) 
a = f,(u) 


a ente der C,‘ 
unkte 4, die 
4 als Classen- 
curve 


Cy! 


Eine die C,‘ ein- 
hiillende Schaar 
vierter Classe von 
Curven zweiter 
Ordnung 


Die rationale C, 
(Gleichung in 
Punktcoordinaten) 


Die Polar- 
kegelschnitte 





Bemerkungen 


Vergl. m,*, 8. 146 


— Cist die De- 
terminante der 
Coefficienten 
von G,' ***) 


Terniire Polare 
durch binire 
Operationen 
dargestellt 


**) Franz Meyer, Apolaritiit u. R. C. p. 25. — Vergl. ferner fiir das 


Folgende: 
p. 303, ff. 


W. Stahl, Rationale ebene Curven 4, Ordnung, Crelle’s J, Bd. 101, 


***) Franz Meyer, Ap. u. R. C. p. 17 ff. — Baltzer, Determinanten, 


8. Aufl, § 11, 15 


Mathematische Annalen. 





XXXII 


10 
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c) Das System von a3. 
: Der Form 
: Durch Einsetzen : : 
Bezeichnun gleich Nullgesetzt,| Bemerkungen 
. enteteht entspricht 
y a 3 Ne Th Funkt 4 der C,‘; di 
Gy = a2 = pa; 4) | Hla; 4; _— (Am)?w, w,? C, als wn 
u, = F,(u) curve 
Pay ~ |1) Eine Schaar von| Die C,M der 


> + ‘s 
ey a, = pla; 5 mw) 


. 2s @ 
HG; A us v= 


=(t») {5 m0,(u) 


+5029) 


Ordnungskegel- 
schnitten mit Pa- 
rameter w; jeder 
Kegelschnitt er- 
zeugt die C,‘ als 
Classencurve 

2) eine Schaar von 
Geraden mit Pa- 


Schaar fallt zu- 
sammen mit 
der C,: 

Die Gerade A der 


Schaar fallt zu- 
sammen mit der 

















u; = F,(v) rameter 2 Geraden W 4 =0 
: Durch Transfor- 
A? 9 (cca’)® at, at, 3.9 Einhiillende Kegel-| mation auf Punkt- 
ie 2 ie w(a; a; p)= schnittschaar, Je- coordinaten er- 
' 22 = — (Ap)? w,3 e0’3 der Kegelschnitt d.| halt man als Glei- 
= (ce; d) me 8. beriihrt die drei chung der Schaar 
u, = F,;(u) Wendetangenten. | 77 + 9W,19—0 
eat, ; é 0 Die C,‘ als Classen- 
a 3 == 3 
P = 2(Ad’)? = o(a) u, = F,(d) curve 


§ 3. 


Formen, welche aus geranderten und aus ungeranderten Determinanten 
gemischt sind. 





Bezeichnung 





n,? = 3(aw)* a, w, 


s 23 
= p(a; a; 4) 





Der Form 





Durch Einsetzen E ? 
gleich Null gesetzt, 
eeenean entspricht 
213 Suieiteeat 
:Asu)= h.2 | ausdem Doppel- 
(a; A; w) (Au) Ye punkt 





224 
(a; a5) = 
= 6w, w,,? w,’ w)? 
— 5w,* w,, wi? 
+ 8h,?(4u)? 


«4, = F';(u) 





Der Cayley’sche 
Kegelschnitt als 
Ordnungscurve 





Bemerkungen 


Die Form wm ist 
identisch mit der 
bei H,‘ auftreten- 


den Form y’ 












. 
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: Der For 
- Durch Einsetzen 
Bezeichnung gleich Nall gestst, Bemerkungen 
entsteht entepricht | S' 
ai, = 6(ah) o,* hy a Die Determinante 
21 8 w (a; 2; w) Hesse’sche Curve.| des P olarkegel- 
= 9(4; a; ity Die Hesse’sche als | 8Chnitts C’=0ver- 
=(Ap) {2h 2 w,* w Ordnungscurve schwindet, wenn 
“2 U; @; (a; a, i) J . soraaey die ur- |inO’ die a, bezw. 
eee + hjh, w,w,2' | Spriingliche C,* als 21 8 
as oe a) Classencurve [durch (a; a;,; 2) 
#=1,2,38 ersetzt werden 
u; = F;(u) 
S 3 44 
DP, = (qa)? = 9 (a; a) (a; 1) = 2h,th,” Der Doppelpunkt 
u; = F;(2) 











Ueber das Biischel derjenigen Kegelschnitte, welche die Tangenten 
des Doppelpunktes in deren Schnittpunkten mit der Wendegeraden 
beriibren, und die zugehérigen Formen, s. d. Inauguraldissertation 
d. Verf. 


Ifl. Beitriige zur Theorie der rationalen Curven vierter 
Ordnung. 


§ 1. 
Die dreireihigen Determinanten und die elementaren Combinanten. 


Wir setzen hier wieder: 


on = fh, Be 2) == Aig A* + ai 4° + aig A? + Gish + aia, 
t=1, 2,3, 
und 
oy On, of, of, Oh 
= Fi hk) =a a ta 71,” 
t,k, t= 1, 2,3; 2,3, 1; 3771, 2. 
Die dreireihigen Determinanten und analogen Functionen der 

Liniencoordinaten sind: 
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a, = (0j1 2) A, = (012) 

a, = (013) A, = (022) & = >) aot 
a, = (023) b,= (014) A,=— (032) By= (122) a = >) anu 
a,—=(123) b= (024) A,—= (042) By = (132) @ = >) aw 
a, = (124) b,=(034) A,—=(142) B,=(232) a, -»> Gis Mi 
a, = (134) A, = (242) a, == >) att; 
a, = (234) A, = (342) i= 1,2,3. 

Die elementaren Combinanten sind: 


0° = w, A® + w, A> + w, At + w,d3 + wd? + 0,4 + w, 
= a,a° + 30,4 + (3a, + 6b,) A + (ay + 804) a® 
+ (Ba, + 6b;) 2? + Basa + ay 
Qa? = WA? +-4, 4+ G.—=(a;—3b;)A? + (ag— 2bg) 4+ (a,—3b;) 
Wi = Wyae+ W,e+ W,aM+ W;4+ W,V+ W,A+ W, 
== A,A° + 24,4° + (3A; + B;) U4 + (44, + 2.B,) a8 
+ (3.4, + By) a? + 24,4 + A, 
Q2? = V+ O44 Q» 
= (2A, — B;) # + (84, — B,) 4+ (2A, — B;) 
at = a, A* + a, A> + ad? + a4 + a, 
mit theils bekannter, theils leicht abzuleitender geometrischer Be- 
deutung. 


§ 2. 
Das Kegelschnittbiischel A + 6B — 0. 


2 8 
Es giebt nur zwei Combinanten vom Typus (a, b; 4,, A,), niamlich 


wa’ + ga? = Wyqo4* + +++ = a;(a, — 3b;) AS +--- 
und 


ha> = 10(ww’)? w,! wt = + (1210, w, — 5w,2) Av --- 
= (4a,a, + 8a,b, — 5a,2) A +---- 


Die Gleichung h,* + aw,°q,? = 0, mit willkiirlichem Zahlencoeffi- 
cienten «, stellt ein invariantes Biischel von Punktgruppen achter 
Ordnung auf der C,° dar. 


2 
Ferner giebt es nur zwei Combinanten vom Typus (A, B), 
nimlich die Ueberschiebungen 
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A = 60(WW’) = 120 W, W, — 20 W, W; + 8 W, W, —3 Wy, 
2 


8 
m. Eins. v. 2; = fi(4): (a, b; a,, 4.) = < Bhi — 2w,° q,*) 


und 
20" a — 9,’ 


mit E. v. x; = /f,(A): ¥, - a, b; i 4.) = & (hs +- 160, qu’). 


Die Gleichung A+ 6B=O0, mit willkiirlichem Zahlencoeffi- 
cienten £, stellt ein Biischel von invarianten Kegelschnitten dar. 
Jeder Kegelschnitt des Biischels schneidet auf der C,° eine Punkt- 
gruppe des Biischels h,'-+- aw,°q,2 =O aus. Zusammengehirige 
Werthe der Factoren @ und £ sind durch die bilineare Gleichung ver- 
bunden: 

ap + 12e@—168+8=0, 
Diesem Biischel gehéren an: 
1) Der Kegelschnitt durch die sechs 
Wendepunkte und die zwei Wurzel- 
punkte der Gleichung gq,’ = 0 mit @ = oo, B=— 12. 
2) Der Kegelschnitt durch die acht 
Beriihrungspunkte der vier Doppel- 


tangenten mita=—4, p=—2. 
3) Der Kegelschnitt, welcher die sechs 
Wendetangenten beriihrt mit «@ = ., B=3. 


4) Der Kegelschnitt, welchem die 
Wendedreiecke der ersten Oscu- 
lanten aller Punkte der C,° ein- 
beschrieben sind *) mit « =—", p=— 
§ 3. 
Existenz eines dreifachen Punktes. 
Die bekannte Bedingungsgleichung fiir die Existenz eines drei- 
fachen Punktes auf der C,°: 
Gy, A, a, 9 ODO O | 
Giz Ay5 Ag, Ayy Fog Aggy | 
Arp qq zy Ayz yg gy | 
Gy, Any gy yg Ugg Ay | 
Aq Aq Ugg  Ayy yy 
0 ODO OD Ay Gq Azo | 
= Ay dy — AM, + a,b; + bya, + b,b; — bg? 


*) Man vergl. W. Stahl, Rationale ebene Curven vierter Ordnung. Crelle’s 
Journal Bd. 101, p. 306 ff. 
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erhalt, mittelst der Combinanten 
a= GO(ww), b= 2(9q), 
und unter Beriicksichtigung der identischen Relation 
G3, — a,4, + a,b, = 0 


O0=>a— 3b. 


die einfache Form 


§ 4. 
Einhillende Kegelschnittschaaren. 


Auch bei der C,° treten einhiillende Kegelschnittschaaren auf. 
Man hat 


2 8 
HS = 10( WW’)? W* Wit = 9 (A, B; 4, a), 


4 
mit Einsetzen von 2; = /;(u) 


7 a a a Se 
W(a, D5 Ay, Aas Mas Ma) = (Am)? W (a, 5 Ay, Ans Mrs Me), 
1 6 
Wid = o(A, B; A,, ,); 
4 
mit Kinsetzen von 2; = f,(w) 
1 6 4 1 4 2 


Somit ist AH,’ -+ « W,°Q, — 0 fiir jeden Zahlenwerth von « die 
Gleichung einer einhiillenden Schaar von Kegelschnitten. 
Die Schaar 
He — 2 Wx Q,2 = 0 


wird in anderer Form auch dargestellt durch die Gleichungen 
a? a? = 0 (a,?a,? biniire Polare von a‘) 


Aj! = 24 (aa’)*a,?a, = 0. 


und 


Ellwangen, im December 1887. 

















Zur Theorie der Dedekind’schen Ideale. 
Von 


Lupwie@ Baur in Mainz. 


In der Abhandlung der Herren Dedekind und Weber ,,Theorie 
der algebraischen Functionen einer Veriinderlichen“ (Journal fiir die 
reine und angewandte Mathematik, Band 92, p. 181—290) bedeutet 

£(O, 2) = 0" + b,O"-* + +++ + dni O + dn = 0, 

unter der Voraussetzung, dass die Coefficienten b,,-- +b, ganze oder 
gebrochene rationale Functionen von ¢ ohne gemeinsamen Theiler sind, 
eine irreductibele algebraische Gleichung. Das System aller rationalen 
Functionen von 9 und gz bildet einen Kérper algebraischer Functionen 
Q vom Grade mn, und die Functionen 1, 0, 0%, --- 0" eine Basis 
dieses Kérpers. Durch v wird der Inbegriff aller ganzen algebraischen 
Functionen von zg in Q; durch @,, @,-+++@, eine Basis von v 
bezeichnet. 

Hieran schliessen sich folgende Bemerkungen, die dazu dienen 
kénnen, der ganzen Theorie eine etwas concretere Gestalt zu geben. 
Die eingeklammerten Citate beziehen sich stets auf die geuannte Ab- 
handlung. 

1. Ist 

& = [@), Gy, +++ &] 
ein beliebiger Modul, und bedeuten p,, po, +++ ps beliebige ganze.rationale 
Functionen von 2, so ist 


[ety y Opy s> Oy] = [0 y, Oy, ++ Me, Pym + Py. % +--+ + pees), 
denn offenbar ist jede Function des ersten Moduls in dem zweiten 
Modul enthalten und umgekehrt. Die (s + 1) Functionen 

Oy Bigg to Oy, MyM oss Pele 
bilden eine reductibele Basis des Moduls a. 


Il. Ein jeder Modul « bleibt ungedndert, wenn man eine Basis- 
function a ersetat durch irgend eine Function B, die ihr congruent ist 
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in Bezug auf den Modul, dessen Basisfunctionen die (s — 1) tibrigen 
Basisfunctionen des Moduls « sind. 
Es ist z. B. 


[oy Gay +++ Oy] = [B,, @, - ++ a], 
B, = a, (mod, [a,, - ++ a), 
By = & + py, + +++ + Pots, 


denn offenbar ist auch hier wieder jede Function des einen Moduls in 
dem anderen enthalten. 


Ein einfaches Beispiel mége die Anwendung dieser Regeln zeigen. 
Es sei 


wenh 


d. h. wenn 


f(9, 2) = 0? — R(z) =0, 
R(z) = (¢ — a,) (@ — a): -- (2 — Geet), 
und keine 2 der Gréssen a, einander gleich; ferner 
a==([z—a,, 9], 


; b = [¢— a,, 9], 
so ist 


ab = ([(¢—a,)(@—a;), @—a) 0, (2a) 6, R(®)| 
= [(¢ —a,)(@—a,), @—a,)0, (@—a,) 0, 0) 
' =([(@—a,)(@—a), (@—a,)9, (a — a,) 0] 
= [(¢—a,) (@— 4), 9, (a, — a) 9] 
=|(¢—4a) (¢—a,), 0}. 
Ferner ist 
a? = [(¢ —a,)*, (¢—a,)9, R(e)}. 


Bedeutet nun allgemein Th(x,, 7,,---) den gréssten gemeinsamen 
Theiler der ganzen rationalen Functionen 2z,, #,,---, so ist 


Th((¢ —a,)*, R(e))=—2—a, 


und man kann daher zwei ganze rationale Functionen von z, etwa p 
und q so bestimmen, dass 


p:-(¢—a)+q-R@)=—2—a,, 
und es ist dann 
a? = [(¢—a,)*, (¢—a,)9, #—a,] 
=[0, @—a)9, z—a] 
= [1, 0] (e — a,) = v(¢ — a,). 


Es ist leicht ersichtlich, dass tiberhaupt, wenn in der Basis eines 
Moduls mehrere ganze rationale Functionen 2,,2,,-+- von 2 vor- 
kommen, dieselben stets ersetzt werden kénnen durch Th(z,, %», - - -). 
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III. Bilden die n ganzen Functionen @,, @,, +++ @, eine Basis 
von v, so kann eine von ihnen stets gleich 1 gesetzt werden. 

Beweis: Bilden a, a@,+--+ «a, eine Basis von v, ohne dass eine 
dieser Functionen den Werth 1 hat, so muss es doch, da die Function 1 
ebenfalls in v enthalten ist, m ganze rationale Functionen a@,,, +--+, din 
von z geben derart, dass 


L = yyy + yyy +++ + Ain My 

Enthielten nun a,,, +++ Gi, einen gemeinsamen Factor z— c¢, 

so wiirde die Division der beiden Seiten der vorstehenden Gleichung 
; 1 ’ : 

durch z— ce zeigen, dass auch zuy eine Function des Moduls », 


d. h. eine ganze Function von ¢ ist. Dies ist unméglich, da eine 
ganze Function von ¢ fiir einen endlichen Werth von z niemals un- 
endlich gross werden kann. Es muss also Th(a,,, +--+ din) = const., 
und deshalb miissen andere ganze rationale Functionen von 2, dq, 


Gon, ** * Gan 8O bestimmbar sein, dass DY + Gj, Gy. +++ Gun = 1 
(§ 4. 1). Setzt man dann: 

@, = Ay, 0, + +++ + AtnGn, 

Wy = yy Hy f+ ++  AanGn, 

On = Ani Gy pt s++ + AnnGn, 


so bilden die » Functionen @,, @,, +++ @,, von denen die erste den 
Werth 1 hat, ebenfalls eine Basis von v (§ 3. 7). Damit ist der Satz 
bewiesen. 

IV. Es sei nunmehr a ein beliebiges Ideal, so besitzt dasselbe 
eine irreductibele Basis, die aus » ganzen Functionen £,, B,, +--+ Bn 
besteht (§ 7); und es ist daher 


a = (A, By, +> Bn], 
B, = b,,0, ++ +++ Dinan, 


Bn = bai @, + 5 + Dan @n, 
wo die };, ganze rationale Functionen von z und so beschaffen sind, 
dass 


N(a) = (», 0) = >) + dy ++ + Dan + 02") 


Da N(a)-+@, eine Function des Moduls a ist, so kénnen die 
Basisfunctionen @,,+-+@, von v durch Multiplication mit von 0 ver- 
schiedenen ganzen rationalen Functionen von ¢ in Functionen des 


*) Durch a + b soll bezeichnet werden, dass a einen von b verschiedenen 
Werth hat. 
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Ideals « verwandelt werden. Da ferner das kleinste gemeinsame Viel- 
fache von 9 und q das Ideal a selbst ist, so liefert § 6,3 das Resultat: 
Ist @,, @,,..+@» eine Basis von » und a ein beliebiges 
Ideal, so kann von diesem eine Basis a,, @,... Gy im der 
Form angenommen werden: 
@y Gy), 


hy = Ag, @, + My, Wy, 


Oy = nr @, + Ane@, + +++ + Ann Wn, 
und es ist dann: 
Q == [@,, Gy,--. Onl, 
NN (a) == Gy) Gog» - » Anns 

Dieser wichtige Satz kann iibrigens leicht mit den einfachsten 
Mitteln direct bewiesen werden. 

Es sei in dem fiir die Functionen £,, ... 6, aufgestellten Gleichungs- 
system @,, die letzte der Functionen, deren Coefficienten nicht siimmt- 
lich verschwinden (thatsiichlich ist v, =), ferner 

Th(brs,, bar,, - + Dav,) = Gr,»5 
Day, = &* Ayn, 
und q,,--. Qn seien ganze rationale Functionen von z so bestimmt, dass 
q bi», + + ii + Qn Dny, = Ay», + 
Setzen wir dann: 
ay, = 9B, +--+ + dB, 
_— Ay,1 + —" +- ay, 4-1 @y,—1 + Ay,» @y,, 
Bi = Br — aa + &,, 
so haben die Functionen f’ die Form: 


By’ — bit @, + tee + by'y,-1 @y,—1 


Bx om bas @, + ea + Bina@—t; 
und es ist nach I und II 
a= ([B,, B.,--- Bn, %], 
= [B,’, By, --- Ba, &); von, 


Die Functionen £,’,... 8, enthalten jetzt die Functionen @,,,...@, 

nicht mehr. Wenden wir das eben beschriebene Verfahren genau in 

derselben Weise auf die Functionen £,',..., 8, an, indem wir durch 

@,, die letzte der Functionen @,,..., bezeichnen, die tiberhaupt 
* noch in den f’ vorkommt, so ergiebt sich, dass 
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© = (By). +) Buy Ons My], My << <M, 
wo 
Oy, == Ay,1@, + +++ + Ay», Dy, 
und die Functionen £,”,... 8,’ die Functionen @,,,... @y,,.. + @x 
nicht mehr enthalten. Nach hdchstens » maliger Anwendung’ dieses 
Verfahrens findet man, dass: 


qaam[0,...0, a a], 
Ve << Mar LY SN, 
Da nun die Basis eines jeden Ideals aus » Functionen besteht, so muss 
@Q = 2; Vy = 1, M1 — 2,... 4, =H 


sein. Damit ist der Satz bewiesen. 

V. Hieraus ergiebt sich sofort die Form der Primideale, Damit 
namlich q ein Primideal sei, ist nothwendig und hinreichend, dass 
N(a) eine lineare Function von z, etwa N(a) = 4 — 4, sei (§ 9, 7). 
Da nun N(a) = a; d...~ Gan, 80 muss eine von den Functionen a, 
den Werth z—4,, die tibrigen miissen den Werth 1 haben. Wir wollen 
der Einfachheit halber annehmen, ,,...@, sei eine solche Basis von 9, 
in der @, = 1 ist. Dann kann nicht a,, = 1 sein, denn sonst wirde 
das Ideal die Function w, = 1 enthalten, und in Folge dessen gleich 
o sein, was dem Begriffe eines Primideals entgegen ist (§ 8, 6). Also 
MUSS Qj, = % — %, Goo = +++ =Ga,=1 und die Basis a,,... a 
eines Primideals darstellbar sein in der Form 


a, = (2—%) @,, 
Gy = Ay, + My, 


Gy == Ag, @, + Ayo @. + Ws, 


Oy = Ant Dy Ane ++ *  Ann—1 Oni + Dn. 
Da nun 

a, =f, =2—%, 

a, == Bp, = @, — ¢, (mod. [e,]), 

a, = B, = @, — ¢, (mod. [@,, @,]), 


Cn = Br = On — Cn (mod. [a,, @,... Gna]), 


wo die ¢,,¢;,..-¢C, constante Gréssen bedeuten, so bilden auch die 

Functionen £,,... 8, eine Basis unseres Primideals und wir erhalten 
so den Satz: 

Legt man, was immer miglich ist, fiir » eine solche Basis 

@,, @,, ...@, #u Grunde, in der a, = 1 ist, so ist jedes 
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Primideal », dessen Norm N(p) = 2 — 2, ist, darstellbar in 
der Form: , 

Pp = [2 — 2, @,— Cy, ++. On — Cy], 
wo die Grissen c,,...C» constante Griéssen sind. Umgekehrt 
ist auch jedes in dieser Form enthaltene Ideal ein Primideal, 
denn es ist N(p») = 2 — 4 eine lineare Function von 2. 

Die Bedeutung der Constanten ¢,,...¢, ist klar. Bezeichnet 
nimlich { den Punkt, der das Primideal » erzeugt, so muss jede 
Function des Ideals » in $3 den Werth 0 erhalten, d. h. in $ muss 
2= 2%, My = C,,..+ @, =, sein. Umgekehrt ist auch der Punkt $ 
durch diese Forderung vollstindig definirt. 

Besonders anschaulich gestaltet sich die Form der Primideale, 
wenn A(1, 0,..., O*-") keinen quadratischen Factor enthilt, wenn 
also — beiliufig gesagt — die von Riemann mit r bezeichnete Zahl 
den Werth 0 hat und keine 2 Verzweigungspunkte zusammenfallen 
und sich aufheben (Riemann, ges. W. p. 104, 105). In diesem Falle 
bilden niimlich die Functionen 1, 0,...©*"—' eine Basis nicht nur fiir 
Q, sondern auch fiir ». Dies geht direct aus §3,7 der Dedekind- 
Weber’schen Abhandlung hervor, da dort gezeigt wurde, dass, wenn 
die m ganzen Functionen w,,...@, eine Basis von Q bilden und eine 
Function in 0 existiren wiirde, die nicht in dem Modul [@,,..., @,] 
enthalten wire, dann nothwendig A(q@,, ...@,) durch einen Factor 
(¢—c)* theilbar sein miisste. Jedes Primideal » eines solchen speciellen 
Kérpers, kann dann, wenn N(p)—2—4,, in die Form gesetzt werden 

p=[s—%, 9 —O,, 0? — O,?,...O*' — O,"""], 
wo Q, jede Wurzel der Gleichung /(0, 2) = 0 sein darf. 


Die genannte Bedingung ist z. B. erfiillt bei einem hyperelliptischen 
Gebilde, wo 


f(, 2) = 8? — R(se) = 0, 
R(e) = (6—a,) .. - (¢—aress) 
und keine 2 der Gréssen a gleich gross sind. Es ist nimlich dann 
S(1) S(®) |—|? 0 
s(@) S(Re@)|~|0 2R@) 
A(1, 0) = R(z), 


const. A(1,0) = | 





und 


p = [4 — 4%, 9 — O). 
Mainz, Marz 1888. 

















Sur les propriétés graphiques des figures centriques. 
(Extrait d'une lettre adreseée & Mr, Pasch.) 
Par 


Ventura Reyes y Prosper 4 Madrid. 
Je crois que les propriétés graphiques des figures centriques dont 
le centre est un point propre peuvent étre demontrées sans le secours 
de Ja section par un plan et en conséquence sans se servir de la belle 


co 





théorie des points et droites impropres, II suffit de démontrer pour 
ces figures le théoréme qui corresponde & la proposition connue de 
Desargues sur les triangles perspectifs dans le plan. 
Or, on y parvient comme il suit. 
Soient 
0a: 0a’, 
op . of, 
oy: oy 
trois couples de droites, chaque couple étant située dans un méme 
plan avec la droite ow. On suppose que les droites oa, 0f, oy, de 
méme que les oa’, 0f’, oy ne tombent pas sur un méme plan. 
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Prenons 
sur oa le point a, 


sur oa le point a’ 


d’une telle fagon que la droite aa’ coupe o@ eno’, les points o', a et 
a’ étant arrangés dans l’ordre ao’a’ (ce que est toujours possible). 

Par le point o' menons une droite telle qui coupant of et of’ en 
b et b' les points o’, b, b’ soient arrangés dans l’ordre o'bb’ (ce que 
Yon peut faire toujours). 

Menons enfin par o' une droite telle que coupant oy et oy’ en c 
et c’ les points o', c, c¢ soient arrangés dans l’ordre o’c’c (ce que est 
de méme toujours possible). 

Les droites aoa’, o'bb’ et o'cc’ peuvent étre supposées comme 
non situées dans un méme plan.*) 

Alors les droites 


ab et a’b’ se couperont en C, 
be et b’c se couperont en A 
et ac et ac se couperont en B. 

D’aprés la situation perspective des triangles abe et a’b’c’ (non 
situés sur un méme plan) les points A, B, C seront placés sur une 
droite et les droites 0A, 0B, oC tomberont dans un méme plan. Cela 
démontre le théoreme en question. Je suppose que tous les points, 
dont je me suis servi pour la démonstration antérieure, sont toujours 
des points propres. 


Madrid, 1888. 


*) Car si les droites ao’a’, o'bb’ et o'c'c tombent sur le méme plan, par le 
point o’ on méne la droite o’¢,'¢ qui est & considérer alors au lieu de la droite 
o'c'e. 













































Ueber die uneigentlichen Geraden und Ebenen. 
(Auszug aus einem Schreiben an Herrn V. Reyes y Prosper). 


Von 


M. Pascu in Giessen. 


Sie beweisen*) auf denkbar einfachste Art den Satz: Wenn die 
Strahlen « B y « By’ durch einen eigentlichen Punkt laufen und die 
Ebenen aa’, Bf’, yy’ sich in einer Geraden schneiden, so sind die 
Schnittlinien der Ebenen By und f’y’, ya und y'a’, af und a’f’ in 
einer Ebene enthalten. 

Die Betrachtungen, mittels deren ich in meinen ,,Vorlesungen iiber 
neuere Geometrie“‘ die uneigentlichen Geraden und Ebenen eingefihrt 
habe, werden nun erheblich vereinfacht, wenn man Ihren Beweis 
vorausschickt. 

Nachdem namlich in § 6 die uneigentlichen Punkte eingefiihrt sind, 
werden in §7 behufs Einfiihrung der uneigentlichen Geraden drei 
beliebige, zu zwei Ebenen P und Q zugleich gehérige Punkte A, B, C 
und ein eigentlicher, zu keiner dieser beiden Ebenen gehdriger Punkt 
F angenommen. Es soll bewiesen werden, dass die Punkte ABCF 
in einer Ebene liegen. 

Construirt man Figur 13, wie in dem Buche angegeben, wobei 
man jetzt den Punkt K ausserhalb der Ebenen FBy, Fya, FaB 
wihlen wird, so liegen auf der Ebene P die Punkte abc und auf der 
Ebene @Q die Punkte «By derart, dass sich die Geraden aa, bB, cy 
in dem Punkte K, die Geraden be und By in A, ca und ya in B, 
ab und @B in C begegnen. Betrachtet man also das Biindel der 
Strahlen Fa, Fb, Fe, Fa, FB, Fy, so schneiden sich die Ebenen 
Fae, Fbp, Fey in der Geraden F'K, die Ebenen Fbec und FBy 
in FA, Fea und Fya in FB, Fab wid Fef in FC, und mithin 
fallen die Strahlen FA, FB, FC in eine Ebene. 

Nachdem hierdurch der Begriff der uneigentlichen Geraden gewonnen 
ist, werden behufs Einfiihrung der uneigentlichen Ebene in § 8 vier 
Punkte BCDE, von denen keine drei in gerader Linie liegen, so 
angenommen, dass die Geraden BD und CE sich in einem Punkte A 


*) Vergl. die voranstehende Note des Herrn Reyes y Prosper. 
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begegnen. Es ist zu beweisen, dass auch die Geraden BC und DE 
einen Punkt gemein haben. 

Zu dem Ende benutze ich irgend eine Ebene P, welche keinen der 
Punkte ABC DE enthilt, und einen eigentlichen Punkt K ausserhalb 
P; der Fall, wo die Punkte ABCK in einer Ebene liegen, bleibt 
ausser Betracht. Die Ebene P trifft die Strahlen KA, KB, KC, 
KD, KE bezw. in Punkten a, b, c, d, e derart, dass von den Punkten 
bede keine drei in gerader Linie liegen, aber die Geraden bd und ce 
sich in a begegnen; den Schnittpunkt der Geraden bc und de nenne 
ich f. Ich nehme ferner ausserhalb der Ebenen P, KAB, KAC, 
KBC, KDE irgend einen eigentlichen Punkt L; von dem Falle, 
wo die Punkte ABCL einer Ebene angehiéren, ist wieder abzusehen. 
Den Schnittpunkt der Geraden BC mit der Ebene LDE nenne ich 
F und betrachte nunmehr das Biindel der Strahlen, welche Z mit A, 
B, C, D, E, F, a, b, ¢, d, e, f verbinden. 

Die Ebenen LaA, LbB, LeC gehen durch die Gerade LK, 
ebenso die Ebenen LaA, LdD, LeE. Folglich schneiden sich die 
Ebenen Lbe und LBC, Lea und LCA, Lab und LAB in drei 
Strahlen eines Biischels, ebenso die Ebenen Lad (Lab) und LAD 
(LAB), Lae(Lac) wd LAE(LAC), Lde wd LDE. Begegnet 
also die Gerade bc der Ebene LBC etwa in g, die Gerade de der 
Ebene L DE etwa in h, so schneiden sich die Ebenen Lab (Lbd) 
und LAB(LBD) auf der Ebene Lgh, d.h. die Ebenen Lgh, Lhd, 
LBD laufen durch eine Gerade. Daraus folgt aber weiter, dass die 
Schnitte der Ebenen LOB und LdD, Lg B(LBF) wid LhD (LDF), 
Lgb(Lbf) und Lhd(Ldf/), also die Strahlen LK, LF, Lf in eine 
Ebene fallen, d. h. dass die Strahlen Kf, LF und mithin die Ebenen 
KBC, KDE, LBC, LDE einen Punkt (7’) gemein haben. Durch 
diesen Punkt laufen die Geraden BC und DE. 


Giessen, 4. April 1888. 

















Zur Erimnerung an Axel Harnack. 
Von 


A. Voss in Mtinchen. 


Der am 3. April dieses Jahres als Professor der Mathematik am 
k. Polytechnikum in Dresden verstorbene Axel Harnack gehdrt zu 
jenen Miinnern, die sich durch Vielseitigkeit der Begabung nnd Reich- 
thum der Gedanken in hervorragender Weise ausgezeichnet haben. In 
der ersten Hialfte des kurzen, kaum mehr als zwoélf Jahre umfassenden 
Zeitraums, wihrend dessen es ihm vergénnt war, selbstiindig zu arbeiten, 
mit geometrischen Untersuchungen beschiiftigt, zu deren Behandlung 
gerade in derjenigen Richtung, wie sie Clebsch in so charakteristischer 
Weise vertreten hat, ihn ein besonders gliickliches Talent befihigte, 
hat er sich in den letzten Jahren seines Lebens fast ausschliesslich und 
mit immer steigendem Erfolge jenen grossen Fragen der reinen Analysis 
zugewandt, die seit Dirichlet’s Arbeiten iiber die Darstellung will- 
kiirlicher Functionen fortwiihrend neuen Anstoss zu tieferem EHindringen 
in die Fundamentalbegriffe der Lehre von den Functionen gegeben 
haben. 

Carl Gustav Axel Harnack ward geboren am 7. Mai 1851 zu 
Dorpat als Sohn des ausgezeichneten Theologen Theodosius Harnack, 
jetzt Prof. emer. daselbst. Schon in friiher Jugend entwickelte sich 
bei ihm eine lebhafte Neigung fiir mathematische und physicalische 
Gegenstiinde; die entscheidende Anregung, sich ganz der Mathematik 
zu widmen, verdankte er auf der Universitit Dorpat vorzugsweise seinen 
Lehrern A, v. Oettingen und F, Minding. Nach Vollendung seiner 
Studien, von deren Erfolg unter anderen auch seine von der Dorpater 
physical. medicin. Facultiit mit dem ersten Preise gekrénte Arbeit*) 
»,Ueber Maxima und Minima von Ellipseninhalten in Kegelschnittreihen 
und Netzen“ zeugt, wandte er sich 1873 nach Deutschland, wo neben 


*) Diese bereits 1872 vollendete Arbeit ist indess nicht verdéffentlicht 
worden. ° 
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den analytischen Disciplinen gerade zu jener Zeit durch die eminente 
Begabung, mit der Clebsch seinen Schiilern die Arbeiten der deut- 
schen und englischen Geometer zugiinglich zu machen wusste, auch 
das Interesse fiir geometrische Studien weitergehender Art sich in be- 
sonders lebhafter Entwickelung befand. In Erlangen, wo sein Vater 
1853—1866 als Professor gewirkt, er selbst einen Theil seiner Jugend- 
zeit verlebt hatte, zog er bald die Aufmerksamkeit Klein’s auf sich. 
Vor allen interessirte ihn der Kreis von geometrischen Fragen, welche 
sich an die von Clebsch und Gordan bearbeitete Theorie der 
Abel’schen Functionen angeschlossen hatten, in die er namentlich 
durch Klein eingefiihrt wurde, sowie die Fortbildung, welche die 
Algebra in der Bewiiltigung der auf die Theorie der homogenen Func- 
tionen gerichteten Aufgaben erfahren hatte, und in der er sich der 
ausgezeichneten Férderung Gordan’s erfreuen durfte, der nicht lange 
darnach von Giessen nach Erlangen berufen war. Durch Klein’s An- 
regung entstand zuniichst seine Inauguraldissertation*) ,,Ueber die Ver- 
werthung der elliptischen Functionen fiir die Geometrie der Curven 
dritter Ordnung“, in welcher zum ersten Mal der Gedanke ausgefiihrt 
ist, die von Clebsch begriindete Parameterdarstellung der Curve dritter 
Ordnung nach den von Klein eingefiihrten Gesichtspunkten**) zu 
entwickeln und durch die mannigfachen Beziehungen, welche die von 
Clebsch begonnene Connextheorie***) bietet, zu bereichern. Kine 
weitere Ausdéhnung namentlich nach dieser letzteren und der formen- 
theoretischen Seite hin gab er sodann diesen Untersuchungen in der 
Arbeit tiber cubische ternire Formen.*}) 

Mit diesen ersten Arbeiten stehen in enger Verbindung seine Note 
iiber den Abel’schen Satz}}), dem er eine neue und fiir geometrische 
Anwendungen elegante orm abzugewinnen wusste, ferner seine Unter- 
suchungen itiber die Behandlung der algebraischen Differentiale in 
homogenen Coordinaten, }}}) die fast gleichzeitig auch von Linde- 
mann in den von letzterem bearbeiteten Vorlesungen von Clebsch 
entscheidend geférdert ist, sowie der von Harnack zuerst aus- 


*) Inauguraldissertation, Leipzig 1875, auch erschienen Mathem. Annalen 
Bd, IX, S. 1. 
**) Klein, Ueber eine neue Art der Riemann’schen Fliichen, Math. Ann. 
Bd. VII, 8, 558. 
***) Vgl. die Darlegungen von Clebsch in den Math, Ann. und den von 
Lindemann bearbeiteten Vorlesungen, S. 924—1037. 
+) Zur Theorie der terniiren cubischen Formen, Math. Ann. Bd. IX, S. 218. 
+t) Berichte der phys. med. Societiit zu Erlangen, 1875; dann auch Math. 
Ann, Bd. IX, 8S. 383. 
+++) Ueber eine Behandlungsweise der algebraischen Differentiale in nhomo- 
genen Coordinaten, Math. Ann. Bd. 1X, S. 371. Man vergleiche auch die Linde- 
mann'sche Arbeit in den Vgrlesungen von Clebsch, S. 764-923. 
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gesprochene Beweis des Satzes, dass eine ebene Curve vom Geschlechte 
p hdchstens aus p + 1 getrennten Ziigen bestehen kann. Wenn gleich 
dieser Satz auch auf anderen Wegen gewonnen werden kann,*) so 
wird doch die véllig elementare Art, in der Harnack, auf Vor- 
stellungen von Mébius und Pliicker zuriickgehend, die Existenz von 
Curven der ». Ordnung, denen die genannte Eigenschaft zukommt, 
begriindete, von dauerndem Werthe bleiben. 

Noch wihrend des Entstehens dieser Arbeiten hatte sich Harnack 
als Docent fiir Mathematik an der Universitit Leipzig habilitirt (Herbst 
1875).**) Er hat hier vorzugsweise tiber geometrische Fragen gelesen, 
auf die er sich sowohl durch die Richtung, die seine eigenen Studien 
genommen, als auch durch die ihm iibertragene Herausgabe der 
Hankel’schen Vorlesungen iiber synthetische Geometrie hingewiesen 
sah.***) Seine ausgezeichnete Lehrbegabung, das ihm eigene Geschick, 
bei sorgfiltiger algebraischer Behandlung des einzelnen stets den Blick 
auf principielle Fragen zu concentriren, gewannen ihm gleich von 
Anfang an einen zahlreichen Kreis von Zuhérern und die Anerkennung 
der Professoren Scheibner und Neumann, mit denen er dauernd 
in pietiitvoller Beziehung geblieben ist. 

Die so gliicklich begonnene Leipziger Thitigkeit musste Harnack 
sich gleichwohl entschliessen, aufzugeben, als er im Herbst 1876 an 
die technische Hochschule zu Darmstadt als Professor der Mathematik 
berufen wurde. Ostern 1877 begriindete er daselbst seinen eigenen 
Hausstand mit Elisabeth von Oettingen aus Ludenhof bei Dorpat. 
Nur kurze Zeit hat er in Darmstadt gewirkt; schon im Herbst 1877 
siedelte er nach Dresden iiber. 

Das Polytechnicum zu Dresden hatte unter Zeuner’s Direction 
einen miichtigen Aufschwung genommen. Derselbe erdffnete insbeson- 
dere auch den mathematischen Studien eine weitere Perspective, die 
unter Schlémilch’s ausgezeichneter Thitigkeit daselbst gepflegt waren, 


*) Ueber die Vieltheiligkeit der ebenen algebraischen Curven, Math, Ann. 
Bd, X, 8. 189. Einen anderen, auf der Betrachtung der symmetrischen Riemann’- 
schen Flichen beruhenden Beweis des Harnack’schen Satzes gab Klein, Rie- 
mann’s Theorie der algebraischen Functionen, Leipzig 1882, S. 72. Uebrigens 
findet sich auch schon bei Schottky, (conforme Abbildung mehrfach zusammen- 
hiingender ebener Fliichen, Journal v. Crelle 83 (1877)) der Nachweis der Existenz 
von ebenen Curven des Geschlechtes @ mit @ + 1 geschlossenen Theilen, daselbst 
§ 5, S. 314. 

**) Als Habilitationsschrift hatte Harnack die, Anmerk. 8. 162 +++, erwiihnte 
Arbeit eingereicht; den Gegenstand seiner Habilitationsvorlesung bildete eine 
geschichtliche Darlegung des Begriffs der algebraischen Curven, in der zum 
Schluss auch der soeben angegebene Satz beriihrt wird. 

***) Hermann Hankel, Die Elemente der projectivischen Geometrie in 
synthetischer Behandlung, herausgegeben von Harnack, Leipzig 1875, Teubner, 
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und fiir die nach dessen Uebergang in einen anderen Wirkungskreis 
in Kénigsberger aufs neue eine gefeierte Kraft gewonnen war. 
Nicht ohne Zagen nahm Harnack den Ruf an, der ihm bei Kinigs- 
berger’s Berufung nach Wien zu Theil wurde; mit Eifer aber suchte 
er den vielfachen Pflichten, welche die Organisation der Anstalt von 
ihm forderte, gerecht zu werden. 

Die Aufgabe, ein grésseres Publicum in die Principien der Dif- 
ferential- und Integralrechnung mit einer auch fiir weitergehende rein 
wissenschaftliche Bediirfnisse ausreichenden Allgemeinheit einzufthren, 
nahm fortan sein ganzes Interesse in Anspruch. Wie er selbst iiber 
seine Aufgabe als Lehrer an einer technischen Hochschule dachte, hat 
er aufs klarste gelegentlich einer Recension im Civilingenieur aus- 
gesprochen.*) ,,Sieht man von der elementaren Mathematik ab, so 
erhebt sich immer wieder das schwierige Problem, welches bei allen 
Lehrbiichern der sogenannten héheren Mathematik, ja bei dem ge- 
sammten mathematischen Studium, zumal an den technischen Hoch- 
schulen sich geltend macht: die Frage nach der Behandlungsweise 
der einzelnen Disciplinen hinsichtlich der Vollstandigkeit und 
Pricision. Letztere zumal erfordert nach dem gegenwirtigen Stande 
der Wissenschaft eine so grosse Vertiefung, dass man von vornherein 
darauf verzichten muss, ihr iiberall dadurch gerecht zu werden, dass 
man die einzelnen Theoreme in ihrem vollen Umfange klar legt, wohl 
aber lisst sie sich durch eine genaue Einschrankung derselben jeder 
Zeit aufrecht erhalten. Die Aufgabe, welche der mathematische Unter- 
richt und jedes Lehrbuch zu lésen haben, ist also meiner Meinung 
nach so zu fixiren: klare und vollstindige Auseinandersetzung der 
grundlegenden Begriffe, médglichste Beschrinkung der reinen Theorie 
nebst scharfer Formulirung der Lehrsiitze innerhalb gegebener eng 
gezogener Voraussetzungen, Reichhaltigkeit in der Anwendung auf 
gebotene Probleme.“ 

Aus diesen Vortriigen ist zunachst sein Werk iiber die Elemente 
der Differential- und Integralrechnung, hervorgegangen,**) in dem er 
sich allerdings auch viel weitergehende Aufgaben gestelit hatte. Dasselbe 
hat wegen der geschickten und originellen Darstellung, in der die 
principiellen Fragen iiberall an die Spitze treten, ohne dass doch die 
Anwendung auf das einzelne vernachlissigt wird, und die Betrachtung 
sich in vollig abstracte dem Verstiindnisse der Studirenden weniger 


*) Das Citat im Texte ist entnommen aus der von Harnack verfassten 
Anzeige des von Heger und Reidt verdffentlichten Handbuches der Mathematik, 
Breslau 1879 und 1881, Civilingenieur Bd. XXIX. 

**) Die Elemente der Differential- und Integralrechnung zur Einfiihrung in 
das Studium dargestellt von Axel Harnack, mit Figuren im Text, Leipzig 
1881, Teubner. 
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zugiingliche Fragen verliert, allseitigen Beifall gefunden.*) Sein Wunsch, 
dasselbe bei Gelegenheit einer neuen Auflage zu einer theoretischen 
Darlegung der Grundprincipien im Sinne der neueren Functionentheorie 
zu gestalten, dagegen die Erérterung der mehr elementaren Anwen- 
dungen zuriicktreten zu lassen, fiir welche er inzwischen selbst durch 
die alsbald zu erwihnende Bearbeitung des Serret’schen Cours de 
calcul différentiel et intégral den angehenden Mathematikern ein vor- 
zligliches Werk geboten hatte, ist leider nicht in Erfiillung gegangen; 
in seinem Nachlasse**) haben sich tibrigens keine Vorarbeiten zu einer 
solchen Bearbeitung vorgefunden. 

Damit beginnt zugleich die zweite Periode in der wissenschaft- 
lichen Thitigkeit Harnack’s; in der That hat er seitdem sich fast 
ausschliesslich analytischen Untersuchungen zugewandt. Zuniichst nahm 
er die Bemerkung Tépler’s,***) dass die Coefficienten der Fourier’- 
schen Reihe sich vermittelst einer der Methode der kleinsten Quadrate 
nachgebildeten Betrachtung ergeben, zum Ausgangspunkt von Unter- 
suchungen iiber die Fourier’sche Reihe. Bekanntlich hat Du-Bois- 
Reymond?) zuerst den Beweis des wichtigen Satzes gegeben, dass 
die Coefficienten einer trigonometrischen Reihe in die Fourier’ sche 
Form gebracht werden kénnen, wenn die Function endlich und inte- 
grabel ist, oder in den Punkten einer Menge erster Gattung unendlich 
wird. Harnack’s Bestreben war zuniichst darauf gerichtet, diese 
Untersuchungen wo méglich zu vereinfachen und zu erweitern. Indem 
er die allerdings beschriiukende Voraussetzung einfiihrte;7+), dass die 
dargestellte Function nebst ihrem Quadrate integrabel sei, liess sich 
nicht allein das schliessliche Verschwinden der Fourier’schen Coef- 
ficienten sondern auch die im allgemeinen gleichmiissige Convergenz 
des beliebig weit ausgedehnten Restgliedes der Reihe nachweisen. 
Reicht auch die angegebene Voraussetzung nicht aus, um die glied- 
weise Integrirbarkeit der Reihe zu erweisen, so scheinen doch diese 


*) Man sehe die Recensionen von H. Weber, Schliémilch’s Zeitschrift 
fiir Math. u. Physik, Bd, 27, 8. 161; Wangerin, Deutsche Literaturzeitung vom 
Jahre 1882; Hoppe, Fortschritte der Mathematik fiir das Jahr 1881, S. 202; 
Godt, Zeitschrift fiir math. u. naturw. Unterricht von Hoffmann, 1883, 8S. 51; 
Giinther, Blatter fiir das bayerische Gymnasialwesen 1882, 8. 165. 

**) Ausser den bereits verdffentlichten Schriften hat sich im Nachlasse 
Harnack’s noch die sorgfiltig ausgefiihrte Habilitationsvorlesung, sowie cin 
allerdings nur zum Theil fertiges Manuscript vorgefunden, tiber das 8, 171, Anm. 
berichtet ist. 

***) Anzeiger d. Akad. zu Wien, 7, Dec. 1876; Repertorium d. Math, 
Ba. I, 8. 402. 
+) Abhandlungen der k. bayerischen Academie, II, Cl., Bd. XII, 1. Abth, 
Seite 119. 
++) Math. Ann, Bd, XVII, 8S. 123; Bd. XIX, S, 235 u. 324, 
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Betrachtungen geeignet, auch weitergehende Untersuchungen, wie sie 
Harnack namentlich in seiner Schrift de la Série de Fourier, Paris 
Gauthier- Villars 1883,*) ausgefiihrt hat, zu férdern. Auch von anderen 
Mathematikern, z. B. Halphen**), der unabhiingig davon denselben 
Gang eingeschlagen hatte, ist die bereits von Harnack erkannte 
Verwendbarkeit fiir analoge Fragen betont worden, obwohl anderer- 
seits kein Zweifel dariiber bestehen kann, dass die weitere Verfolgung 
des von Du-Bois Reymond eingeschlagenen héchst scharfsinnigen 
Weges, wie sie von H 6lder ausgefiihrt ist, zu aligemeineren Resultaten 
hinleitet. ***) 

In engem Zusammenhange steht hiermit die Einfiihrung des Be- 
griffes der discreten Punktmenge, mit dem Harnack an die von 
Hankel in dessen Tiibinger Festschrift+) ausgesprochenen Ideen an- 
kniipfte. Eine Punktmenge heisst darnach discret, ++) wenn sich simmt- 
liche Punkte derselben in eine endliche Anzahl von Intervallen ein- 
schliessen lassen, deren Summe beliebig klein gemacht werden kann, 
mag dabei auch die Anzahl jener Intervalle iiber jeden Betrag wachsen. 

Beriihrte sich einerseits diese Begriffsbildung mit den tiefgehenden 
und wichtigen Untersuchungen G. Cantor’s iiber Punktmengen tber- 
haupt, so steht doch Harnack mit derselben zuniichst auf den dem 
Riemann’ schen Integralbegriff erwachsenen Gesichtspunkten. In der 
That hat auch die discrete Menge bei den Problemen der Integralrechnung 
eine wesentliche Wichtigkeit, wihrend fiir die fundamentalen Unter- 
suchungen, die gleichzeitig die Differential- und Integralrechnung be- 
treffen, die Cantor’schen weit allgemeineren Conceptionen massgebend 
erscheinen, wie dies z. B. auch aus den Scheeffer’ schen Arbeiten }}7) 
hervorgeht. 

Die Untersuchungen iiber die Fourier’sche Reihe lenkten 


*) Diese Schrift findet sich auch im Darboux'schen Bulletin des sciences 
math, et. astr. 1883. Ser. II, t, 6. 

**) Vgl. Halphen, Sur la série de Fourier, Comptes Rendus t. 95, 8, 1217 
und t. 96, 8S. 168; ebendaselbst auch t. 95, 8S. 967 die Bemerkung von Hugoniot, 
Sur le développement des fonctions en séries, 

***) Hdlder, Zur Theorie der trigonometrischen Reihen, Math. Annalen 
Bd, XXIV, 8. 181. 
+) Hankel, Untersuchungen iiber die unendlich oft oscillirenden und 
unstetigen Functionen, Festschrift der Universitit Tiibingen 1870; wieder abge- 
druckt Math. Ann, Bd, XX, S. 63; vgl. besonders 8, 87 u, ff. 

tt) Siehe Math. Ann, Bd. XXIV, 8S. 218. Der Begriff der discreten Menge 
bei Harnack deckt sich tibrigens mit dem der Punktmenge vom Inhalt Null bei 
G, Cantor, 

ttt) Ludwig Scheeffer, Zur Theorie der stetigen Functionen einer reellen 
Veriinderlichen Act. Math. V, S. 183 und 278, ferner allgemeine Untersuchungen 
tiber Rectification der Curven, daselbst S. 52. Es ist dies tibrigens auch von 
Harnack selbst bemerkt worden, z, B. Math. Ann. Bd. XXIV, S, 231, Anmerk. 
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Harnack’s Interesse weiter auf den Fundamentalsatz aus der Theorie 
der Functionen einer complexen Variabelen, nach welchem jede end- 
liche eindeutige und stetige Function, welche in einem Gebiete eine 
endliche und stetige Ableitung besitzt, in demselben durch eine Potenz- 
reihe dargestellt werden kann. Er zeigte hier,*) wie dieser Satz nebst 
der Laurent’schen Erweiterung sich unmittelbar aus der Theorie der 
Fourier’schen Reihe gewinnen lisst, und wie die von Riemann ge- 
gebenen Unstetigkeitsbedingungen priicisirt werden kénnen. 

Doch schon wihrend dieser Zeit machten sich die Anfinge des 
Leidens bemerkbar, das auf sein inzwischen auf das gliicklichste ent- 
wickeltes Familienleben sobald einen triiben Schatten werfen sollte. 
Von Hause aus zart organisirt, hatte Harnack sich beim Besuche 
eines Seebades, wie es schien, eine Erkiltung zugezogen, die bald 
einen ernsteren Charakter annahm. Als auch ein Aufenthalt in Botzen, 
den er im Friihjahr 1883 nahm, keine wesentliche Besserung herbeifiihrte, 
war es leider nicht mehr zu verkennen, dass ein tieferes Leiden seinen 
Organismus ergriffen hatte. Er musste sich entschliessen — wozu ihm 
die k. Sichs. Regierung in der entgegenkommendsten Weise die Még- 
lichkeit erdffnete, — seine Lehrthitigkeit zeitweilig ganz aufzugeben, 
um in Davos, wohin ihm seine Familie Ostern 1884 folgte, Kriftigung 
zu suchen. 

Aber auch in dieser Zeit, die sein lebhaftes Pflichtgefiihl beson- 
ders schwer empfand, ist er nicht miissig gewesen. Nicht nur nahm 
er auch aus der Ferne lebhaften Antheil an allen Fragen, welche die 
Dresdner Hochschule beriihrten; mit staunenswerther Energie erledigte 
er wihrend des 1'/,jihrigen Aufenthaltes in Davos, fern von allen 
literarischen Hiilfsmitteln, die Aufgabe, die er sich in der deutschen 
Bearbeitung von Serret’s Calcul différentiel et intégral**) gestellt 
hatte. Von dem Werke Serret’s hat Harnack eine vorziigliche 
Uebersetzung geliefert, die soweit wie méglich das Original wieder- 
giebt; aber in-einer Reihe von Zusiitzen, die durch kleineren Druck 
kenntlich gemacht sind, und namentlich in den beiden letzten Banden 
dieses grossen Lehrbuches einen bedeutenderen Umfang einnehmen, 
hat er eine Fiille wichtiger Ergiinzungen hinzugefiigt, durch welche 
dasselbe ganz wesentlich gewonnen hat. Namentlich midge hier die 
musterhafte Darlegung der Theorie der Fourier’schen Reihen und 
Integrale***) angefiihrt werden; sie ist geeignet, den angehenden 





*) Anwendung der Fourier’schen Reihe auf die Theorie der Functionen 
einer complexen Veriinderlichen, Math, Ann, Bd, XXI, S. 305. 

**) Serret, Cours de calcul différential et intégral, Il édition, Paris, 
Gauthier-Villars 1880. 

***) Siehe in Serret-Harnack, Lehrbuch der Differentialrechnung etc, die 
Abschnitte: Grundriss der Theorie der Fourier’schen Reihe und der Fourier’schen 
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Mathematikern auch schon in den ersten Semestern den Zugang zu 
den Untersuchungen Riemann’s und anderer Forscher zu erdffnen. 

Als Harnack Ostern 1885 zuriickkehrte, schien seine Gesundheit 
gekriiftigt, wenngleich er sich selbst keineswegs verhehlte, dass sein 
eigentliches Leiden nicht gehoben war. Aber seine Arbeitskraft hatte 
sich ungeschwiicht erhalten; ja, sie schien noch gewachsen. 

Die Untersuchungen iiber die Darstellung willkiirlicher Functionen 
einer reellen Variabelen mussten Harnack naturgemiiss auf die 
erweiterten Probleme fiihren, welche mit dem sogenannten Dirichlet’- 
schen Princip aufgetreten sind. Bekanntlich ist der Beweis des Satzes, 
dass die Differentialgleichung A*u—0O stets ein Integral besitzt, 
welches in der Begrenzung eines ebenen oder raumlichen Gebietes 
vorgeschriebene Werthe annimmt, in der Weise, wie derselbe, von 
W. Thomson zuerst ausgesprochen, namentlich seit Riemann fiir 
die Functionentheorie eine hervorragende Wichtigkeit erlangt hat, 
lingst als nicht ausreichend erkannt worden, Es ist das Verdienst 
von Neumann und H. A, Schwarz*), diese Schwierigkeit zuerst 
unter bestimmten Voraussetzungen iiberwunden zu haben. In der 
Programmschrift der eidgen. polytechn. Schule von 1870 zeigte 
Schwarz, wie aus der conformen Abbildung eines Polygons auf die 
Halbebene die Existenz der Green’schen Function mittels bestimmter 
Convergenzprocesse erkannt werden kann, falls das Polygon in eine 
nach Aussen tiberall convexe Curve iibergeht. Hinen anderen Beweis, 
der zum Theil auf erweiterten Voraussetzungen beruht, hat derselbe 
in den Berichten der Berliner Academie gegeben (1870).. Zu derselben 
Zeit gelang es Neumaun,*) den genannten Satz sowohl fiir die 
Ebene als den Raum zu beweisen, sobald die Begrenzung iiberall 
convex nach aussen ist, und mit Hiilfe einer gleichzeitig von Schwarz 
gefundenen Methode auch auf anderweitig begrenzte, auch mebrfach 
zusammenhingende, Gebiete zu erweitern. Harnack stellte sich nun 
die Aufgabe, diese Resultate auch fiir den Fall, dass die Berandung, 
die nicht nur eine analytische Curve zu sein braucht, von diesen Kin- 
schriinkungen befreit ist, directer zu gewinnen. In der That zeigte er, 
in einer der K. Sachs. Gesellschaft der Wissenschaften am 2. Mai 1886 
iibergebenen Abhandlung**), wie der von Schwarz eingeschlagene 


Integrale, Bd. II. 8. 343—380; ferner: Zur Integration der partiellen Differentialglei- 
chungen in der Theorie der Functionen einer complexen Veriinderlichen, Bd. III. 
8. 378-388, sowie auch die einschliigige Darstellung in den ,,Grundlagen der 
Theorie des logarithmischen Potentials ‘'. Leipzig 1887. 

*) Vgl. die Darlegung bei Klein, Math. Ann. Bd, XXI, S. 153, Literarisches 
zum Dirichlet’schen Princip. 

**) Existenzbeweise zur Theorie des Potentiales in der Ebene und im Raume, 
Berichte d. siichs. Gesellschaft d. W. 2. Mai 1886. 
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Weg sowohl in der Ebene als auch im Raume, wenigstens fiir ein 
einfach zusammenhingendes Gebiet durchgefiihrt werden kann. Die voll- 
stindige Darlegung dieser Untersuchungen, namentlich fiir den Raum 
war ihm nicht mehr beschieden. 

Dagegen hat er in seinem letzten grésseren Werke, iiber die 
Theorie des Potentiales*) fiir die Ebene eine zusammenfassende Dar- 
stellung der Schwarz’schen und Neumann’schen Untersuchungen 
in Verbindung mit seinen eigenen Resultaten gegeben, welche zugleich 
die wesentlichsten Gesichtspunkte enthilt, die er bei dem Problem im 
Raume einzuhalten beabsichtigte. 

Von Ostern 1885 an hatte Harnack seine Vorlesungen ohne 
Unterbrechung wieder aufgenommen, obwohl sein Befinden ein wechseln- 
des war und namentlich im Sommer 1887 seine Angehdrigen wieder 
mit Sorge erfiillen musste. Im Winter darauf kam wieder eine giinstigere 
Periode fiir ihn; noch im December nahm er Theil an einer Sitzung 
der Leipziger Gesellschaft der Wissenschaften, zu deren ordentlichen 
Mitgliedern er seit 1886 gehérte, ja er unternahm selbst kleinere 
Reisen, um seinen fast ganz unterbrochenen persénlichen Verkehr mit 
Fachgenossen zu erweitern. Aber schon im Februar sah er sich wieder 
gezwungen, seine Ausgiinge auf das nothwendigste Mass zu beschriinken. 
Noch hoffte er neue Kraftigung in der milden Luft der oberitalienischen 
Seen zu finden; mit ungewdhnlicher Energie fihrte er seine Vor- 
lesungen weiter, um ohne mit seinem eigenen Pflichtgefiihl in Wider- 
streit zu kommen, in den Osterferien eine Erholungsreise etwas linger 
ausdehnen zu kénnen. Es sollte nicht sein. Am 16. Marz brach er 
mitten in der Vorlesung zusammen; sein Leiden, das bisher doch nur 
langsame Fortschritte gemacht zu haben schien, nahm plétzlich eine 
unerwartete unheilvolle Wendung: schon nach wenigen Tagen ward 
er den Seinen entrissen. Die Vorboten dieset Erkrankung waren schon 
eingetreten, als er sein letztes Manuscript**) an die ‘Redaction dieser 
Annalen einsandte, und selbst in den letzten Tagen beschiftigte ihn 
noch der Gedanke an eine Revision seiner Elemente der Differential- 
rechnung fiir eine englische Uebersetzung, zu der er seine Genehmigung 
ertheilt hatte. 

Axel Harnack besass eine Persénlichkeit, die auf alle, die mit 
ihm in Berithrung gekommen sind, vom ersten Augenblick an durch 
die unmittelbar hervortretende Reinheit und Liebenswiirdigkeit ihres 
Charakters einen tiefen Eindruck machte. Liebevoll und kindlich ein- 


*) Grundlagen der Theorie des logarithmischen Potentials und der Potential- 
functionen in der Ebene, Leipzig 1887. 

**) Es ist dies die hier anschliessend verdffentlichte Schrift Harnack’s 
itiber Cauchy’s zweiten Beweis fiir die Convergenz der Fourier’schen Reihe. 
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fach im hiuslichen Kreise, voll von sittlichem Ernste und doch heiterer 
Fréhlichkeit im Verkehr mit seinen Collegen und Freunden, erfiillt 
von dem idealsten wissenschaftlichen Streben und dabei doch wieder 
mit sicherer Festigkeit die gegebenen Verhiiltnisse unveriickt im Auge 
behaltend , tibte er nicht nur auf seine Schiiler einen michtigen Kin- 
fluss, auch ailtere Manner ordneten sich gerne dem um so vieles jiingeren 
unter, ohne dass er in seiner Bescheidenheit den Wunsch dazu hiitte 
hervortreten lassen. Eines hohen Vertrauens erfreute er sich nicht 
nur unter seinen Collegen, sondern auch in weiteren Kreisen, ins- 
besondere auch in seiner alten Heimat, der er stets die treueste An- 
hinglichheit bewahrt hat. Die Macht der Rede stand ihm in seltenem 
Masse zu Gebote; miihelos gelang es ihm, den Reichthum seiner Ge- 
danken zugleich in die treffendste Form zu kleiden. Bedeutend war 
seine Begabung fiir organisatorische Fragen; bei schwierigen An- 
gelegenheiten wusste er immer den Nagel auf den Kopf zu treffen. 
Sein fruchtbares Wirken als Lehrer fand auch vielfache fiussere An- 
erkennung: in Dorpat dachte man daran ihn als Nachfolger Minding’s 
zu gewinnen; 1877 erhielt er einen Ruf an die Universitit Rostock, 
1882 an die technische Hochschule zu Aachen. Beidemale glaubte er 
ablehnen zu sollen; einem 1883 an ihn ergangenen Rufe an die tech- 
nische Hochschule zu Miinchen war er bereit zu folgen, doch trat 
seine Gesundheit hindernd dazwischen. 


Harnack war zugleich ausgezeichnet durch eine vorziigliche 
literarische und isthetische Bildung, die er gern in der Geselligkeit 
des Hauses weiter férderte; geschichtliche und philosophische Studien 
beschiaftigten ihn unausgesetzt in seinen Mussestunden. In die Ein- 
samkeit von Davos begleitete ihn das zu eben der Zeit vollendete 
grosse Werk von Wundt*) iiber die Principien der Erkenntniss, und 
die Art, wie er sich im eigenen Denken iiber die Grundlagen aller 
Naturerkenntniss klar zu werden suchte, mag der seinem Freunde und 
Lehrer A. v. Oettingen gewidmete Vortrag bezeichnen, den er, von 
dort zuriickgekehrt, in der naturwissenschaftlichen Gesellschaft zu 
Dresden hielt.**) Leibniz’ grossartige Persénlichkeit fesselte ihn 
begreiflicherweise insbesondere. Von Interesse wird immer die kurze 
und dabei doch so lebendige Darstellung von Leibniz’ Wirken***) 
bleiben, welche er Ostern 1877 als Redner zur Geburtstagsfeier seines 


*) W. Wundt, Logik. Eine Untersuchung der Principien der Erkenntniss 
und der Methoden wissenschaftlicher Forschung. Stuttgart, 1880—1883. 

**) Naturforschung und Naturphilosophie, Vortrag, gehalten in der natur- 
wissenschaftlichen Gesellschaft zu Dresden von A, Harnack, Leipzig 1886, 
Teubner, 

***) Leibniz’ Bedeutung in der Geschichte der Mathematik, Dresden 1887, 
Zahn und Jaensch. 
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Landesherrn gab, und von der man mit M. Cantor*) nur wiinschen 
méchte, dass dieselbe in erweiterter Gestalt hitte verdffentlicht werden 
kénnen, So erinnert Harnack in mehr als einer Beziehung an den 
ebenfalls der Wissenschaft so friih entrissenen Hermann Hankel. 
Beider Arbeiten haben, wie sich leicht auch im einzelnen nachweissen 
liesse, einen fhnlichen Verlauf genommen; beiden war gemeinsam der 
feine Sinn fiir die historische Entwickelung der mathematischen Pro- 
bleme, der sichere Blick fiir alle Fragen, die mit den Aufgaben des 
Unterrichtes zusammenhiingen, und das lebendige Interesse fiir das 
ihnen anvertraute Lehramt. 

Sein Geschick hat die weiteren Erfolge, welche die Wissenschaft 
seinem beharrlichen Forschen bereit zu halten schien, nicht zur Wirk- 
lichkeit werden lassen. Aber in Kinem ist er auch in der kurzen 
Lebenszeit zur Vollendung gereift: in der sittlichen Festigkeit seines 
Charakters, die, getragen von einer tief religidsen Grundanschauung, 
welche er als ein Erbtheil seines Vaterhauses doch auch vollig selbst- 
stiindig in sich entwickelt hatte, die Quelle war, aus der sein den 
héchsten Aufgaben zugewandtes Streben immer neue Kraft schdpfte. 
Die Wissenschaft wird ihm dauernd ein ehrenvolles Andenken be- 
wahren, Die einzigartige Persénlichkeit Axel Harnack’s aber, in 
der in harmonischer Weise alles vereinigt war, was den eigentlichen 
Werth des einzelnen Menschenlebens ausmacht, wird seinen Schiilern, 
seinen Freunden und Fachgenossen stets unvergesslich bleiben. 


Miinchen, im Mai 1888. 


*) Vgl. das Referat von M,. Cantor in der Zeitschrift fiir Math. u. Phys., 
Bd. 32, S, 321. Dass Harnack auch selbst beabsichtigen mochte, den im Texte 
angefiihrten Wunsch M. Cantor's zu erfiillen, scheint aus einer Vorlesung itiber 
die geschichtliche Entwickelung der Geometrie insbesondere des 17. Jahrhunderts 
hervorzugehen, die er im letzten Semester gehalten hat, und die auf selbstiindigen 
Studien tiber diese Periode beruhen diirfte. 
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In den Mathematischen Annalen. 


Ueber die Verwerthung der elliptischen Functionen fiir die Geo- 
metrie der Curven dritten Grades. Inauguraldissertation, Leipzig 
1875; Bd. IX, 8. 1. 

Zur Theorie der terniren cubischen Formen, Bd. IX, 8. 218. 
Ueber eine Behandlungsweise der algebraischen Differentiale in 
homogenen Coordinaten , Bd. IX, 8S. 371. 


4) Ueber die Vieltheiligkeit der ebenen algebraischen Curven, Bd. X, 


S. 189. 
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Bd. XIIE, 8. 555. 
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Ueber die trigonometrische Reihe und die Darstellung willkiir- 
licher Functionen, Bd. XVII, 8. 123. 

Vereinfachung der Beweise in der Theorie der Fourier’schen Reihe, 
Bd. XIX, 8. 235. 

Berichtigung zu diesem Aufsatze, daselbst S. 521. 

Anwendung der Fourier’schen Reihe auf die Theorie der Func- 
tionen einer complexen Veriinderlichen, Bd. XXI, 8. 305. 

Die allgemeinen Siitze tiber den Zusammenhang der Functionen 
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Bd. XXIII, 8. 244, zweiter Theil Bd. XXIV, 8. 217. 

Note iiber die Abbildung einer stetigen linearen Mannigfaltigkeit 
auf eine unstetige, Bd. XXIII, S. 285. 

Ueber den Inhalt von Punktmengen, Bd. X XV, S. 421. 
Bemerkungen zur Theorie des Doppelintegrales, Bd. XXVI, 8. 566. 
Ueber die mit Ecken behafteten Schwingungen gespannter Saiten, 
Bd. XXIX, 8. 486. 

Ueber Cauchy’s zweiten Beweis fiir die Convergenz der Fourier’- 
schen Reihe und eine damit verwandte iiltere Methode von Poisson. 
Bd. XXXII. 
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Il. 


In den Sitzungsberichten der physical.-medicinischen Societit 
zu Erlangen. 


Ueber die Verwerthung der elliptischen Functionen fiir die Geo- 
metrie der Curven dritter Ordnung, 13. Juli 1874. 


2) Zur Theorie der cubischen terniiren Formen, 8. Februar 1875. 


Ueber einen Beweis des Abel’schen Theorems, 12. Juli 1875. 


Ill. 


den Berichten der math. phys. Classe der k. Sachs. Gesellschaft 
der Wissenschaften zu Leipzig. 


Beitriige zur Theorie des Cauchy’schen Integrales, 12. Nov. 1885. 
Existenzbeweise zur Theorie des Potentiales in der Ebene und im 
Raume, 2. Mai 1886. 

Ueber die Darstellung einer willkiirlichen Function durch die 
Fourier-Bessel’schen Functionen, 12. Dec. 1887. 


IV. 
In Schlémilch’s Zeitschrift fir Mathematik und Physik. 


Ueber lineare Constructionen von ebenen Curven dritter Ordnung, 
XXII, 8. 38. 
Zur Theorie der Wiirmeleitung in festen Kérpern, XXXII, 8. 91. 


V. 
In anderen Zeitschriften. 


Ueber algebraische Differentiale, Annali di Matematica, Ser. II, 
t. 9, S. 302. ; 

Théorie de la série de Fourier, Darboux, Bulletin des sciences 
mathém. et astron., ser. II, t. VI, 1883; auch separat erschienen, 
Paris, Gauthier-Villars 1883. 

Ueber die einfachsten Methoden zur angeniherten Berechnung 
ebener Flichen, Civilingenieur, Bd. XXVIII. 


VI. 
Reden und Festschriften. 


Ueber den allgemeinen Raumbegriff und seine Anwendbarkeit in 
der Naturforschung, Sitzungsber. der naturw. Gesellschaft Isis zu 
Dresden, 1878. 

Zur Theorie der Wiirmeleitung in festen Kérpern, Festschrift der 
Gesellschaft Isis zn Dresden, 14. Mai 1885; vgl. IV, Nr. 2. 
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Theodosius Harnack, Dr. und Prof. emer. der Theologie an der 
Universitat Dorpat, 3. Jan. 1887; von Dr. A. Harnack, Prof. der 
Theologie a. d. Universitit Marburg, Dr. A. Harnack, Prof. der 
Mathematik am Polytechnicum zu Dresden, Dr. E. Harnack, Prof. 
der Medicin a. d. Universitat Halle und Dr. O. Harnack, Oberlehrer 
am Gymnasium Birkenruh, Dresden 1887, Teubner; Ueber den 
Gebrauch des Unendlichen in der Mathematik, 8S. 17—29. 

Leibniz’ Bedeutung in der Geschichte der Mathematik. Rede zur 
Feier des Geburtstages S. M. des Kénigs von Sachsen, gehalten in 
der Aula des Polytechnicums zu Dresden, Dresden 1887; Zahn und 


Jaensch. 
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Recensionen, Referate. 


Besprechung des Handbuches der Mathematik, herausgegeben von 
Schlémilch, unter Mitwirkung von Heger und Reidt, Breslau 1879, 
1881; Civilingenieur, Bd. XXIX. 

Referate tiber Arbeiten deutscher Mathematiker in Darboux’ Bulletin 
des sciences math, et astron. aus den Jahren 1876—86. 

Eine Reihe seit 1882 in der allg. Encyclopiidie von Ersch und 
Gruber erschienener zum Theil ausfiihrlicherer Artikel, so z. B. 
Kettenbruch, Kriimmung, Kreis (Beweis der Unméglichkeit der 
Quadratur nach Lindemann), Mathematik u. a. m. 


Vill. 
Selbstindig erschienene Werke. 


Elemente der Differential- und Integralrechnung, 1 Band, 400 S., 
Leipzig 1881, Teubner. 

Lehrbuch der Differential- und Integralrechnung von J. A. Serret, mit 
Genehmigung des Verfassers deutsch bearbeitet von A, Harnack, 
3 Bande, Leipzig 1884—85, Teubner. 

Die Grundlagen der Theorie des logarithmischen Potentials und der 
Potentialfunctionen in der Ebene, 1 Band, 158 8. Leipzig 1887, 
Teubner. 
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Hankel, die Elemente der projectivischen Geometrie in synthetischer 
Behandlung, herausgegeben von A. Harnack, Leipzig 1875, Teubner. 

















Ueber Cauchy’s zweiten Beweis fir die Convergenz 
der Fourier’schen Reihen und eine damit verwandte Altere 
Methode von Poisson. 


Von 
Axex Harnack f. 


Durch die epochemachende Arbeit, welche Dirichlet im Anfang 
des Jahres 1829 iiber die Convergenz der Fourier’schen Reihen ver- 
éffentlichte (Crelle’s Journal Bd. 4), waren alle Versuche in den 
Schatten gestellt, welche bis dahin gemacht worden waren, um die 
Giiltigkeit dieser Reihen zu erweisen. Dirichlet selbst erdffnete seine 
Arbeit mit einer Kritik des Beweises, den Cauchy im Jahre 1826 der 
Academie vorgelegt hatte (Mémoires de l’Académ. T. VI, 1827), in- 
dem er nachwies, dass derselbe die Fortsetzbarkeit einer reellen 
Function in das complexe Gebiet ohne weiteres voraussetze, und tiber- 
dies eine Schlussfolgerung mache, die in dieser Allgemeinheit sicherlich 
fiir bedingt convergente Reihen unzulissig sei. (Er bemerkt dazu: 
»de ne connais sur cet objet quun travail di ad M. Cauchy etc.*), 
Mit der Unterscheidung der bedingten und unbedingten Convergenz, 
sowie mit dem Nachweis, dass gewisse Integralsiitze’ nur dann an- 
gewandt werden kénnen, wenn die Function nicht unendlich viele 
Oscillationen besitzt, waren tiberhaupt erst die Grundlagen fiir eine 
sichere Untersuchung geschaffen, und zugleich entwickelte sich die 
Erkenntniss, dass die Function nicht in véllig unbeschrinkter Weise 
willkirlich sein diirfe. 

Als dann Riemann seine Arbeit im Jahre 1854 schrieb, fihrte 
auch er den nimlichen Cauchy’schen Beweis mit einigen Bemerkungen 
an, und seitdem hat sich in den historischen Darstellungen dieser 
Theorie die Gewohnheit eingebiirgert, dass abgesehen von dem heuristi- 
schen Verfahren Fouriers und seiner Vorgiinger keine andere Arbeit 
als die erwahnte vor der Dirichlet’schen genannt wird. Auch die grosse 
Abhandlung von Bonnet: ,,Sur la théorie générale des séries“, welche 
im Jahre 1849 von der belgischen Academie mit einem Preise gekrént 
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wurde, macht hiervon keine Ausnahme, wiewohl sie sonst recht voll- 
stindig in ihren Angaben ist. 

Indessen verhalten sich die Thatsachen doch anders. Im 12. Bande 
(19. Hefte) des Journal de I’Kcole Polytechnique vom Jahre 1823 sind 
die umfassenden Versuche von Poisson enthalten, welche sich auf die 
Convergenz der Reihen mit trigonometrischen Functionen und mit 
Cylinderfunctionen beziehen, und im zweiten Bande seiner ,,Exercices 
de mathématiques vom Jahre 1827 hat Cauchy seine Theorie der 
Residuenrechnung mit einer ausfiihrlichen Abhandlung abgeschlossen 
(,,Sur les résidus des fonctions exprimées par des intégrales deéfinies“ 
pag. 341— 376), die einen neuen Beweis fiir die Convergenz der 
Fourier’schen Reihen enthilt. Bei beiden Autoren handelt es sich 
nicht blos um die gewdhnliche Reihe, welche nach ganzzahligen Viel- 
fachen des Argumentes fortschreitet, und welche in der Dirichlet’schen 
Arbeit allein behandelt wird, sondern es werden auch die Reihen in 
Betracht gezogen, bei welchen die Parameter von den Wurzeln irgend 
einer vorgeschriebenen transcendenten Gleichung abhaingen. Sehen 
wir vorlaiufig von der Methode Poisson’s ab; fiir diesen zweiten Beweis 
von Cauchy gestaltet sich die Sachlage wesentlich giinstiger als fiir 
den ersten! 

Wie ich bereits in einer Anmerkung zu meiner Arbeit iiber die 
Fourier- Bessel’schen Functionen (Berichte der k. Siichs. Gesellschaft 
der Wissenschaften 1887) ausgesprochen habe, wird dieser Beweis zu 
einem genauen und vollstiindigen, sobald man nur die Voraussetzungen 
iiber die Beschaffenheit der darzustellenden Function betont, unter 
welchen gewisse Umformungen bestimmter Integrale, die bei Cauchy 
vorkommen, allein und iiberdies in etwas anderer Form als dort zu- 
lissig werden. 

Von einer Prioritit kann bei Cauchy nicht die Rede sein, wenn 
es sich um den ersten exacten Beweis in der Theorie handelt; seine 
Leistung ist tiberhaupt mit der von Dirichlet incommensurabel, weil 
sie sich von vornherein ein anderes Ziel steckt. 

Aber auf Grund der Dirichlet’schen Ergebnisse erlangt die doch 
ailtere Cauchy’sche Methode die Bedeutung, dass sie die eigentliche 
Grundlage fiir die ganze Theorie der Reihenentwickelungen dieser Art 
in ihrer allgemeinsten Form bildet, eine Theorie, welche man seit den 
Arbeiten Dirichlet’s und Riemann’s nur auf die speciellsten Formen 
der Fourier’schen Reihen beschrinkt hat, statt sie auf Grund dieser 
Arbeiten volistindig auszubilden. Nun ist es ja im Allgemeinen be- 
kannt, dass die Residuenrechnung dies alles umfasst; wie aber Cauchy 
selbst speciell fiir die trigonometrischen Reihen in einfachster und 
gegenwiirtig leicht corrigirbarer Weise den Beweis ausgefiihrt hat, ist, 
irre ich nicht, in Vergessenheit gerathen. 
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Aus diesem Grunde halte ich es nicht fiir iiberfliissig, eine Dar- 
stellung des wesentlichen Iuhaltes dieser Arbeit zu geben. Dabei 
lasse ich die zahlreichen Beispiele von Reihenentwicklungen meistens 
fort, indem ich die Beweise der Hauptsiitze, so wie sie dort gegeben 
sind, entwickele und die Stellen bezeichne, an denen eine bestimmte 
Voraussetzung itiber die darzustellende Function nothwendig wird, da- 
mit die Mittelwerthsiitze angewandt werden kénnen. Die niichst- 
liegende Voraussetzung dieser Art ist die sogenannte Dirichlet’sche, 
dass nimlich die im Allgemeinen stetige Function nicht unendlich viele 
Oscillationen hat. 

Die von Cauchy gegebene Entwickelung lisst sich nun auch, wie 
im zweiten Abschnitt gezeigt wird, so modificiren, dass sie (bei einer 
iiberall endlichen, oder einer absolut integrirbaren Function) schliesslich 
nur noch auf die einzige nothwendige Bedingung, nimlich auf die 
Convergenz des bekannten Dirichlet’schen Integrales, fuhrt; auch dann, 
wenn es sich um die Reihen mit allgemeineren Parametern handelt. 

Im dritten Abschnitt habe ich die von Poisson angegebene Methode 
kurz erértert, um zu zeigen, wie auch dieser tiberaus sinnreiche Ver- 
such im Grunde nichts anderes als eine Residuenrechnung ist, die, 
wenn sie als solche aufgefasst und durchgefiihrt wird, keinen Be- 
denken mehr unterliegt, wohl aber den Charakter der darzustellenden 
Functionen von vornherein etwas einschrinkt. 


I, 


Es sei f(z) eine fiir alle endlichen Werthe der complexen Varia- 
belen ¢ = re’? definirte, eindeutige analytische Function, so ist das 
Integral 


gefiihrt in positivem Umlauf um die Begrenzung eines beliebigen Ge- 
bietes gleich der Summe der Residuen, welche zu den verschiedenen 
im Innern des Gebietes gelegenen Unendlichkeitsstellen der Function 
gehéren. Ist die Begrenzung ein Kreis vom Radius r, dessen Mittel- 
punkt der Coordinatenanfangspunkt ist, so besteht die Gleichung: 


32 "22 
1 Pry : 
(1) as J fire?) dp = >’ RUF)”. 
$ 0,0 
*) Mit R((f(@)) soll ein Residuumwerth von f(z) bezeichnet sein, bekanntlich 
der Coefficient des Gliedes 








Fa Wem % ein Unendlichkeitspunkt ist. 
uv 
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Die Function f soll nun die Eigenschaft haben, dass sich eine 
in’s Unendliche wachsende Werthreihe des Modul 7, r,,7,,...%n.-- 
angeben lisst, fiir welche das Product 


(2) ef(2)=rre'? f(r,e'%) 


gleichmiissig bei allen Werthen von nach einem bestimmten Werth 
F convergirt. Alsdann besteht die Gleichung 


(3) F= >’ xf); 


wobei die unendliche Reihe, welche die Gesammtheit aller Residuen 
der Function f(#) in der unendlichen Ebene enthilt, nach einem be- 
stimmten Gesetz gebildet ist, nimlich so, dass die Radien der con- 
centrischen Kreise die oben erwihnte Werthreihe durchlavfen. . Diese 
Gesammtheit wird daher von Cauchy der Hauptwerth des Integral- 
residuums genannt. Von besonderer Wichtigkeit aber ist es, zu be- 
merken, dass die Gleichung (3) selbst dann noch besteht, wenn bei 
den angegebenen Werthen von r die Gleichung lim f(z) = F' fir 
einzelne Werthe von @ nicht erfiillt ist, vorausgesetzt nur, dass die 
Differenz (2) — F' endlich bleibt, und nach Ausschluss solcher 
einzelner Stellen durch beliebig kleine Kreisbégen im iibrigen gleich- 
miissig nach null convergirt. 
An Stelle des Integrales (1) kann man auch das Integral 


nm 


+3 


(4) a fe fee —f(— rein) evag 


na 


betrachten, so dass die Gleichung (3) auf der Voraussetzung basirt, 
dass dieses Integral den Grenzwerth I’ hat, oder auf der engeren 
Voraussetzung, dass das Product 


(5) e+ (f() —f(-#)) —F=0 


wird, wenn der Modul von ¢ eine bestimmte in’s Unendliche wachsende 
Werthreihe durchliiuft, mag dann auch fiir einzelne Werthe des Argu- 
mentes @ (von — = bis + =) diese Differenz nicht null werden, 


aber endlich bleiben. 
Nimmt man nun an, dass die Function f(z) einen Parameter x 
enthilt, und von der Form ist 
. p(z) f(2, 2 
f(@) = Y ae z 
wobei f(z, 2) und #(z) bei allen endlichen Werthen von ¢ endlich 
bleiben sollen, so sind die Unendlichkeitsstellen von f(z) diejenigen, 
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an denen @(z) verschwindet. Ferner wird auch der Grenzwerth von F 
im Allgemeinen von f(x) abhiingig, also mit F(x) zu bezeichnen sein, 
so dass die Gleichung entsteht: 


, . 2) f(z, x ) 3 
© F@— DR — 2 waht») 


In dem ersten Summenausdruck soll die doppelte Klammer bei 
@(z) andeuten, dass die Residuenwerthe sich nur auf die Nullstellen 
dieser Function beziehen; in dem zweiten Ausdruck ist angenommen, 
dass sich die Summation tiber alle Wurzeln der Gleichung @(4) = 0 
erstreckt, und dass diese Wurzeln nur einfache sind. Fiir vielfache 
Wurzeln ist dieser Ausdruck zu iindern. 

Es werde nun 


f(¢, x) — fern f(u)du («@>%) 


%o 


gesetzt, so ist, entsprechend der Gleichung (4), der Grenzwerth von 


1 ) o 1 : 
1) 3 = ee") f(u)du- > 2 = o Kate /(u) du 


® 


zu untersuchen. Es mége der Quotient t= 5; 


deren Modul in’s Unendliche wiichst, und deren reeller Bestandtheil 
nicht negativ ist, im Allgemeinen den Grenzwerth c haben. Ferner 
soll im Allgemeinen (d. h. immer mit Ausnahme etwaiger einzelner 
Werthe des Argumentes) 


bei Werthen von 2, 


lim ¢ aes f(u)du=0 


sein. Man kann diesen Ausdruck zerlegen in die Factoren 


2 
He (2) e (2—2,) 


rr) und ‘fe e~("—*) F(a) du. 

Wenn der erste Factor im Allgemeinen den Grenzwerth null hat, 
und der zweite durchaus endlich bleibt, so hat auch das urspriingliche 
Product im Allgemeinen den Grenzwerth null. Man erhiilt demnach 
aus dem friiheren Satz (Gleichung 3) den 

Lehrsatz 1. Es seien @(¢) und w(s) eindeutige, analytische 
Functionen der complexen Variabelen 2 = re'?, welche bei allen end- 
lichen Werthen von 2 endlich bleiben, ferner sei f(w) eine willkiirliche 
Function der reellen Variabelen uw, die innerhalb eines Intervalles von 
=a, bis wax > a, endlich (und selbstverstindlich auch integrirbar) 

12° 
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ist. Wenn nun fiir passend gewihlte Werthe des Modul r, welche 
in’s Unendliche wachsen, und fiir positive Werthe von cos » die Aus- 
driicke 


o(— 2) 90) steo~-a 
(8) ar — ¢ und (2) e*( ), 


wobei c eine bestimmie Constante bedeutet, im Allgemeinen gleichmiissig 
null werden, und allenfalls nur in der Umgebung einzelner Stellen von 
@ einen von null verschiedenen, jedoch endlichen Werth behalten, so ist 


(we) “Oe 0) (2(e—p 
(9) > x - qeey fe ) f(u) de oder a> ase fu) du 


gleich 
- ; ¢ lim ef ew f(u) du, 


vorausgesetet, dass dieses Integral einen bestimmten Grenzwerth ergiebt, 
und dass 


(10) lime J e~*("—2:) f(u) dp sowie lim ¢ f e-*(®—") f(u) dy 
durchaus endlich bleiben. 

Den vorstehenden Satz habe ich absichtlich in dieser Weise for- 
mulirt, weil die Entwickelungen bis zu diesem Punkte von Cauchy 
vollkommen bewiesen sind. Sein Beweis erleidet nun aber einen Sprung, 
weil er ohne weitere Beschriinkungen iiber die Function f(x), und 
auf Grund eines Mittelwerthsatzes, der ohne solche Beschrinkung un- 
zuliissig ist, folgerte, dass 


(11) Lim fem") f(a) dw = f(2) 
Xo 
ist, und dass die letzte Bedingung des Satzes immer erfiillt ist.*) Es 
*) Er setzt ohne weiteres mittels der Substitution « — » = _ y 


x 1 (x— 2p) 


fe —(-) ty) dp = cou + ising (cong ininghy #( ae — + y)dy 


% 
= (cos m + ¢ sin m) fo fs e~ (Cosp+ising)y dy, 


ferner: 


J (1°89 06 (@—p)sin fede fey f ee ‘)©°8P cos(r(—u) sing) du 


ro 


wobei & einen mittleren Werth bedeutet; u. s. w. 











Cauchy's 2'" Beweis fiir die Fourier’schen Reihen, 181 


sind vielmehr solche EKigenschaften der Function f(x) anzugeben, bei 
denen diese Bedingungen sicher erfiillt sind. 

Eine hinreichende Voraussetzung dieser Art ist z. B, die Dirich- 
let'sche, dass die Function f(x) im Intervall von 2, bis x im All- 
gemeinen stetig ist, und nicht unendlich viele Maxima und Minima 
hat. Denn alsdann wird fiir alle Werthe von z, deren Argument 


innerhalb der Werthe — > und + + liegt, der Grenzwerth des 
Integrales gleich 


lim ¢ J e-2@—") F(u) du 


z—e 


= f(«) lim J ee") gdu + lim J e-=-") (f(u) — f(w)) # dy. 


z—e 2—é 


Da die Function f(u) — f(~) im beliebig kleinen Intervall ihr 
Zeichen nicht wechselt, so kann mit Hilfe des zweiten Mittelwerth- 
satzes ohne weiteres geschlossen werden, dass der Modul des zweiten 
Integrales durch Wahl von « beliebig klein wird, wie gross auch r 
werden mag, wihrend das erste Glied der rechten Seite den Werth 
f(x) ergiebt. Auf Grund des niimlichen Satzes folgt dann auch, dass 
der Grenzwerth von (11) endlich bleibt, wenn ¢ in unmittelbarer Um- 
gebung der rein imaginiiren Werthe +- ri liegt, und dass auch der 
Grenzwerth der Integrale (10) bei allen Werthen des Argumentes ein 
endlicher ist. Denn es lisst sich beispielsweise das zweite Integral 
in (10) gemiss den Intervallen, in denen f(u) monoton ist und sein 
Zeichen nicht iindert, in eine endliche Anzahl von Theilintegralen 
zerlegen, die von der Form sind 


ze-** (8) J “ero cos(ur sin p) du 
und 


ise—** /(&) forms sin (ur sin m) du 


und jedes derselben behiilt fiir r = oo einen endlichen Werth. («,, x,, 
%,, %,, § bedeuten stets Werthe zwischen den Grenzen 2 und 2). 

Fiir eine Function, welche der Dirichletschen Bedingung geniigt, 
besteht also die Gleichung: 


(2) —Zeh@—D gay fer fode (B=; 2>m) 


4 x, 
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Auch lisst sich die Giiltigkeit dieser Gleichung beweisen, wenn 
f(x) einen endlichen, integrirbaren Differentialquotienten besitzt, u. drgl. 
Beispiel: @(2)—c*—1 y(z2)=—1 (a reell u. positiv) 
»(— 2) 1 e? (@—-%) e* (#—a—a) 


lim a(—-2) = l-e8 = _ h: lim ari = 1 Ts ee 0, 








wenn der Modul von zg unendlich wird, und etwa die Werthreihe 
ers durchliuft, wihrend das Argument von ++ ~ verschieden 
und — 2 —a <0, also x << a +a ist. Ist das Argument gleich 
+= , 8o bleiben die Ausdriicke endlich. Da hier die Werthe 4, fiir 


welche @ (A) verschwindet, diejenigen sind, fiir a4 —0 oder + 2kzi, 
so folgt durch Vereinigung der Glieder, die zu entgegengesetzt gleichen 
Werthen von 4 gehdren: 


x ise x 
(8) Zf@=7 f fwde+ Peo cere! dy 
Xo k=21 & 

fir alle Werthe von 2 innerhalb des Intervalles von a, bis 2 + a. 
Damit ist bereits das Wesentliche der gewdhnlichen Fourier’schen 
Reihe bewiesen. 

Cauchy giebt itiberdies noch die Beispiele: @(z) = e** — z, 
p(e)=—2 und @(z) = et — 2b2+e-%, p(s) = e-*? — 2baz. 

Der bewiesene Satz lisst sich so abindern, dass man an Stelle 
der constanten unteren Grenze x, eine constante obere Grenze X > x 
einfiihrt, also 


xX 
fie, 2) = fen fe) dy 
setzt. Ist dann " 


° a (2) . O(— @) . tv 
lim a6 C) und lim <r io ) 
im Allgemeinen gleich null, so wird, wenn die Function f(x) wiederum 
der Dirichlet’schen Bedingung (oder irgend einer anderen als _ hin- 
reichend erkannten) geniigt: 


Xx 
Bate a a 
2 Cf) =)’ v (ata) ert—#) f(u) du. 


Fiir @(2) = e*— 1, o(z) = e** wird: 


. e? . e @ ‘ 
lim —-——- = 1, lim ———— eU—*) = 0, 
e* —1 get 2.23 


wenn x > X — a; also besteht innerhalb des Intervalles von X — a 
bis X die Gleichung: 
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=a x 
(4) 1) — 5 [100+ E> J f(u) cos AZO) dy, 


k=1 


so dass durch Addition der Reihen (13) und (14) und fiir a = 2a die 
Fourier’sche Reihe in der gewdhnlichen Form erhalten wird. 

Diese Summation zweier Reihen lisst sich nun auch in folgender 
Weise allgemein aussprechen: 

Lehrsatz 2: Es sei @(2) eine eindeutige analytische Function, 
welche bei allen endlichen Werthen von z endlich bleibt; es werde an- 
genommen, dass sich die Function @(#) in zwei Summanden (2) und 
4(@) zerlegen liisst, so dass fiir Werthe von 2 mit positivem reellem 
Bestandtheil, die in’s Unendliche wachsen und deren Modul passend 
gewthlt ist, die Quotienten 

wy (— 2) 4 (2) 


— —_ { — 
@(— 2) und @ (2) 








im Allgemeinen null werden, und allenfalls nur in der Umgebung 
einzelner Werthe des Argumentes endlich bleiben, ferner dass dasselbe 
auch noch von den Ausdriicken 


ot 2) 3(X—2) u(2) a2 (X— xp) 
way ° und aay ° 


gilt. Alsdann ist fiir alle Werthe von x innerhalb der Grenzen x 
und X 


(15) sf@—=— SR (een, “e-) f(w) dy, 
(6) f= DX Gay, "fad, 


>. 
wobei f(x) eine willkiirliche reelle Fonction im Intervall von x, bis X 
ist, welche den friiher eingefiihrten Bedingungen geniigt. 

Denn es ist zufolge der Gleichung (2) + y(2) = @ (2) und der 

obigen Bedingungen 

z(— 2) 80) tea) 

lim - a ~ 1=0O und acy ° *) == Q), 

mithin gilt der Lehrsatz 1., aus dem die Reihe (15) hervorgeht, und 
ebenso ist 


=, w(— 2) 
@(s) und Bi—*) 


womit der modificirte Satz 1. und also die Reihe (16) bewiesen ist. 
Aus den Gleichungen (15) und (16) folgt noch, indem man 
xz(2) = — v(2) setzt (unter der Bedingung @(z) = 0): 


e(X—-#) = (), 
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F (2) oe 
zf@= 2" Gay, ee) f(u) du 


x 
—- D¥ Gay forr ro ae, 


so dass also 


(17) f(a—= SR geo feo fu) du 


Zo 





x 


§ (2) silts 
--> x (coy fe *) f(u) du. 


XL 





Unter den Beispielen, welche Cauchy an diese allgemeine Formel 
kniipft, seien genannt: 
@ (2) = e** — e**, (2) = e**, 4(2) = e, 
@ (z) = et? + e-** — 2bz, v(z) = e** — ba, 4 (2) = e-** — bz. 
Besonders beachtenswerth aber ist die Substitution 
(18) @ (2) = e** g(z2) — eA 9(b — 2), y (2) = e**g(2), 


wobei g(z) eine ganze rationale Function in z bedeuten soll. Hier ist 


x 
. ihe  _ aS g(a) Gye _f z(a—m) f 
(19) f(2) 2 wt (( &? (2) — et 9) oh ~ z))) P é . f(u) du, 


wenn X —2,=—a. Diese Gleichung enthilt nimlich, worauf Cauchy 
nur mit der Bemerkung aufmerksam macht: ,,ces diverses formules 
sont fort utiles dans la solution des problémes de «physique mathé- 
matique“ ..., als speciellen Fall die allgemeinere Reihe, welche be- 
reits Fourier in seiner Wirmetheorie angegeben hat, bei dem Problem 
der Kugel, bei welcher die Punkte in gleicher Entfernung vom Mittel- 
punkt auch die gleiche Temperatur haben. Denn es sei g(z) = 2 + h, 
und 6 = 0, so ist 


@ (2) = 2(e** + e-**) + h(e** — e-@*). 


Alle Wurzeln der Gleichung @(¢) =O sind rein imaginiir; be- 
zeichnet man sie mit ¢= Ai, so geniigt 4 der Gleichung 


Acosai+hsinada=0O, 


deren Wurzeln reell und paarweise entgegengesetzt sind. Es ist 


@' (Ai) = 2((1 + ah) cos a4 — da sin ad) = on tei—iel 
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Also wird 
A4=+o x 
S ttt (At +h) r ile—n) 
f(x) me sin2ai—2ad sina a J elie f(u) du 
=—o Xo 


und vereinigt man die Glieder, welehe zu entgegengesetzt gleichen 
Werthen von 4 gehiren, so folgt 


(0) f\2)— 2(1 TES ah) Jiwae +5 eal an ar tava ft cos (x-—p) Adu. 


Die Summation erstreckt sich hier nur noch tiber die positiven 
Wurzeln 4. 

Eine andere, mit dieser verwandte Formel, welche in den ein- 
gangs erwihnten Arbeiten von Poisson vorkommt, findet sich bei 
Cauchy in der Form 


x 
(A 4s) (B42) J e—) Fu) dy 





21) fe) = >’ x—_—_ _#0 ia 
= fe 2 (((4 + 2) (B+ 2) ce? — (A—2) (B—2) )) 

Eine weitere Umformung dieser Reihen, insbesondere in solche, 
welche nur den Cosinus oder nur den Sinus enthalten, erreicht man 
schliesslich noch durch den 


Lehrsatz 3. Es sei w(a, 2) eine eindeutige analytische Function 
der Variabelen z, welche den Parameter x enthilt und endlich bleibt 
bet allen endlichen Werthen von z, wiihrend x innerhalb der Grenzen 
x, und X liegt. Wenn dann die Grenzwerthe von 


(22) w(x, 2) e—** und (a, 8) e-*x 


a(z) ~ OZ) : 


wiihrend der Modul von z in’s Unendliche wiichst, im Allgemeinen null 
werden und allenfalls nur fiir einzelne Werthe des Argumentes von 0 
bis 2a von null verschieden, nee endlich bleiben, so ist 


(23) > x “aa J e-" f(u) du =0, 


vorausgesetat, wie wir sieieienieis dass die Function f(x) nicht un- 
endlich viele Maxima und Minima hat, oder unter einer anderen als 
hinreichend erkannten Bedingung. 


Denn die Gleichung (23) besteht, falls 


(24) lim ¢ ¥%: Pf e** f(y) du = 0 
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wird, resp. fiir einzelne Werthe von @ endlich bleibt; und die Giiltig- 
keit dieser Gleichung lisst sich aus den Bedingungen (22) ableiten, 
wenn man fiir alle Werthe von z, deren reeller Bestandtheil positiv 
ist, den Ausdruck in der Form 


x 
ee teal ae 
2G 77% . “| e-*#—2) f(a) du 


Zo 


und fiir alle Werthe von sz, deren reeller Bestandtheil negativ ist, 
den Ausdruck in der Form 


x 
w(e,2) a 
“say ° Xig fen ") f(u) du 


Xo 


betrachtet. Diese Integrale mit dem Factor z behaftet, die schon in 
den Ausdriicken (10) vorkamen, bleiben durchaus endlich auch fiir 
rein imaginire Werthe, wenn f(x) der eingefiihrten Bedingung geniigt. 

Cauchy beweist die Gleichung (23) als eine Folge der Bedingungen 
(21) ohne Voraussetzungen tiber f(x); aber der Mittelwerthsatz, welchen 
er anwendet, besteht in dieser Allgemeinheit nicht, und muss durch 
den zweiten Mittelwerthsatz, bezogen auf den reellen und auf den 
imaginiren Theil des Integrales, ersetzt werden, indem unendlich viele 
Oscillationen von f ausgeschlossen werden. 

Setzt man z, B. 


@ (2) = eg (2) — #9 g(b — 2), 


; (x, 2) = e%* e~* (2-24) g(z), 
so ist 
~ 2 92 (2@—2o) (x, 2) Az g—s(X-+-x—2 x) 
poe, 280.9 _, CS gh, oe ® Se. 5g Se 
ve a“ (2) (*); Bz) @(2) 9 (2) 


und die tibrigen Bedingungen sind erfiillt, wenn X — 2 —a und « 
innerhalb dieses Intervalles liegt. Sonach wird 


x 
az —2(x—2 2) . 
DR 7g | e-# f(u) du = 0. 
Zo 





(4? g(a) — #9 g(— 2))) 


Vereinigt man diesen Ausdruck mit der Reihe (19) durch Addition 
oder Subtraction, so folgt 


x 
: a Ni *g(2) Le’ fee ite ey! ‘ —2(M—2%o) 
inet 2 . ((e4*9(z) — e*°—* g(b — 2))) 4 etiithinain 


Fir den Fall 6b = 0, g(2) = 2+ h erhilt man hieraus die 
Reihen: 
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(26) f(4)=-5 al f(u) du + 
a 2) iat Yai—snzaa A(a — “of fiw) cos A(u — 2) du, 


: 4a a * ‘ 
(27) f(a) = PD : + _—_-sin i(a—ay) | f(w) sin A(u — a) du. 
4 X 


Die Werthe 4 sind in beiden Fiillen die positiven Wurzeln der 


Gleichung 
AcosaA4+hsinas=0, 


Die zweite Reihe ist die von Fourier angegebene. Fiir h =O 


werden die Wurzeln Ek fiir h = 0o wird A= *™ und man 
2a a 


erhilt unter anderen auch die gewdhnlichen Sinus- oder Cosinusreihen. 


Il. 


Es soll nun gezeigt werden, dass in den von Cauchy behandelten 
Beispielen die Convergenz der Reihen immer auf der Convergenz des 
bekannten Dirichlet’schen Integrales beruht, so dass, ebenso wie fiir 
die gewéhnliche Fourier’sche Reihe, diese Bedingung die eigentlich 
wesentliche auch bei den allgemeinen Reihen dieser Art bildet. Ich 
nenne si¢ die eigentlich wesentliche, oder die nothwendige und hin- 
reichende, indem ich im iibrigen von der Voraussetzung ausgehe, dass 
die darzustellende Function eine endliche und integrirbare ist. Be- 
kanntermassen liesse sich letzteres erweitern auf absolute Integrirbarkeit 
u. drgl., was aber hier nicht in Betracht gezogen werden soll. 

Bei dem Beweise des ersten Lehrsatzes, sowie in allen folgenden, 
ist zur Vereinfachung der Untersuchung an Stelle des Integrales (4) 
immer das Product in (5) getreten. Behilt man aber die urspriingliche 
Integralformel bei, so ist statt des Ausdruckes (7) der Grenzwerth von 


+ +2 
(28) aa f 3 f(z, #) de — = — won {(— 2, «) dz 
“ 





zu untersuchen, wobei die Integration nach ¢ = re‘? auf dem Halb- 
kreise mit dem Radius r zwischen den Grenzen — = und + = aus- 


zufiihren ist. Wir betrachten zunichst das zweite Integral; es ist 
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na 


+% 


+2 
3) 
5 I et Bos) f(— 4, #) dz=— — on ee 
a 
~F 








5 ji (a= —e)f(—2, x) dz 


und 





(29) ——¢_ fin f(— 2, a) ds— — o cf dz f e-2(2—#) f(u) du 


a I s fi ss sore #) 


Auf den Grenzwerth dieses Dirichlet’schen Integrales fiir r = oo 
ist also der Werth der Reihe zuriickgefiihrt, wenn gezeigt werden 
kann, dass die Integrale 


+2 


(30) f3—90- 2,x)de und fis f(2, #) dz 


=e 
2 


aia 


die Grenzwerthe null haben, wobei angenommen wird, dass die Werthe 
we) 
Bla) 


im Allgemeinen gleich null ae und dass sie, wenn sie fiir einzelne 
Werthe des Argumentes g von null verschieden sind, endlich bleiben. 
Fiir das Folgende werden wir annehmen, dass diese besonderen Werthe — 
wie in allen vorhergehenden Beispielen — nur an den Grenzstellen 


+ = sich befinden. 
Betrachtet man zuerst die Integrale mit Ausschluss der Grenz- 


v(- 
o(— 





lim und lim % 


stellen — =~ und + — weil fiir diese die Grenzwerthe und auch 


die Function f(z, 2) sich in besonderer Weise verhalten, so ist 


we (3-9 f(—2, ajar fot [ 3) 6] mod. (f(—4, x)] rd 


—sZ+e —t+e 

















Canchy’s 2'** Beweis fiir die Fourier’schen Reihen. 189 


und da der Werth des ersten Modul auf der rechten Seite beliebig 
klein wird, so wird auch der Werth des Integrales beliebig kleia, 
wenn 


‘ 


fra [f(— 2, 2)|rdg also foas e-reos p(z—H) abs | /(u)] du 


Xo 


-~t+te a eo 


endlich bleibt. Wenn nun die Function f(w) durchaus endlich ist, so 
geniigt es, dass 


a 
: e —e 
1 e? 0°89 (x—2) 


2 
—re (x—) aie 
Jravfe eee ~ e CO8 @ 
n 


n Zo 
eo = 740 


Sela 





bei beliebig wachsenden Werthen von r endlich bleibt, was in der 
That der Fall ist. Also ist nur noch das Integral in der Umgebung 
der Grenzstellen zu untersuchen. Wir betrachten die obere: 


a 
2 


mod. je — e)f(- zg i i oe) mod. (f(—#, 2)) rdg. 


=~ 


Es aa aber 


mod. {(— 2, 2) = mod. J “e-2@-") f(u) du 


= mod. J e-re—w oe (cos (rz—)sin 9) 
— isin (r(a—p) sing)) f(u) du 
durch Wahl von r beliebig klein, welche Werthe auch @ zwischen 


= —e und = haben mag. Denn setzt man rsing =, 80 er- 


kennt man nach einem bekannten Riemann’schen Satze aus der Theorie 
der trigonometrischen Integrale, dass 


[cos n(w—u) flu) du und J sin n(x — u) f(u) dw 


mit wachsenden Werthen von » wnabhdngig von ihren Grenzen be- 
liebig klein werden, und diese Eigenschaft bleibt auch erhalten, wenn 
der Exponentialfactor ¢—"(*-“)°s? hinzutritt, da derselbe nach dem 
zweiten Mittelwerthsatze vor das Integral tritt, so dass sich nur die 
Grenzen desselben iindern. Demnach ist zu fordern, dass 
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fos =} —0)rdy 


endlich bleibt. Diese iia ist erfiillt, sobald die darstellenden Func- 
tionen #(z) und @ (2) die Eigenschaft mi dass nicht nur 
%(— 2) 


+ —c) sondern auch (S53 3 


\ 
@(— 2) —e)es (a>0) 


im Allgemeinen null, und fiir 2 = -+- ri endlich wird. Denn setzt man 


¥(— 2) rn) —- p— @s 
Say ~ HOI)» 


wobei g(g) eine durchaus endlich bleibende Function bedeutet, so ist 


a n 


2 
(31) fino 3 — — c) rdg —{ mod. [g(z)] - e~2"°"8? rd 


is 
77° . 


und es ist 


n 
sine 


by + —arsine 
eer eOsg rg — e- ary rd@ = M _! . ig "> 
F sin @ sin @ a ? 
nm 


° 
wobei M| ne | einen mittleren Werth zwischen 1 und —\— be- 


cos & 
deutet. Dieser Ausdruck bleibt aber bei noch so grossen Werthen 
von r endlich, und folglich ist auch 


lim {Ge 


unter der init Voraussetzung null. Dasselbe gilt fiir die Um- 
gebung der unteren Grenze, wodurch das Verschwinden des ersten der 
Integrale (30) dargethan ist. 
Fiir das zweite der Integrale (30) gilt das niimliche, wenn wir 
auch hier die Voraussetzung einfiihren, dass nicht nur 
ap (2) 


(2) : ai 
Bie) sondern auch lim wis) € 


—— — ¢) f(— &, 2) dz 


4 = 


lim 


im Allgemeinen null wird, und nur bei rein imaginiren Werthen von 
2 endlich bleibt. 
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Denn es wird 


ja 


mod. [ae a [e-** f(z, x) dz 


B(z) 


a +e 
beliebig klein, falls 
a nm 
a 
fa. [e-** f(2,x2)|rdg also Jrevf ercosp(—ate—«) abs [f(u)] du 
_ +e -= ze 


endlich bleibt. Damit dieses der Fall sei, muss «>a — x, sein. 
Ferner wird fiir die Umgebung einer Grenzstelle 
a 


2 
(2) P ¥(2) s(2—2 ial 
mt pete fo 0] mod. [e-*-*) f(s, 2)] rd. 
n 
*_, 


Nun we aber, wie vorhin gefunden wurde, 


mod. e~ *#—*) f(g, 2) = mod. f ent) (qu) da 


durch Wahl von r oe klein, und 


ot fs emai) rdg 


bleibt, da wir at der Annahme nach gleich g(2)e~** setzen kénnen, 


wobei g(2) durchaus endlich, wenn « > 2 — 2, ist, wie die Gleichung 
(31) lehrt, endlich. 

Sonach kann man an Stelle des ersten Lehrsatzes folgenden Satz 
aussprechen (wobei ich die friiher genannten allgemeinen Eigenschaften 
der analytischen Functionen @(g) und (2) nicht wiederhole): 

Geniigt die iiberall endliche Function f(x) der Bedingung, dass 


(32) Jim fe) re de = Ff) 
ist, so besteht die Gleichung: 


(33) —tef(e) = Dew J che") f(a) dp 
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falls die Functionen (2) und @&(2) die Eigenschaft haben, dass fiir 
Werthe von 2 mit wachsendem Modul und positivem reellem Theil die 
Grenzwerthe 


lim (4° — c) en und lim - St) eet 


@ (2) 





a 
null werden, fiir rein imaginiire Werthe von 2 aber endlich bleiben, 
wobei a > £& — 2%, sein muss. 
Aus der Gleichung (33) folgt auch umgekehrt die Gleichung (32). 
Beispiel: Ist @(¢) =e**— 1, w(e) — 1, so wird c= — 1], 
denn es ist 


— (a—a) 


7 =O falls a<a 





lim = 94 1) eer tim 
und 


¥() pas oe lim 


lim - (8) ae 





= 0 falls a<a 


Mithin gilt die Entwickelung (13) fiir alle Werthe von z, fiir welche 
LZ—M<a. 

Der zweite Lehrsate des vorigen Abschnittes kann direct beibehalten 
werden; denn in demselben ist bereits angenommen, dass die Quotienten 
Se a 
einem Exponentialfactor von der Form e** multiplicirt werden; es ist 
dort «= X—2,. Also ist auch 


auch dann noch nach Null convergiren, wenn sie mit 


lim te ; —1) e** = () und we et? == (), 
ferner 


(2) ‘ vice 
lim rary —1) e =( und i et? == (), 


Sonach ist der zweite Lehrsatz giiltig, fiir alle —e von 2 inner- 
halb des Intervalles von 2 bis X, sobald fiir die Function f(x) das 
Dirichlet’sche Integral 


x . 
Jin Sf 1) ES daz 1@+0) + fe—0} 


Geltung hat. 
Der dritte Lehrsatz erfordert, wenn wir an Stelle der Bedingung 
(21) die urspriingliche a treten lassen, dass 


(34) lim fi ie O82) ‘Hf(u) du = 0 


of), 


wird, wenn dieses Integral ut einem Kreise ¢ = re‘? gefiihrt wird, 
dessen Radius ins Unendliche wiichst. 
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Wir modificiren nun auch diesen Satz, indem wir die Bedingung 
einfiihren, dass fiir Werthe von z, deren reeller Bestandtheil positiv ist, 
(8, %) ows 

we) ° ° 


wird, und dass fiir die Werthe von z, deren reeller Bestandtheil 
negativ ist, 


lim 


-, (2%) 2; 
lim wis) e~ 8? == () 


wird; bei rein imaginiiren Werthen von ¢ sollen die Grenzwerthe end- 
lich bleiben. Bedingungen fiir die Werthe von @ und £, sowie fiir 
deren Vorzeichen werden sich sogleich ergeben. 

bine man das Integral (34) in die Theile 


= 


x 
Jinn a x) e- “fo e722) F (uw) du + fartiter {eeerenan 
%o 


Xo 


so erkennt man, indem man wie ara zunichst das erste Integral 
zwischen den Grenzen — $+ é und 
Theil beliebig klein wird, falls 


-— é betrachtet, dass dieser 


a 
2 Xx 


Jr ag | eres (u—a) dy 


®o 
-5 +e 


fiir r = oo endlich bleibt, woraus folgt dass z,— «a> 0 sein muss, 
oder a< a. Es ist also a negativ wenn 2, negativ ist. Setzen wir 
a—2,—49, so ist das erste Integral in der Umgebung der Grenzstellen: 


fi as fown (u) dp. 


Das innere now wird beliebig klein, und 


a 
2 


J r dg mod. [ Ph es] 


2 € 
2 


bleibt wie frither gefunden endlich, weil der Voraussetzung nach 


(2, x) 


e@— *%o = —Jz 
(2) g(2)e 
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ist; wobei g(g) eine durchaus endliche Grosse ist; f(w) unterliegt keiner 
anderen Einschrinkung, als dass es eine endliche und integrirbare 
Function ist. 

Das zweite ata erfordert ebenso, dass 


: x 
- fi Seer *) eb: eelu—f) f(w) du 


null werde, und fiihrt auf die Bedingung 6 > X >2,. Ist dieselbe 
erfillt und setzt man B = X + 0, so ist auch an der Grenzstelle 


erla 


x 

. —8,@) + f+ 

lim — fae an ee few Of(uldu = 0. 
a Xo 


=e 


Es kann demnach der dritte Lehrsatz so formulirt werden: 
Wenn fiir a <2, < X und B > X > x, die Grenewerthe 


lim ae e~** und lim wee ) 8 


null werden, wiihrend der Modul von z in bestimmter Weise ins Un- 
endliche wiichst, mit Ausnahme der rein imagindren Werthe von z, fiir 
welche sie endlich bleiben, so ist 


r=e,~=22 Y 
28 oa f e**/(u) du—0, 
r=0,g=—0 : 
sobald die Function f(u) durchaus endlich ist. 
In dem friiher behandelten Beispiele ist 


@ (2) = et*g(2) — e499 (b—2), 
v (a, 2) = et4g(e)e- *2-280 








also 
O(@, #) » as a aemiieeti “9 (2) 
@ (2) #* 9(2) — e*—*) g(b—z) ’ 
wa, 2) oe a 2s (a—x+2 2,5 vB) g (2) 
@(z) * giz) — et) gid - 


Es muss also 
—x+2a,—a<0 oder a>2x4,—2 


und 


2a—x+2x,—B>0 oder P< (2a—z2+2x,) << 2X—-2 














sein, und diese Ungleichungen sind mit den friiheren « < 
vertriiglich , da 2 im Intervall zwischen 2, und X liegt. 
Sonach bildet die Convergenz des Dirichlet’schen 


Reihen, die hier betrachtet worden sind. 


Ill. 


Jahre 1823 allgemeine Probleme aus der Theorie der 
aller zur Theorie gehérigen Methoden, auch solcher, 


seinen Beweis durch die Residuenrechnung findet. 


Ou ’ Ou 
(1) dx ~~ Oat 


durch das Integral 
+e 


e+ 


—o@ —@ 


dargestellt wird, wobei f(y) eine von — oo bis + oo will 
tion ist, die er aber als differentiirbar annimmt, indem 


. Gena 
, ou 1 ~~ Tat ¢ 
(3) tna fe f(y)dy 


—@ 


Raum betrachtet werden, welcher durch die Ebenen 


Zeit ¢ die Bedingungen erfiillt sein: 
(4a) a +pu=0 fir c=], 


(4b) oe —pu=0 fir cz=—-—l, 
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% und B> X 


Integrales — 


abgesehen von der Endlichkeit und Integrirbarkeit der darzustellenden 
Function — die nothwendige und hinreichende Bedingung fiir alle 


In einer gewissen Verwandtschaft zu den Sitzen von Cauchy steht 
das Verfahren, mit dessen Hiilfe Poisson in seinen Arbeiten aus dem 


Wirmeleitung 


zu erledigen suchte, Fiir die Einsicht in die geschichtliche Ent- 
wickelung nicht nur, sondern auch fiir eine einheitliche Erkenntniss 


die scheinbar 


weit auseinander Jiegen, ist es meines Erachtens von Werth, an einem 
Beispiele dieses Verfahren zu wiederholen, und zu zeigen, dass es 


Poisson geht in seiner Abhandlung*) von dem Laplace’schen Satze 
aus, dass ein allgemeines Integral der partiellen Differentialgleichung 


a 
(2—y)? 


(2) wna fo tet2a0Vide= aya f° *** fy)dy 


kiirliche Func- 
er den Werth 


setzt. An Stelle des unbegrenzten unendlichen Raumes soll nun der 


2=—l und 


x= -+1 begrenzt wird, und es sollen in diesen Grenzebenen zu jeder 


*) Mémoire sur la distribution de la Chaleur dans les Corps solides, pag. 27 ff. 
Journal de l’Ecole Polyt, T. XII (Cahier 19). 


13* 
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wihrend fiir #0 der Wiirmezustand durch die Gleichung u = f() 
fiir das Intervall von — 7 bis +7 gegeben ist. Es entsteht also die 
Aufgabe, in dem allgemeinen Integral (2) die Function f tiber das 
gegebene Intervall hinaus derart fortzusetzen, dass dasselbe eine Liésung 
der Aufgabe unter den nun vorgeschriebenen Grenzbedingungen dar- 
stellt. Auf Grund der Gleichungen (4a) erhiilt man aus den Glei- 
chungen (1) und (2) die Bedingung 


+o 


+ Oe —y? 
fe £2" (Bpy) + “dy =0 


—@a 


die bei allen Werthen von ¢ erfiillt sein muss. Da der Exponential- 
factor sich nicht aindert, wenn man an Stelle von y den Werth /+y 
oder 1 — y einsetzt, so folgt, dass diese Bedingung erfiillt ist, wenn 


©) Bfy+)+ “YF + ara—y — MG 0. 
Ebenso folgt aus (46): 


(6) Bf—l+y) — AG + B—1-y + SG” =0. 


Diese Gleichungen, aus denen sich die Fortsetzung der Function f iiber 
das Intervall von —/ bis +7 hinaus ergeben miisste, werden in 
folgender Weise benutzt. Das Integral (2) liisst sich mittels der 
Gleichung 


@ 


_ (ey? ie Vi 
2 2 aii 
e 408 — =Gt" J e-“t* cos (y—a)edz 
Vax 


0 
in der Form darstellen: 


© +o 
(7) “= 1 few de fly) cos (y—a)edy, 
0 —@ 


wobei also eine Vertauschung in der Reihenfolge der Integrationen 
ohne weiteres vollzogen ist. Um das innere Integral zu berechnen, 
werden die einfacheren Integrale 


(8) Jertwmay=r, fertay—a 


eingefiihrt, in denen h einen reellen positiven Parameter, oder einen 
complexen, dessen reeller Bestandtheil positiv ist, bezeichnen soll. Als- 
dann ist 
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é feuratyay—e (p— fe-»rayay), 


e 
0 


© : ! 
fewra—y dy = —e-*! (4 —ferfiy)ay). 


0 
Schreibt man nun die Gleichung (5) in der Form 


e~Pud [ety f(l+-y)] = evd[e-Py fl—y)], 
so folgt nach Multiplication mit e~*’dy und durch Integration 


e~™ f(1+-y)+(h+B) e-luf (l+-y)dy=C-+-e—*"f (ly) +-(h—B) ef (Lyd. 


Bildet man die Integrale vom Werthe 0 an, so ist C= 0 und fihrt 
man sie bis zur Grenze oo, so verschwinden die ersten Terme auf 
jeder Seite. Es wird also 


b+B) fe“ (+ y)dy—(b—B) fe-fl—y)ay. 
0 0 


Demnach folgt aus den Gleichungen (9) die Relation: 


i 


(10) (A+B) ep + (h—B)e“"'g = ope fe-m f(y)dy 


+ (h—B)e-™ fv f(y)dy. 


Eine zweite Gleichung derselben Art wird durch Vertauschung von 6 
mit — #’, und von / mit —/ gewonnen: 
-1 


(11) (h—B)e~“™p + (h+B) eg = (h—B)e-™ fe fly) dy 


+ b+ p)e fowfyay. 


Aus diesen beiden Gleichungen erhilt man die Werthe von p und q 
in der Form: 


— v(m) | 


(12) alas @(h) ? q @(—h) 


wobei 
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(13) @ (h)—=(h + B)(h+ Be" — (h—B)(h —B)e—™, 


—t 


(14) WU) —=G-+B)h-+B 2 fof (ydy—h—p)(h—B’)e-™ ff y)dy 


+(h—B)(h+6)) f ev fy) dy. 


Die Gréssen p und qg sind nunmebhr lediglich durch die Werthe be- 
stimmt, welche die Functionen f im Intervall von — 1 bis + 1 besitzt. 
Aus den Integralen p und q liisst sich das Integral 


+a 


fewraay 
bilden, indem man in p fiir h den Werth g+2i, in g den Werth g—zi 
einsetzt, wobei g eine beliebig kleine positive Grésse bedeuten soll; 
es ist dann 
+o 


“ sc , i (2i— gq) 
ay froranay— tn a ~ SEB] 
Dieser Ausdruck ist null, ausser in der Umgebung der Stellen, fiir 
welche @ (27) = 0 wird; an diesen Stellen wird der Werth des Integrales 


unendlich. Dasselbe gilt also auch von dem Integrale 


ed 
Sf cos (y—a) 2 dy. 


Bezeichnet man einen reellen Werth von 2, fiir welchen @(zi) = 0 
wird mit 4, und setzt man ¢=4A-+ 2’, so sind bei der Integration 
nach zg, wie sie die Formel (7) erfordert, immer nur beliebig kleine 
Werthe von 2 in Betracht zu ziehen, welche die Umgebung einer 
Stelle 4 ausmachen; es wird also 


(16) u = lim - P (o* [Zae + e-#i de) en ane 


g=0 * 
wobei fiir Z gemiiss der Gleichung (15) der Werth 
| Ser5 + sas) 


@(zi+ 9) @ (zi — g) 
fiir Z’ der Werth 


w(—zit+g9) ww(—si-g) 
@(— 2t-+ 9) @(—zi—g) 


einsusetzen ist, und alsdann der Grenzprocess fiir g—0 vollzogen 
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werden soll, Den Werth des Integrales fZdz' in beliebig kleinem 
Intervall ermittelt Poisson in folgender Weise: Es ist 


@B(ei—g) =(¢i+g)T (Ai), veitg) = v(di). 
































Also 


und fz dz’ = vt - aretg < 
und fiir g = 0 7 
| = 22 ras . 
Den Werth von f'Z’ de’ erhilt man hieraus durch Vertauschung von 
+7 mit — i, und sonach erhiilt die Gleichung (16) die Form: 


: i —a 2 32 
(17) % = > [es at + en Axi $E35] e~ eRe, 


Die Summation erstreckt sich tiber alle positiven Wurzeln 4 der Glei- 
chung @(Ai) = 0, welche nach (13) auf die Form gebracht werden 


kann: 
(BB — a?) sin 214 + (B+ 8’) cos 214 = 0 


und welche nur reelle Wurzeln hat. 
Dass dieser Beweis an mehreren Stellen einer genaueren Ueber- 
legung bedarf, da an den Gliedern einer unendlichen Reihe Grenz- 
processe bestimmter Art vollzogen sind, ist evident. Nichts destoweniger 
hat Liouville denselben im Jahre 1836 im ersten Bande seines Journales 
als einen giiltigen unverindert (nur fiir den Fall ¢ =) reproducirt; 
er fiigt in einer Anmerkung hinzu: ,,Dans ses Exercices mathématiques 
M. Cauchy a traité la méme question par une méthode fondée sur le 
calcul des résidus.“ 
Ossian Bonnet hat dann im Jahre 1849 in der eingangs erwaihnten 
Abhandlung versucht, den Poisson’schen Beweis, den dieser auch auf 
die Cylinderfunctionen anwandte (a. a. O. pag. 290 ff.) zu einem exacten 
zu machen. Es ist ihm aber nicht gelungen, denn erstlich setzt er 
die Convergenz der zu beweisenden Reihe auf Grund von andersartigen 
Liouville’schen Untersuchungen voraus, wodurch der Werth der ganzen 
Methode von vornherein beeintriichtigt wird; Sodann hat er selbst am 
Schlusse erklirt, dass an einer wesentlichen Stelle die Untersuchung 
nicht zu Ende gefiihrt ist. Dieselbe ist tiberdies ungemein complicirt. 
Die Convergenz und der Werth der Reihe (17) lisst sich aber 
unmittelbar feststellen, wenn man dieselbe als Residuenreihe betrachtet, 
gebildet fiir alle Wurzeln =A der Gleichung @(iz) =O die nur 
reelle und paarweise entgegengesetzt gleiche Wurzeln hat. 
Es ist der Werth der Reihe (17) gleich 
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2 


a 
: § ise _ w(t2) e~ eet te w (tz) ~@2t+iza 
(18) i >Re (otis) ° ve Jas e dz, 
wenn dieses Integral auf einem Kreise mit dem Radius r gefiihrt wird, 


dessen Radius ins Unendliche wiichst, vorausgesetzt, dass das Integral 
einen bestimmten Grenzwerth ergiebt. Zerlegt man dasselbe in die 


Theile 
4 
J . *w(iz) e~ Pstt-+iz _ d ‘ *p(— tz) —arsrt—iz ~ 
az was)" EO — @(-ia) * da 
0 0 


und setzt man nach den Gleichungen (12), da in dem ersten Integrale 
der reelle Theil von iz negativ ist, 





w (tz) 
a ee fo fr“ordas, tee, =f "fyay, 
% 


so erhalt man: 


(19) af “+ rete fo uf y) dy— = [e-ae- wea fe v fy) dy. 


0 


Der Grenzwerth des Integrales 


4 
fereertise y) dz 


0 
+o 


fiir r = oo ist gleich dem negativen Werth des Integrales J gefiihrt 


—@ 


auf der reellen Axe und bekommt den Werth 


_ @yP 


Vx, 4a?t 
aa , 
Sonach wird die Summe (19) gleich 


+o 
a} 


—sZ 


wobei angenommen ist, dass in derselben die Reihenfolge der Inte- 
grationen vertauscht werden durfte. 

Will man die Untersuchung der Reihe (17) fiir den Fall ¢ = 0 
ausfiihren, so tritt an Stelle von (19) der Ausdruck 


a iis “ i 
oa | ae, e—'*¥ f(y) dy — = fo" ae ferrteaday 
0 
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Radius r ausgefiihrt wird 


a 
5 ieee dg am — 280 @—yr . 
ey 
0 
Also ist die Reihe gleich 
(20) Jim - fie yee 


Geltung hat. 


(17) bestiitigt, folgender Satz bewiesen. 


nothwendige Folgen der Gleichungen (12) sind. 


kann in der Residuenreike einfach durch den Werth 
+4 
(+8) (c+ 6a fe-f(y) ay 


= 
ersetzt werden, weil der Factor 


(-—B)(e—B)e-** = (2-+8) (2+ Be" 
ist unter der Bedingung @(z) = 0, und weil das Glied 


+! 
(2—B)(e+B) ferfly) dy 











und es wird, wenn die Integration auf einem Halbkreise mit dem 


und dieser Werth ist gleich f(x), vorausgesetzt, dass dieses Integral 


Fasst man alle Voraussetzungen zusammen, so ist, wenn man noch 
die Differentialgleichungen (4) durch directe Differentiation der Reihe 


Wenn eine im Intervall von —/ bis +1 willkiirlich gegebene 
Function derart iiber das Intervall hinaus fortgesetzt wird, dass die 
Integrale (8), im welchen h eine beliebige Grésse bedeutet, deren 
imaginirer Bestandtheil nicht negativ wird, durch Gleichungen von 
der Form (12) sich darstellen lassen, und so beschaffen sind, dass in 
den Formeln (19) die Vertauschung der Integrationsordnung miglich 
ist, so convergirt die Reihe (17) und stellt ein Integral der Differen- 
tialgleichung (1) dar, welches fiir ¢ = 0 den Werth f(x) im Intervall 
von —l bis +/ besitzt, und welches den Grenzbedingungen (4) geniigt. 

Auch fiir ¢ = 0 convergirt die Reihe (17) und stellt die Function 
f(~) dar, wenn das Integral (20) diesen Grenzwerth hat. Es wiire 
also noch zu untersuchen, ob nicht alle diese weiteren Bedingungen 


Diese Untersuchung kann man sich ersparen; denn die Reihe, 
welche sich fiir f(x) ergiebt, ist nun, wie eine einfache Umformung 
lehrt, identisch mit der im ersten Abschnitt Gleichung (21) erwihnten. 
Denn der Werth (2), welcher durch die Gleichung (14) definirt ist, 


einen verschwindenden Beitrag in der Residuenreihe liefert. 
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Die vorstehenden Betrachtungen sind zu einer allgemeinen Beweis- 
methode fiir die Darstellung der Function f(x) nicht geeignet, weil sie 
die Differentiirbarkeit derselben und die Giiltigkeit von Integrationen 
mit unendlichen Grenzen voraussetzen, Bedingungen, die nach dem 
allgemeinen Satze des vorigen Abschnittes keine nothwendigen sind. 
Auch fiir die Cylinderfunctionen wird man daher die Poisson’schen 
Betrachtungen schwerlich als Grundlage fiir einen allgemeinen Beweis 
der Darstellung einer Function ausbilden kénnen. 

Dagegen ist es fiir die Probleme in der Theorie der Wirmeleitung 
von Werth, dass man nunmehr die Methoden mittelst deren Poisson 
complicirte Aufgaben behandelte und die Form ihrer Reihendarstellung 
feststellte, als heuristische beibehalten und sodann durch den Residuen- 
satz von Cauchy vollstindig beweisen kann; denn alle diese Reihen 
stellen sich, wie hier an einem Beispiel gezeigt ist, unmittelbar als 
Residuenreihen dar. 


Dresden, im Februar 1888. 

















Ueber die scheinbare Wechselwirkung von Ringen, welche in 
einer incompressibeln Flissigkeit in Ruhe sich befinden*). 


Von 


Epuarp Rrecks in Gottingen. 


Die folgende Mittheilung enthilt einen Beweis des bekannten 
Kirchhoff’schen Satzes, welcher allgemeiner ist als der von Kirch- 
hoff gegebene, insofern er iiber die Dimensionen und Entfernungen 
der Ringe keiner beschriinkenden Voraussetzungen bedarf. Die Ver- 
allgemeinerung wird ermdglicht durch eine eigenthiimliche Wahl der 
erzeugenden Curven und bleibt daher auf Ringfliichen von einem ge- 
wissen besonderen Charakter beschriinkt. Die Grundlage des Beweises 
wird durch einige Siitze iiber elektromagnetische und elektrodynamische 
Fernwirkung geliefert, mit welchen wir uns zuerst zu beschiftigen 
haben. 


1. 

Es sei gegeben ein beliebiges System galvanischer Stréme ¢,,7,,7,..., 
welche in den geschlossenen Curven s,, s,, 8... circuliren. Wir be- 
stimmen das elektromagnetische Potential m derselben und construiren 
die Flichen constanten Potentiales, sowie die Kraftlinien. Die Fliichen 
constanten Potentiales werden begrenzt von den Stromcurven; jeder 
bestimmten solchen Curve ordnet sich ein bestimmtes System fiicher- 
artig von derselben ausstrahlender Fliichen zu; die Zahl dieser Systeme 
ist daher ebenso gross wie die Zahl der Stromcurven. Sie werden 
von einander getrennt durch Fliichen, welche zwischen den Strom- 
curven verlaufen und welche den Raum in einzelne Zellen theilen, 
deren Kerne durch die Stromcurven repriisentirt sind. Auf jenen 
Flichen, welche wir als Grenzfliichen bezeichnen, ist das Potential 
constant, aber in verschiedenen Theilen derselben verschieden. Die 
Grenzflichen werden nimlich zu vollstiindigen Potentialflichen erginzt 
durch eine zweite Art von Fliichen, welche die einzelnen Stromcurven 
untereinander verbinden. Sie durchschneiden die zwischen den letzteren 
liegenden Grenzfliichen in gewissen Linien, den Grenzlinien. Be- 


*) Abgedruckt aus den Nachrichten der k, Ges. d. W. zu Géttingen, 
November 1887. j 
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trachten wir eine bestimmte Grenzlinie, etwa diejenige, welche von 
der Verbindungsfliche der Stréme 7, und 7, erzeugt wird, so unter- 
scheiden sich die Potentialwerthe zu beiden Seiten derselben um 427i, 
beziehungsweise 4 22,. 

Die Kraftlinien bilden geschlossene Ringe, welche in der unmittel- 
baren Nachbarschaft einer Stromeurve nur diese eine umschliessen, 
bei grésserer Entfernung zwei und mehr Stromcurven umschlingen. 
Der Uebergang wird gebildet durch Curven, welche in der Form einer 8 
zwei benachbarte Stromcurven umlaufen. Die Doppelpunkte derartiger 
Kraftlinien liegen auf den zuvor besprochenen Grenzlinien; die elektro- 
magnetische Wirkung selbst ist in den Doppelpunkten gleich Null. 
Die Kraftlinien werden im Folgenden bezeichnet durch den Buch- 
staben m. 

Die Potentialflichen P besitzen eine doppelte Schaar von Kriim- 
mungslinien; die Linien der einen Schaar sind geschlossen; die aussersten 
von ihnen laufen parallel mit dem Rande s der Fliche; die folgenden 
werden von den vorhergehenden stets vollstiindig umschlossen; wir 
bezeichnen diese Curven als Paralleleurven p. Ziehen wir alle durch 
die Punkte einer Parallelcurve gehenden Kraftlinien, so entsteht eine 
ringférmige Fliche, R, welche die Stromcurve s umhiillt. Die Curve p 
kann jederzeit so gewihlt werden, dass die Fliche R nir diese eine 
Stromeurve umschliesst. Eine zweite Erzeugungsart des Ringes er- 
giebt sich, wenn wir erst eine einzige von den Kraftlinien zeichnen, 
welche bei der vorhergehenden Construction auftraten; durch diese 
legen wir dann Parallelcurven und verbinden dieselben durch eine 
Fliche, welche identisch ist mit dem zuvor erhaltenen Ringe. Wir 
erkennen hieraus, dass jede Ringfliche R iiberzogen ist mit einem 
Netze sich rechtwinklig durchschneidender Curven, den Parallelcurven p 
und den Kraftlinien oder Meridiancurven m. 

Wir setzen nun voraus, dass jede der Stromcurven s,, s,,5,... 
in der a: gegebenen Weise umschlossen worden sei von einem Ringe, 
R,, R,, R,..., auf welchem die Schaaren der Curven m und p ver- 
zeichnet sind. Wir denken uns weiter jene Flichen bedeckt mit 
galvanischen Strémen, welche in der Richtung der Parallelcurven p 
circuliren. Die Stiirke der Strémung sei an irgend einer Stelle m einer 


Meridiancurve gegeben durch 
pe 
4x dm 


wo @ wie friiher das elektromagnetische Potential der Stréme 4,, @,, ¢, ... 
bezeichnet. Die gesammte Elektricitiitsmenge, welche in der Zeit- 
einheit durch die Meridiancurve m hindurchgeht ist hiernach gleich 


wt f dg P 
jax: dm @™ 
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wird das Potential m so definirt, dass die Componenten der elektro- 
magnetischen Kraft durch seine positiven Differentialquotienten dar- 
gestellt werden, so ist dieses Integral gleich 7, d. h. gleich der Stiirke 
des Stroms, welcher in der von dem Ringe umbhiillten Stromcurve s 
circulirt. Wenn wir also die Stirke der zu m senkrechten Strémung 
in der angegebenen Weise bestimmen, so erscheint der in der Axe s des 
Ringes laufende Strom ¢ ohne Aenderung seiner Stiirke ausgebreitet tiber 
die Oberfliiche. Mit Bezug auf diese in den Ringfliichen R,, R,, Ry... 
circulirenden galvanischen Strime gelten nun die folgenden Siitze. 

1. Die elektromagnetische Wirkung auf alle Punkte im Inneren 
der Ringe ist Null. 

2. Die elektromagnetische Wirkung auf alle Punkte ausserhalb der 
Ringe ist dieselbe, wie die der Strime i,, t,, is, ..., welche in den 
Ringaxen $,, Sy, S,... circuliren. 

Man kann hiernach die Stréme i bezeichnen als die Bilder der 
an der Oberfliiche der Ringe vorhandenen galvanischen Strémungen. 

Um diese Siitze zu beweisen, ziehen wir erst auf irgend einer 
Potentialfliche P, das System der Kriimmungslinien, die Parallel- 
curven p und die zu ihnen senkrechten Linien, welche wir durch n 
bezeichnen. Der Rand der Fliche P, wird gebildet durch eine Parallel- 
curve p,, welche auf der die Stromcurve s umhiillenden Ringfliche 
liegt. Wir ziehen auf der letzteren auch eine Meridiancurve m, und 
nehmen auf dieser zwei Punkte O’ und O” so, dass die zwischen ihnen 
liegende Strecke durch den Schnittpunkt O der Curven m, und p, 
halbirt wird; der Abstand von O’ und O” sei dm). Wir ziehen endlich 
die Paralleleurven p’ und p”, welche durch O’ und O” hindurchgehen 
und construiren die von jenen begrenzten Potentialfliichen P’ und P”. 
Die gesammte Stiirke der zwischen den Curven p’ und p” enthaltenen 


Strémung ist gleich i a. dm = 4 (p” — gq’); hier sind unter 


g” und g’ diejenigen Potentialwerthe zu verstehen, welche den durch 
p und p” begrenzten Fliichen entsprechen. Wir denken uns jetzt die 
ganze Strémung concentrirt in der mittleren Curve p,; wir ersetzen 
also die in dem ringférmigen Streifen p’p” ausgebreitete Strémung 
durch eine lineare. Zerlegt man die ganze Oberfliiche des Ringes 
durch aufeinander folgende Curven p’p” in Parallelstreifen, so kénnen 
die in ihnen enthaltenen Strémungen alle ersetzt werden durch lineare 
in den Mitteleurven p laufende Stréme; es wird so die Strémung, 
welche iiber die Oberfliche des Ringes continuirlich ausgebreitet war, 
wieder aufgelést in ein System von linearen Strémen. Die Stiirke 
derselben ist gleich der Differenz der Potentialwerthe, welche den die 
Streifen begrenzenden Zwischencurven p’ und p” entsprechen, multi- 


es ° 1 
plicirt mit =—- 
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Wir kehren nun zuriick zu der Betrachtung der Potentialfliche 
P,; dieselbe zerfallt in eine Reihe von Quadraten durch das System 
ihrer Kriimmungslinien. Denken wir uns alle diese Quadrate um- 


flossen von Strémen von der Starke i (~” — gq’), so wird das so 


entstehende System geschlossener und unendlich kleiner Stréme auf 
alle ausserhalb der Fliche liegenden Punkte genau dieselbe Wirkung 
ausiiben, wie der in der Curve p, circulirende Strom. Vorausgesetzt 
ist natiirlich, dass die Richtung der die Quadrate umfliessenden Stréme 
iibereinstimmt mit der Stromrichtung in pp. 

Durch die Seiten eines der auf P, befindlichen Quadrate ziehen 
wir Kraftlinien; es entsteht dann eine in sich zuriicklaufende Rohre, 
von welcher zunichst vorausgesetzt werde, dass sie nur die eine be- 
trachtete Ringfliche umschlingt. Die Réhre durchschneidet alle Po- 
tentialflichen, welche durch die Paralleleurven p, p’, p” hindurch- 
gehen. Sie wird ihrerseits durch die Flichen, welche den Zwischen- 
curven p’, p’ entsprechen, in eine Reihe aufeinander folgender Zellen 
zerlegt; diese sind in ihren mittleren Querschnitten umzogen von den 
Linien, in welchen die Réhre von den Potentialfliichen der Parallelen p 
durchschnitten wird. Jeden der auf dem Ringe circulirenden linearen 
Stréme kénnen wir ersetzen durch ein System unendlich kleiner Stréme 
auf der entsprechenden Potentialfliche. Die Eintheilung der letzteren 
stellen wir her mit Hiilfe der von den Quadraten der Fliiche P, aus- 
gehenden Réhren. Es sind dann die von Strémen umflossenen Ele- 
mente der Potentialfliichen gleichzeitig Querschnitte der von den Kraft- 
linien gebildeten Réhren oder der in diesen von den Flichen P’ und P” 
ausgeschnittenen Zellen. Bei der von uns betrachteten Réhre werden 
also die mittleren Querschnitte umflossen sein von Strémen von der 


Stiirke zs (p” — g’), wo g” den Potentialwerth auf der Endfliche, 


gy den auf der Anfangsfliiche der entsprechenden Zelle repriisentirt. 
Diese fcréme kénnen wir weiter ersetzen durch magnetische Pole auf 
den Enjdflichen der Zellen. Ihre Stirke ist so zu bestimmen, dass 
das magnetische Moment der durch sie gebildeten Magnete gleich ist 
dem galvanischen Moment der entsprechenden Stréme. Ist also mw die 
Stiirke des auf der Endfliiche liegenden Nordpoles, dm die Linge 
einer Zelle, dw ihr Querschnitt, so ist 


1 » , ; @ 
udm=-—— (yp —g@)do; ==> a. da. 
Nach einem bekannten Satze ist Ss. dw innerhalb einer von 
Kraftlinien gebildeten Réhre constant; die Stiirke der auf den End- 


flichen der Zellen liegenden Nordpole ist also bei allen dieselbe, Nun 
bildet aber jede solche Fliche gleichzeitig die Anfangsfliche einer 
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folgenden Zelle, sie triigt also gleichzeitig einen Siidpol von derselben 


Starke 1. $9 dw. Die Wirkungen der Pole heben sich somit auf 
4x dm 8 


in all denjenigen Punkten, welche ausserhalb der betrachteten Réhre 
sich befinden, Dasselbe ist auch dann der Fall, wenn die betrachtete 
Réhre gleichzeitig mehrere Ringflichen umschlingt; nur entspringen 
dann die Potentialflichen, welche die Zelltheilung bewirken, nicht 
mehr von einem einzigen, sondern gleichzeitig von all den um- 
schlungenen Ringen. 

Der ganze zwischen den Ringflichen enthaltene Raum wird aus- 
gefiillt von den durch die Kraftlinien erzeugten Réhren; auf jede der- 
selben findet die vorhergehende Betrachtung Anwendung. Die Gesammt- 
wirkung der in den Réhren hergestellten magnetischen Vertheilung 
ist also gleich Null fiir die innerhalb der Ringe liegenden Punkte. 
Die magnetische Vertheilung ist aber substituirt an Stelle der Stréme, 
welche die Querschnitte der Zellen umfliessen; diese ihrerseits sind fiir 
alle im Inneren der Ringe liegenden Punkte iiquivalent mit der auf 
der Oberfliiche der Ringe vorhandenen Strémung. Es ist somit ge- 
zeigt, dass auch diese auf die in dem Inneren der Ringfliichen be- 
findlichen Punkte keine elektromagnetische Wirkung ausiibt. 


Es bleibt also noch iibrig der Beweis des zweiten Satzes, welcher 
die Wirkung der Strémung auf einen ausserhalb der Ringe gelegenen 
Punkt betrifft. Wir verfahren in diesem Fall zuniichst ganz ebenso 
wie in dem vorhergehenden. Ausgehend von den auf der Fliche P, 
gezeichneten Quadraten erfiillen wir den ganzen Raum mit den Rohren, 
welche durch die von dem Rande der Quadrate aufsteigenden Kraft- 
linien erzeugt werden. Innerhalb einer dieser Réhren liegt der Punkt A 
mit der magnetischen Masse + 1. Wir grenzen ein als geradlinig zu 
betrachtendes Stiick S der Réhre so ab, dass der Punkt A in der 
Mitte desselben liegt. Die Linge von S sei sehr gross im Vergleich 
zu den Dimensionen des Querschnittes, es enthalte also der Réhren- 
theil S seiner Linge nach eine grosse Zahl einzelner Zellen. Wie 
friiher kénnen wir zuniichst an Stelle der auf der Oberfliche der Ringe 
vorhandenen Strémung das System der unendlich kleinen Stréme sub- 
stituiren, welche die Querschnitte der einzelnen Zellen umfliessen. Die 
Ersetzung der Stréme durch magnetische Pole ist aber jetzt nur an- 
wendbar bei denjenigen Zellen, welche ausserhalb des Abschnittes 
S sich befinden. Die Stréme, welche die Oberfliche von S umziehen, 
bilden in ihrer Gesammtheit ein Solenoid. Die Wirkung eines solchen 
auf einen inneren Punkt ist gleich der Wirkung derjenigen magnetischen 
Belegung der Endflichen, welche fiir alle fiusseren Punkte mit dem 
Solenoid fiquivalent ist, vermindert um eine in die Richtung der Axe 
fallende Kraft, welche gleich ist 42 multiplicirt mit der auf die Lingen- 
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einheit der Axe kommenden Stromstirke*). Um die Wirkung des 
Roéhrenabschnittes S auf den Punkt A zu ermitteln, kénnen wir also 
zuniichst wieder die Stréme ersetzen durch die fiquivalenten Pole. Wir 
erhalten dann ganz dieselbe magnetische Vertheilung wie in dem vor- 
hergehenden Falle und die Wirkungen der Pole werden sich daher 
auch jetzt wieder zerstéren. Es bleibt also nur iibrig die in die 
Richtung der Solenoidaxe, also in unserem Falle in die Richtung einer 
Kraftlinie fallende Wirkung. Um diese zu berechnen, beachten wir, 


dass auf die Strecke dm der Axe. die Stromstiirke wc (p” — 9’), also 


auf die Langeneinheit die Stromstiirke a ek = 5. . se 
kommt. Die elektromagnetische Wirkung der auf den Ringen vor- 


handenen Strémungen ist somit in dem betrachteten Punkte A ge- 
geben durch ., sie ist also in der That identisch mit der Wirkung 


der die Curven s durchlaufenden Stréme 7. 


Il. 


Wir gehen nun iiber zu der Betrachtung der von den Strimen 
i, , ty, i, .. . ausgeiibten elektrodynamischen Wirkung. An der Stelle A, 
welche durch die rechtwinkligen Coordinaten x, y, z bestimmt werden 
midge, befinde sich ein Stromelement jds mit den Richtungscos. a, £, y. 
Wir denken uns in A einen magnetischen Punkt von der Masse 1, 
und bezeichnen die Componenten der Kraft, welche von den Strémen 
i auf diesen Punkt ausgeiibt wird, durch A, B, C; die Componenten 
der auf das Element jds ausgeiibten elektrodynamischen Wirkung sind, 
dann gegeben durch: 

X = j(6C — vB) ds, 
Y =j(yA— aC) ds, 
Z =j(aB— BA) ds. 

In diesen Formeln ist der bekannte Satz enthalten, dass die 
elektrodynamische Wirkung senkrecht steht gegen das Stromelement 
und gegen die durch seinen Anfangspunkt hindurchgehende Kraftlinie. 
Die Formeln gelten unter der Voraussetzung, dass die Axen des 
Coordinatensystems in der Reihenfolge z, y, z ein rechtliiufiges Strahlen- 
biindel darstellen. Die Determinante 


B 
B 
Y 





mR 
Nor 





*) Riecke, Pogg. Ann. 145 8S. 218. 
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ist vermége der fiir X, Y, Z geltenden Werthe positiv. Folglich 
bilden die Richtungen des Stromelementes, der Magnetkraftlinie und 
der elektrodynamischen Kraft gleichfalls ein rechtliufiges Strahlen- 
biindel. Legen wir eine menschliche Figur in die Richtung des Ele- 
mentes, wenden wir das Gesicht derselben nach der Magnetkraftlinie, 
so giebt die ausgestreckte linke Hand die Richtung der elektrodyna- 
mischen Kraft an. Ihre Starke ist gleich 
VX?+4+ Y?4 Z? = jVA? + B? + C? sin (ds, m) ds. 

Wir werden diese Siitze nun auf das System unserer ringférmigen 
Stromflichen in Anwendung bringen. Ihre elektromagnetische Wirkung 
auf einen fiusseren Punkt ist gleich der Wirkung der linearen Stréme i. 
Aus dem vorhergehenden Satze folgt, dass auch die elektrodynamische 
Wirkung der auf den Ringen ausgebreiteten Strémung auf ein ausser- 
halb derselben befindliches Stromelement dieselbe ist, wie die Wirkung 
der in den Axen der Ringe circulirenden Stréme i,, i,, ¢,.... Die 
elektromagnetische Wirkung der auf den Ringen angenommenen 
Strémung verschwindet im Inneren derselben; gleiches gilt somit auch 
von der elektrodynamischen Wirkung auf ein beliebiges im Inneren 
der Ringe liegendes Stromelement. 

Wir lassen den Punkt A, den Anfangspunkt des Elementes jds 
auf einem beliebigen Wege der Oberfliche eines Ringes niiher und 
naher riicken; immer besteht zwischen den in demselben vorhandenen 
elektromagnetischen und elektrodynamischen Wirkungen die zuvor ge- 
gebene Beziehung. Diess wird auch dann noch der Fall sein, wenn 
der Punkt A unmittelbar an die fussere Ringoberfliiche sich anlegt. 
Die magnetische Kraftlinie, welche durch A hindurchgeht, ist dann 
gleichzeitig eine Meridiancurve m des Ringes. Die Richtung der 
magnetischen Kraft ist dadurch bestimmt, dass das Strahlenbiindel, 
welches durch die Stromrichtung p, die iiussere Ringnormale » und 
die Richtung von m gebildet wird, der Ampéreschen Regel entsprechend 
ein rechtliufiges sein muss. Lassen wir nun die Richtung des Strom- 
elementes jds zusammenfallen mit der Parallelcurve p, so beriihrt die 
durch das Element und die magnetische Kraft gelegte Ebene die Ober- 
fliche des Ringes. Es fiallt also die Richtung der elektrodynamischen 
Kraft in die Normale » und zwar nach dem vorhergehenden Satze in 
die Richtung der inneren Normale. Da der Winkel (ds, m) bei der 
angenommenen Lage des Elementes ds ein Rechter ist, so ergiebt sich 
fiir die Grésse der elektrodynamischen Wirkung der Ausdruck: 








jas in 
Wenn der Punkt A und mit ihm das Stromelement jds auf die 
innere Seite der Ringfliiche tritt, so verschwindet die auf dasselbe 
ausgetibte elektrodynamische Wirkung. 
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III. 


Wir wenden die vorhergehenden Siitze an auf die Elemente der 
auf den Ringfliichen vorhandenen Strimungen selbst. Grenzen wir auf 
irgend einem der Ringe ein Element ab von der Linge dp, der 
Breite dm, so hat der in demselben in der Richtung p laufende Strom 
die Stirke —+ 

40 
Membran von endlicher Dicke hergestellt sei, und nehmen an, dass 
die Strémung sich nicht beschrainke auf seine Oberfliche, sondern ver- 
theile iiber die ganze Dicke. Bezeichnen wir diese durch N, ein 
Element der Normalen, welches im Abstand v von der inneren Ober- 
fliiche sich befindet durch dv, so kommt auf das Volumelement dp dmdv 
die Stromstirke 


52. dm. Wir denken uns, dass der Ring aus einer 


1 
4a 52 dm & 


Ist M die magnetische Kraft, welche das gegebene Stromsystem an 
der Stelle des betrachteten Elementes ausiibt, so ist die elektrodyna- 
mische Wirkung auf dieses letztere gleich 


1 
a 


Nun ist M an der inneren Oberfliche, d. h. asd v = ebenfalls gleich 


Null; an der dusseren fiir »v = N gleich > se, somit kann an der 


? dp dm M &.. 


Stelle v gesetzt werden 


_ » dy 
= + ze" 


Die ganze elektrodynamische Kraft, welche auf das dem Oberflichen- 
element dp dm entsprechende Stiick des Ringes ausgeiibt wird, ist dem- 
nach gegeben durch 


N 
= 
ae (Gh) ap dm wf vdv = 3— (je) dp am. 


0 


Diese Kraft stellt sich also dar in der Form eines auf die Ring- 
oberfliiche nach innen zu ausgeiibten Druckes, welcher bezogen auf die 
Flicheneinheit den Werth besitzt 


ve G8) 


Die elektrodynamische Wechselwirkung der Ringe R,, R,, R,... 
setet sich zusammen aus der Gesammtheit aller dieser Drucke; be- 
trachten wir einen einzelnen Ring R,, so ist die Wirkung der auf seine 
Oberfliiche ausgeiibten Drucke dieselbe wie die Wirkung der elektro- 
dynamischen Fernkrdfte, welche auf seine einzelnan Elemente ausgeiibt 
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werden von den Ringen R,, R, ... und von den anderen Elementen 
des Ringes R, selbst. Sind die Ringe starr, so setzen sich jene Drucke 
zu denselben translatorischen und rotatorischen Kriften zusammen, 
welche auf der anderen Seite durch die Differentialquotienten des 
elektrodynamischen Potentiales dargestellt werden. 


IV. 


Aus den vorhergehenden Betrachtungen folgt endlich in ein- 
fachster Weise der Beweis des Kirchhoff’ schen Satees. Es seien ge- 
geben die Curven s; in denselben denken wir uns die galvanischen 
Stréme i,, 4,, 4; ... circulirend und berechnen das elektromagnetische 
Potential m derselben. Wir umschliessen die Curven s durch die Ringe 
R,, R,, R,, ..., welche durch das Netz der sich kreuzenden Parallel- 
und Meridiancurven erzeugt werden. Den Raum zwischen den Ringen 
erfiillen wir mit einer incompressibeln Filiissigkeit .von der Dichte u, 
welche im Unendlichen ruht; der constante Druck, welchen sie im 
Unendlichen besitzt sei gleich Null. Befindet sich die Fliissigkeit in 
einer stationiren Strémung, deren Geschwindigkeitspotential gleich 
dem elektromagnetischen Potential g ist, so ist der Druck an einer 
beliebigen Stelle gegeben durch 


w (72oy? y (29)? 4 (004, 
~ ale) + Cy) + Ge) 
An der Oberfliiche eines Ringes ist somit der Druck gleich 
wu (doy 
- $m) 
d. h. entgegengesetzt gleich dem friiher betrachteten elektrodynamischen 
Druck, wenn wir die Dichte der Fliissigkeit gleich a setzen. 


Wenn also eine Flissigkeit von der Dichte sic in der angegebenen 


Weise durch die Ringe hindurch in Circulation versetet wird, so diben 
die leteteren eine scheinbare Wechselwirkung auf einander aus, welche 
der elektrodynamischen Wechselwirkung der entsprechenden auf den 
Ringoberfliichen ausgebreiteten galvanischen Strémungen entgegengesetet 
gleich ist. 


Zusatz. In noch grésserer Allgemeinheit als von Kirchhoff 
wurde der in Rede stehende Satz von William Thomson im Jahre 
1870 ausgesprochen, wenn auch ohne Beweis. Seine in den _,,Pro- 
ceedings of the Royal Society of Edinburgh for Feb. 1870“ enthaltene 
14* 
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Mittheilung ,,On the Forces experienced by Solids immersed in a 
Moving Liquid bezieht sich auf den Fall, dass in die Fliissigkeit 
beliebige feste Kérper mit und ohne Durchbohrungen eingetaucht sind. 
Kérper, welche nicht durchbrochen sind, oder durch deren Oeff- 
nungen hindurch keine Circulation der Fliissigkeit stattfindet, erfahren 
Wirkungen entgegengesetzt denjenigen, welche auf einen absolut 
diamagnetischen Kérper unter denselben Umstiinden im elektromagne- 
tischen Felde ausgeiibt werden. 
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Classification und Integration von gewdhnlichen Differential- 
gleichungen zwischen xy, die eine Gruppe von Transformationen 
gestatten. 


Von 
Soruus Liz in Leipzig. 


(Die nachstehende Arbeit erschien zum ersten Male im’ Frihling 1883 im 
norwegischen Archiv.) 


In einer kurzen Note zur Gesellschaft der Wissenschaften in 
Gottingen (3. December 1874) gab ich u. A. eine Aufziihlung aller 
continuirlichen Gruppen von Transformationen zwischen zwei Variabeln 
x und y. Ich lenkte ausdriicklich und stark die Aufmerksamkeit darauf, 
dass sich hierauf eine Classification und eine rationelle Integrations- 
theorie aller Differentialgleichungen 

f(ayy ---y™) = 9, 

die eine continuirliche Transformationsgruppe gestatten, begriinden 
lisst. Spiiter habe ich nun das hiermit scizzirte grosse Programm | 
mehr im Detail ausgefiihrt. So gab ich in den Abhandlungen der 
Gesellschaft der Wissenschaften zu Christiania (1874*)) eine rationelle 
Methode zur Integration von linearen partiellen Differentialgleichungen 
mit einer Reihe bekannter infinitesimaler Transformationen; hiermit 
hatte ich dann gleichzeitig eine vollstiindige Integrationstheorie von 
gewohnlichen Differentialgleichungen 


f(ayy +--+ y™) = 0 
mit bekannten infinitesimalen Transformationen erhalten. Ich gab 
ferner in mehreren Abhandlungen**) in diesem Archiv (1876, 78) 
eine Darstellung von denjenigen Methoden, vermége deren ich in den 


*) Die betreffende Arbeit ist im Wesentlichen reproducirt in den Math. Ann. 

Bd. XI. 
**) Diese Abhandlungen sind theilweise (aber nicht vollstindig) in den Math. 
Ann. Bd, XVI in neuer Bearbeitung reproducirt worden. 
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Jahren 1873 — 1874 alle continuirlichen Gruppen von Transformationen 
einer zweifach ausgedehnten Mannigfaltigkeit bestimmt hatte. 

Hiermit war indess keineswegs mein 1874 scizzirtes Programm, 
selbst auf gewodhnliche Differentialgleichungen zwischen 2 und y be- 
schrinkt, zur Ausfiihrung gebracht. Nicht allein hatte ich die an- 
gekiindigte Classification noch nicht durchgefiihrt, sondern es stand 
auch noch zuriick nachzuweisen, einerseits, wie man entscheidet, ob 
eine vorgelegte Difierentialgleichung eine continuirliche Gruppe ge- 
stattet, anderseits wie man diejenigen Differentialgleichungen in ratio- 
neller Weise integrirt*), die zur Bestimmung der betreffenden Gruppe 
dienen. Der Hauptzweck dieser Abhandlung ist, diese beiden wich- 
tigen Capitel meiner Theorie eingehend zu entwickeln. Gleichzeitig 
halte ich es fiir zweckmiissig, einige Theile meiner Theorie, die ich 
allerdings friiher schon im Wesentlichen gegeben habe, auf’s Neue und 
mehr ausfiihrlich zu behandeln. 

Im ersten Absehnitte fiihre ich die von mir 1874 angekiindigte 
Classification von gewodhnlichen Differentialgleichungen, die eine con- 
tinuirliche Gruppe von Transformationen zwischen x und y gestatten, 
volistiindig durch. Ich betrachte successiv alle derartigen Gruppen, 
reducirt auf canonische Formen, und bestimme die zugehérigen in- 
varianten Differentialgleichungen**). Darnach zeige ich, dass eine 
beliebige vorgelegte Gruppe im Allgemeinen ohne Integration von 
Differentialgleichungen und jedenfalls durch Integration einer Diffe- 
rentialgleichung 1. O. auf ihre canonische Form gebracht werden kann. 
Hierdurch gelingt es, alle bei einer beliebig vorgelegten Gruppe in- 
variante Differentialgleichungen anzugeben***). 


*) Siehe die Abhandlungen der Gesellschaft der Wissenschaften zu Chri- 
stiania 1881. Siehe auch meine Begriindung einer Invariantentheorie der Be- 
riihrungstransformationen. Math. Ann. Bd. VIII, 1874. 

**) Die Gesichtspunkte der citirten Note fiihren indess noch weiter. Man 
kann u, A. jede Gruppe von Berihrungstransformationen zwischen wyy auf ge- 
wisse von mir bestimmte canonische Formen bringen, und darnach die zu jeder 
canonischen Form entsprechenden invarianten Gleichungen angeben u. s. w. 

***) Als ich 1874 in meiner mehrmals besprochenen Note hervorhob, dass 
auf meine Bestimmung aller Gruppen von Transformationen der Ebene eine 
Classification aller Gleichungen f(ayy’...y”)) = 0 mit einer Gruppe gegriindet 
werden kann, hatte ich diese Classification noch nicht im Detail ausgefithrt. Ich 
hatte die Méglichkeit einer Classification, d. h. die Méglichkeit der Aufstellung 
der Typen aller Differentialgleichungen f=0, die eine Gruppe gestatten, er- 
kannt. Die hierzu erforderlichen Rechnungen hatte ich aber nicht im Detail aus- 
gefiihrt, und noch weniger publicirt. Indem ich dies ausdriicklich hervorhebe, 
bemerke ich, dass der beriihmte franzésische Geometer Halphen in seinen aus- 
gezeichneten Untersuchungen tiber Differentialinvarianten (Liouvilles Journal Bd. 2 
(Serie 3) 1876, Sur les invariants diff, Thése, Paris 1878 u. s. w.) im Grunde 
einen wichtigen, wenn auch sehr speciellen Theil meines Programms ausgefiihrt 
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Im zweiten Abschnitte dieser Arbeit wende ich meine allgemeine 
langst publicirte Integrationstheorie von linearen partiellen Differential- 
gleichungen mit bekannten infinitesimalen Transformationen auf ge- 
wohnliche Differentialgleichungen f(zyy'---y™) =O mit einer be- 
kannten Gruppe an. Derartige Gleichungen kénnen in zwei etwas 
verschiedenen Weisen behandelt werden. Entweder kann man meine 
allgemeine Theorie direct anwenden und muss dann successiv eine Reihe 
vollstindiger Systeme aufstellen. Oder auch man faingt damit an, die 
vorgelegte Gruppe auf ihre canonische Form zu bringen; dadurch er- 
hilt f = 0 ebenfalls eine canonische Form; hierbei hat man nur ge- 
wohnliche Differentialgleichungen zwischen zwei Variabeln zu _be- 
handeln. Die Entwickelungen dieses Abschnittes sind grésstentheils 
nur als Beispiele und Illustrationen zu meiner alten allgemeinen Theorie 
zu betrachten. ; 

Im dritten Abschnitte denke ich mir eine ganz beliebige Gleichung 
{(ayy'-+-) =O vorgelegt und stelle die Frage, ob dieselbe infini- 
tesimale Transformationen gestattet. Ist dies der Fall, so werden diese 
Transformationen bestimmt durch gewisse lineare partielle Differential- 
gleichungen erster und hdherer Ordnung, deren Integration in den 
meisten Fiillen durch successive Quadraturen oder durch Integration 
einer Riccatischen Gleichung 1. O. geleistet werden kann. Es giebt 
nur zwei Fille, in denen die Bestimmung der infinitesimalen Trans- 
formationen von f = 0 nicht in dieser einfachen Weise geleistet werden 
kann. Wenn f = 0 eine Gruppe gestattet, als deren canonische Form 
die allgemeine projective Gruppe der Ebene gewahlt werden kann, so 
verlangt die Bestimmung dieser Gruppe im Allgemeinen die Integration 
einer linearen Gleichung dritter Ordnung. Gestattet andererseits f= 0 
eine Gruppe, als deren canonische Form die Gruppe einer linearen 
Gleichung*) gewihlt werden kann, so verlangt die Bestimmung unserer 
Gruppe die Integration einer gewohnlichen linearen Differentialgleichung. 


hat (siehe § 1, Nummer 3 dieser Arbeit) allerdings mit schénen Anwendungen, 
die mir theilweise ferner lagen. Halphen macht aufmerksam auf die Beziehungen 
zwischen seinen Untersuchungen und Klein’s und meinen gemeinsamen friiheren 
Untersuchungen tiber solche Curven, die eine infinitesimale lineare Transforma- 
tion gestatten. Dagegen kannte er nicht meine anderen viel weiter reichenden 
Arbeiten, insbesondere nicht meine Note in den Gittinger Nachr., wie auch nicht 
meine 1874 publicirte Theorie der Integration von linearen partiellen Differential- 
gleichungen, die eine bekannte Gruppe von Transformationen gestatten, 

*) Besonders merkwiirdig ist der Fall, dass die lineare Gleichung des Textes 
in eine mit constanten Coefficienten sich umwandeln lisst. In diesem Falle ge- 
schieht wiederum die Bestimmung der gesuchten inf, Transformationen durch 
Quadratur; kann jedoch die besprochene lineare Gleichung mit constanten Coeffi- 
cienten die Form y”) = 0 erhalten, so ist die Integration einer Riccatischen 
Gleichung 1. O. erforderlich. 
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In weiteren Abschnitten gedenke ich einige verwandte Theorien, 
die ich schon seit einiger Zeit im Detail ausgefiihrt habe, zu ent- 
wickeln. Insbesondere werde ich meine Theorien auf solche Gleichungen 
f(cy---y™) =0 anwenden, in denen die Grésse y™—") nicht vor- 
kommt. Anderseits werde ich alle Gruppen von Beriihrungstransfor- 
mationen der Ebene in canonischer Form betrachten, und ihre in- 
varianten Differentialgleichungen aufstellen; hieran schliesst sich eine 
rationelle Integrationstheorie solcher Gleichungen f = 0, die eine be- 
liebige Gruppe von Beriihrungstransformationen ,gestatten. 


Abschnitt I. 


Classification aller gewéhnlichen Differentialgleichungen 
zwischen xy, die eine Gruppe von Transformationen zwischen 
diesen Variabeln gestatten. 

Bestimmen die Gleichungen 
x, = f(xya,a,+-+- a,) 
Y, =P (YA, a, + + Gy) 
zwischen den alten Variabeln zy, den neuen Variabeln x,y, und den 
Parametern a,4@,--+-+ 4a, eine (continuirliche) Gruppe von Transforma- 
tionen, so liefert eine Relation der Form 
Q(f pd, «+ +b,) =0 
mit r++ @ Parametern a, ---a, b,+-+b9 eine Schaar und zwar die 
allgemeinste Schaar von Curven, deren Inbegriff die vorgelegte Gruppe 
gestattet. Dies folgt unmittelbar aus dem Begriffe Transformations- 
gruppe. Zu bemerken ist allerdings dabei, dass die r + @ Parameter 
a;, 6, nicht siimmtlich wesentlich zu sein brauchen*). 
Wahlt man die Function Q in bestimmter Weise, so kann man 


durch wiederholte Differentiation hinsichtlich 2 so viele Gleichungen 
zwischen xy, den Differentialquotienten 


*) Die r-++@ Parameter sind wesentlich, wenn eine beliebige Curve der 
Schaar 


Q(ayb, +--+ be) =0 


mit @ wesentlichen Parametern durch keine infinitesimale Transformation der 
Gruppe in sich transformirt wird und auch nicht in eine benachbarte Curve 
dieser Schaar iibergefiihrt wird; giebt es dagegen o unabhiingige infinitesimale 
Transformationen der Gruppe, welche eine beliebige Curve der Schaar wiederum 
in eine Curve der Schaar iiberfiihrt, so sind unter den r -+ @ Parametern 
a@,--+ ag by---bg nur r+ @ — o wesentlich. 















. 
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und den Parametern a;b, bilden, dass es méglich wird, diese Para- 
meter wegzuschaffen, Hierdurch findet man in jedem einzelnen Falle 
eine Differentialgleichung, die unsere Gruppe gestattet. Und offenbar 
kann jede derartige Differentialgleichung in dieser Weise gebildet 
werden. Diese Methode ist indess nicht zweckmiissig, indem sie uns 
keine Uebersicht tiber die Gestalt und die Kigenschaften der betreffenden 
Differentialgleichungen liefert. Zweckmiissiger ist es, wie ich seit 
1874 bei allen meinen Untersuchungen iiber Transformationsgruppen 
zu thun pflege, die infinitesimalen Transformationen der Gruppe ein- 
zufiihren, und vermége derselben die Bestimmung der betreffenden 
Differentialgleichungen durchzufiihren. 

Unsere Gruppe mit den r Parametern a, enthilt nach mir r un- 
abhingige infinitesimale Transformationen*), etwa 


Bif = & (ay) - sf c+ n(wy) 
(i= 1,2--. r) 


Bei einer solchen inf. Transformation erhilt 2 das Increment 02 —&,dt, 
y das Increment dy = ;,0t; gleichzeitig erhilt y° ein Increment dy, 
y” ein Increment dy” und itiberhaupt y ein Increment dy. Wir 
werden diese Incremente berechnen. Es ist 


dx tr oady— dy: <. dz 











. ee | 
ec 860686 ax dat 
oder 
oy OF 
| ioe da? dz 
» O€ 
= py (ae — Ht) _ ys og 
Dementsprechend ist 
dy” dn —y"de _ 1) 
ot x 
und iiberhaupt 
dy™ dy) rm y™ dé tm) 
ead oi a 


*) Die infinitesimale Transformation, bei der x und y die Incremente 
du = E(xy) dt, dy=— (xy) dt 
erhalten, bezeichne ich immer mit dem Symbol 


s+, ff. 
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Setze ich nun 


Bier fm BFL + Gl + i FE + + in 8, 
wien r) 


so sind B,™ f, B,™f, --- Bf die r infinitesimalen Transformationen 
unserer Gruppe, aufgefasst als transformirend nicht allein zy, sondern 
zugleich die Differentialquotienten y ---y™. Und also (Gdtting. 


Nachr. 1874, p. 537; Math. Ann, XVI, p. 462—463) bestehen 


*—1) Relationen von der Form 


1-2 
Be (Be (f)) — Bw” (Bie (f)) le Ps Cins BY f, 


in denen die ¢;,, Constanten sind, die iiberdies von der Zahl m unab- 
hingig sind. 
Soll nun eine Differentialgleichung 
f(zyy -+-y™) =0 

unsere Gruppe gestatten, so ist hierzu erforderlich und auch hin- 
reichend, dass sie die ry inf. Transformationen B;™/ gestattet; denn 
dann gestattet / = 0 jede infinitesimale Transformation 2c, By” f der 
Gruppe und also zugleich jede endliche Transformation derselben, die 
ja durch Wiederholung einer inf. Transformation erzeugt werden kann. 
Und dies kommt darauf hinaus, dass die r Gleichungen 


a) gf f+ $f + mi 26 4... gum —2F 0 


by) 


vermége f= 0 identisch bestehen sollen. 

Die weitere Discfssion stellt sich verschieden jenachdem r gleich, 
kleiner oder grésser als m +- 2 ist. 

Nehmen wir zuniichst an, dass m+ 2=—r ist. Dann ist zum 
Bestehen der r Gleichungen (1) erforderlich, dass die Determinante 


A= lE: nent” mis ni’ | 


verschwindet, Dabei kénnen wir vorliiufig von dem Falle, dass A 
identisch verschwindet, absehen, indem dies, wie wir spiter zeigen, 
nur ganz ausnahmsweise eintritt. Daher muss die Gleichung A = 0 
vermége f= 0 bestehen. Es ist anderseits nicht schwierig zu be- 
weisen, dass die Differentialgleichung A —( immer unsere Transfor- 
mationsgruppe gestattet. Fiir eine synthetische Auffassung ist dies 
unmittelbar evident. Ein Werthsystem zyy’ -- - y*—*) geniigt namlich 
der Gleichung A —0O dann und nur dann, wenn dasselbe nicht ver- 
moge der Gruppe in jedes benachbarte Werthsystem iibergefiihrt 
werden kann. Wiinscht man einen analytischen Beweis, so bemerke 
ich, dass ich fiir den Fall m = 1 schon einen solchen Beweis geliefert 
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habe (siehe Math. Ann. Bd. XVI p. 475), dass ferner der Beweis fiir 
einen allgemeinen Werth von m in ganz entsprechender Weise ge- 
fihrt wird. Hierauf niher einzugehen halte ich hier nicht fir noth- 
wendig. Ich bemerke nur, dass man im Folgenden bei jeder An- 
wendung des betreffenden Satzes seine Richtigkeit leicht direct verificirt. 
Wir wollen sodann annehmen, dass m + 2 < r ist. Dann ist zum 
Bestehen der Gleichungen (1) erforderlich, dass alle in der Matrix 


LE: meg «© yim 

enthaltenen (m- 2)-reihigen Determinanten gleichzeitig verschwinden; 
und da dieselben nicht identisch gleich Null sein kénnen, indem A 
nach unserer Voraussetzung nicht identisch verschwinden soll, so 
miissen die soeben besprochenen Determinanten, die offenbar ganze 
Functionen der Gréssen y sind, einen gemeinsamen Factor (A) ent- 
halten; dabei ist klar, dass diese Grésse (A) ebenfalls ein Factor von 
A sein muss. Dies giebt uns nun zuniichst den Satz: 


Satz. Sucht man alle bei der vorgelegten Gruppe B,f--- Bf 

invarianten Differentialgleichungen 
f(zyy +++ y¥™) =90, 
deren Ordnungszahl m nicht grésser als r — 2 ist, so muss man die 
Determinante 
= Eni y+ - nf-*| 

bilden. Verschwindet dieselbe nicht identisch, so liefern thre Factoren 
gleich Null gesetet die gesuchten Differentialgleichungen. 

Als Corollar fliesst hieraus der Satz: 


Gestattet eine Differentialgleichung m*” Ordnung f=0 m+ 2 
oder noch mehr infinitesimale Punkttransformationen, so kann man 
ohne Beschriinkung annehmen, dass f eine ganze Function der Grissen 
y ist. : 

Dieser Satz ist im Vorangehenden nur unter der Voraussetzung 
erwiesen, dass die Determinante A nicht identisch verschwindet. Der- 
selbe ist indess allgemein giiltig, wie wir spiiter nachweisen werden. 

Es eriibrigt noch alle bei der Gruppe invarianten Differential- 
gleichungen f(xyy' --- y™) = 0, deren Ordnungszahl m grésser als 
yx — 2 ist, zu finden, Dabei schliessen wir wie friiher vorliufig den 
Ausnahmefall A = 0 aus. Unter dieser Voraussetzung bilden die 
y Gleichungen (1) nach meinem friher citirten Satze ein vollstiindiges 
System mit m-+-2-—pr _ gemeinsamen Lésungen. Sei zuniichst 
m+2=—r-+1, dann giebt es eine Lésung g,, die durch Integration 
gefunden wird*). Dabei hingt g, nur von zyy’--- y*- ab. Sei 


*) Diese Integration kann immer geleistet werden, wenn die endlichen 
Transformationen der Gruppe bekannt sind. 
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darnach m + 2—r- + 2, dann giebt es zwei Lisungen, unter denen 
@, die eine ist; die zweite Lésung g, hiingt von zyy'---y” ab. Ist 
m+2=—r-+3, so giebt es drei Lésungen ,, y, und g,, welch’ 
letztere von xyy'---y’t abhingt. Fiir einen beliebigen Werth 
von m giebt es m—r-+ 2 Lésungen 9,9,--- Pm—r42- Hs ist nun 
leicht zu sehen, dass jedenfalls nur die beiden ersten g;,, nimlich g, 
und g,, durch Integration bestimmt zu werden brauchen. Kennt man 
gy, und g,, so findet man die iibrigen g, folgendermassen durch 
Differentiation. 
Es ist die Gleichung 
9%, — a9, + b=0 

mit den beiden arbitriren Constanten a und 6 eine invariante Diffe- 


rentialgleichung rv‘ Ordnung. Differentiirt man nun hinsichtlich 2, 
so ist die hervorgehende Gleichung 


dge dg, 
de “dz 0 
oder die aquivalente 
dg 
dx dqge 
—$F = 2 = -——— 
dg, dy 
dx 


eine invariante Gleichung (r+ 1)'* Ordnung mit einer arbitriren 
Constante. 
Also kann die Grosse 


dg , dg, 
dx * dx 





als Grésse m, gewahlt werden. Dementsprechend kann 
ayy ° ayy 
dx ° dz 
als Grosse m, gewahlt werden u. s. w. Dieses Bildungsgesetz zeigt, 
dass g, hinsichtlich y+, dass g, hinsichtlich y’+* linear ist u. s. w. 
Satz. Jede bei der Gruppe B,f---B,f invariante Differeniial- 
gleichung, deren Ordnung grisser als r — 2 ist, besitet die Form 


Q(p, PoP; +++) = 0. 


Zuletzt uur noch einige weitere Bemerkungen iiber invariante 
Differentialgleichungen 


flay -+-y@) =0, 


deren Ordnung g nicht r—41 iibersteigt. Nehmen wir wieder an, 
dass A nicht identisch verschwindet, und sei A; ein Factor von A, 
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der von den Gréssen xvyy’... yi abhingt. Dann enthilt das 
Integral von A; = 0 r — i — 2 arbitrire Constanten: 
y (x ya, wes p42) = 0, 

d. h. die Gleichung A; = 0 hat co’-‘-* Integraleurven. Bei den Trans- 
formationen der Gruppe werden diese Integralcurven unter sich ver- 
tauscht, und zwar wird jede einzelne Integralcurve durch i + 2 unab- 
hingige infinitesimale Transformationen der Gruppe in sich selbst 
transformirt. 

Ist insbesondere A, ein Factor von A, der die Grosse y"—*) ent- 
halt*), so ist A, = 0 eine invariante Differentialgleichung, von deren 
Integralcurven jede gwei unabhingige infinitesimale Transformationen 
der Gruppe gestattet. Besitzt A keinen Factor A,, der y*—) wirklich 
enthalt, so heisst dies, dass es keine Curve giebt, die zwei und nur 
zwei infinitesimale Transformationen unserer Gruppe gestattet. 

Betrachten wir endlich die invariante Differentialgleichung (r — 1)‘ 
Ordnung 

YP; = %, 
deren arbitriire Constante a, einen bestimmten Werth erhalten hat. 
Diese Differentialgleichung hat oo’-! Integraleurven, die durch die r 
unabhingigen infinitesimalen Transformationen der Gruppe unter sich 
vertauscht werden. Also schliessen wir, dass jede Integralcurve durch 
eine und nur eine infinitesimale Transformation der Gruppe in sich 
transformirt wird. ‘ 

In den drei ersten Paragraphen dieses Abschnittes betrachten wir 
successiv alle Gruppen von Punkttransformationen der Ebene, indem 
wir sie auf die von mir bestimmten canonischen Formen gebracht 
voraussetzen. Fir jede solche canonische Gruppe bestimmen wir die 
zugehérigen invarianten Differentialgleichungen. In dem letzten Para- 
graphen zeigen wir, wie eine beliebige vorgelegte Gruppe auf ihre 
canonische Form gebracht wird. ; 


§ 1. 
Gruppen, die keine Differentialgleichung 1. 0. invariant lassen. 


In meiner Aufzihlung aller Gruppen von Punkttransformationen 
einer Ebene (Géttinger Nachr. 1874, Math. Ann. Bd. XVI) theilte ich 
alle derartigen Gruppen in gewisse Hauptclassen, jenachdem die be- 
treffende Gruppe keine, eine, oder mehrere Differentialgleichungen 
erster Ordnung invariant liisst. 

In diesem Paragraphen betrachte ich jede Gruppe, die keine 
Differentialgleichung erster Ordnung invariant liisst, und bestimme 


*) Die Form der Determinante A zeigt, dass A, hinsichtlich y”~*) linear ist. 
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alle zugehérigen invarianten Differentialgleichungen héherer Ordnung, 
unter denen sich immer eine von zweiter Ordnung findet (welche durch 
passende Coordinatenwahl die lineare Form y” = 0 erhalten kann). 

Die betreffende Gruppe enthilt entweder acht oder sechs oder 
fiinf Parameter. Sie ist ahnlich mit der allgemeinen projectiven Gruppe 
der Ebene oder mit einer Untergruppe derselben, die sechs oder fiinf 
Parameter enthailt. Wir denken uns im Folgenden unsere Gruppen 
auf die soeben genannten canonischen Formen gebracht. 

1. Jede finfgliedrige Gruppe, die keine Differentialgleichung erster 
Ordnung invariant lisst, kann auf die canonische Form*) 


P,Q, ©G, (pp — YQ, YP 
gebracht werden. Die Determinante A erhilt fiir diese canonische 
Form den nicht identisch verschwindenden Werth: 








hi 0 0 
3 0 0 0 
A=/|0 2z 1 0 0 a= 9y” 3, 
y —y —2y’ —By” —4y” 
Bs Te a RE ct te 


Daher ist y” = 0 die einzige invariante Differentialgleichung, deren 
Ordnung kleiner als vier ist. 

Zur Bestimmung der Gréssen g, und g, bilden wir die folgenden 
linearen partiellen Gleichungen, in denen wir, wie immer im Folgen- 
den, y, statt y®) schreiben: 


ls 


B f= = 0 


M» &D 





Ox 
Bf = ay 
Bf = 2 $f Pa 


eS A of ne Ze. a ta 


Bf = Y Ga £f a W? 5 fe 7 ae $f ahaa 
— 8%%+ song at af ay Ee 


*) Statt x und of pflege ich zu schreiben p und qg, So z. B. schreibe ich 

7] 
xp — yq statt 2 ff _ vit 
dx=adt, dy=— ydt 


== (0) 





i 


» um die infinitesimale Transformation 


zu bezeichnen. 
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und suchen ihre beiden gemeinsamen Lésungen. Die drei ersten Glei- 
chungen zeigen, dass g, und g, nicht von 2, y oder y, abhiingen. Die 
beiden letzten Gleichungen erhalten durch Reduction die einfachere Form 


7) 
Bf = 3% Gf + 49, $+ dy, ZL + by, HE — 
Bf =3y,? E+ ae at + (15y2y5 +104.) 2 — 0. 


Wir integriren B,;f =O in der gewéhnlichen Weise, fihren sodann 
ihre Lésungen 
35 
Yo, QO; = 3¥2.4¥, — DY", 03 = 3y,?y, — 5Q.y, — =a y;°*) 


als neue unabhingige Variabeln in 
a é 
Bf = Byy, - ie + Byer Ze + Bye, ff = 0 
ein und erhalten hierdurch die Pe 


3 Yo aa + 8e, 4 £ + 1295. fF 0, 
deren Lésungen 
ee 
7-7, FP 
' vet ie rg 
eben die gesuchten Gréssen g,**) und g, sind. Es bleibt nur ibrig, 
die friiher gefundenen Werthe der Gréssen @, und @, einzusetzen. Man 
bemerkt, dass g, linear hinsichtlich y, und anderseits g, linear hin- 
sichtlich y, ist. 
Da g, hinsichtlich y, irrational ist, so kann es zuweilen zweck- 
missiger sein die Grésse g,° als g, zu wihlen. Eine thnliche Be- 
merkung lisst sich mehrmals spiter machen. 


2. Jede sechsgliedrige Gruppe, die keine Differentialgleichung 
erster Ordnung invariant lisst, kann die canonische Form 
P, 1, I, YU, HP, yp 
erhalten. Die Determinante A wird fiir diese canonische Form gleich 





*) Die Grdsse ge, erhilt durch die Substitution og = 34,4, — 5y,* den Werth 
40 
Os = 3ys8ys — 15924944 + > ys”. 


Es ergiebt sich spiiter, dass die Gleichung e930 eine bemerkenswerthe geo- 
metrische Bedeutung besitzt. 

**) Man verificirt leicht , dass jede Integralcurve einer Gleichung g, = Const. 
wirklich eine infinitesimale lineare Transformation unserer Gruppe gestattet. Ich 
erinnere daran, dass Klein und ich in einer gemeinsamen Arbeit die Theorie 
dieser Curven eingehend entwickelt haben, 








224 Sopaus Lire. 





10 0 0 0 0 | 
01 0 0 0 0 | 
A= : nah, 7 . F (= 2y,? (By, 
y Yo Ys Ys —3y,4,)- 
rO0—y, —2y, —3y, —4y, 
y 0 —y,? —3y, 4%. —4945 —3y.? —Sy, y, —10yo4s | 


Es giebt daher zwei invariante Differentialgleichungen, deren Ordnungs- 
zahl kleiner als fiinf ist, nimlich 


Y2 = 0, und 5y,’ — 3y,y, = 0*). 
Zur Bestimmung der Gréssen g, und g, miissen wir nach unseren 
gewohnlichen eudy sechs lineare partielle Differentialgleichungen 


zwischen “— Y,.+-Y, bilden. Drei unter diesen Gleichungen 
of 
=> ——- = = == ( = = 
B f= 0, Bof= a ), Bf—z- P44 oy, 0 


sagen nur aus, dass g, und m, von z, y und y, Be es sind; die 
drei tibrigen Gleichungen erhalten durch eine einfache Reduction die 
Form 


Bf =y, 2 ‘s +n Ze+---+y 7 —0 
B f= y, of + 2y, fe +--+ + 44 ja 7 0 
Bef =3y," oe + 10y,y, 2 i + (15 y.44+ 10y,”) 2 
+ neni teagiars # = 0. 
Die Lésungen von B,f = 0, niimlich 
3Y2Y, — Sys’ = 6, 
3y.2Ys — 56,4, — yy? = 6, = 3y,"y, — 15 y.¥y 44 + > Us’ 
3y."y5 — T0343 —-y- 6,y,? — 35y," = 0, = 3y,%y, — 21y,"y5 45 
+ 359%? ty — > ys" 


fiihren wir als neue Variabeln in die Gleichung B,;f =O ein und 
bringen sie hierdurch auf die Form 


*) In der gewiihlten canonischen Form besteht unsere Gruppe aus allen 
projectiven Transformationen, bei denen die unendlich entfernte Gerade ihre Lage 
behilt. Die Integralcurven der Gleichung 5y,? = 3y_y, sind alle Parabeln, d. h. 
Kegelschnitte, welche jene Gerade beriihren, Jede solche Curve gestattet wirk- 
lich zwei unabhiingige inf. Transformationen unserer Gruppe, 
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of a a 
Die entsprechenden Lésungen, niimlich 


6s GO, 


at > Ge? 
befriedigen als Gréssen nullter Ordnung hinsichtlich y, y, ... y, eben- 
falls B,f = 0 und kénnen daher als die gesuchten Invarianten g, und g, 
63 G4 


P= 3°) M= a 


Og 
gewihlt werden. Auch jetzt sind g, und g, ganze Functionen von 


y,Y, und dabei ist gm, linear hinsichtlich y,, , linear hinsichtlich y,. 


3. Wenn eine achtgliedrige Gruppe keine Differentialgleichung 
1. O. invariant lisst, so kann sie auf die canonische Form 


P,Q, 9, YU, HP, yp, p+ xzyq, cyp+y'q 


gebracht werden. Die Determinante A erhilt durch Ausfiihrung und 
einfache Reduction die Form - 





Y. Ys Ys Y; % 
0 yy 2% 3Ys 4y, 
A=/|0 3y.? 1y.ys Wy.y,+10ys* 2ly.y,+35y,%, |. 
0 3y. 8Ys Dy, 24 y, 
0 0 By.’ 304,45 60 4244+ 40y,? 





Zur Berechnung derselben subtrahirt man von den Gliedern der dritten 

Reihe zuerst diejenigen der vierten Reihe, multiplicirt mit y,, und 

darnach diejenigen der fiinften Reihe, multiplicirt mit = dann ver- 
“VI2 


schwinden alle Glieder der dritten Reihe ausgenommen das letzte, und 
es wird 
y, 2y, 3y; 
A = (15y,%3y; — 34.245; — 9s") (39. By, 15, 
0 Gy? 30y Ys 


A = — 2y,(9y.? y; — 45 Yo 4344 +40y;")?, 


sodass A nicht identisch gleich Null ist, Es giebt zwei invariante 


oder 


*) Auch jetzt gestattet jede Integralcurve einer Gleichung m, = Const, eine 
infinitesimale Transformation und gehért somit der von Klein und mir unter- 
suchten Categorie an. 


Mathematische Annalen, XXXII. 15 
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Differentialgleichungen, deren Ordnung kleiner als 7 ist*), niimlich 
y, = 0 und 


(2) 9yo7y; — 4542434, + 40y,? = 0. 

Um jetzt die Gréssen ©, und ®, zu berechnen, miissen wir nach 
unseren gewohnlichen Regeln acht lineare partielle Differentialglei- 
chungen in den Variabeln x y y, . . . y, (den acht infinitesimalen Trans- 


formationen p, q, %q, yg, “p, “p+ «yp, yp, xyp + y*q ent- 
sprechend) bilden. Die drei ersten unter diesen Gleichungen 


Bf = jem 0, Bf= na a Bf = 235 =~ : 


sagen nur aus, dass ®, und ®, von zy und y, unabhiingig sind. Diejenige 
Gleichung, die der inf. Transformation zyp + y*q entspricht, brauchen 
wir nicht zu bilden; sie ist namlich wegen der Relation 


(yp, wp +axyq) = xyp + y*¢ 
eine Consequenz der le Die Gréssen ®, ©, sind daher bestimmt 
als Functionen von y, y,...¥%s durch die Gleichungen 


Bf =% 5 Shieh +45 56 = 0 
Bf = ys he %43 f+. + 6y, P= 


Bef =3y, £1 +8y, 7 ve incl +356 3p 


OF ins 
+48y; — 0 
B,f = 3y)? 5 on ~ + 1049 4 on E+ (15 yy, + 10y,2) 2h 
+ inn-onn? = r+ (28 y, 96+ 56 yy; +35y,”) $e 
+ (86y,91-+ 849+ 126 9,95) 2 oF = 0. 


Zur Bestimmung der gemeinsamen ss, ®, und ®, derselben 
bilden wir zuerst die Lésungen von B, = /, niimlich 
Fs = 92 
Q2 = 34.4, — 4Y5° 
‘ 20 1 . 
0; = 3y2"y, — 59302 — = Ys*° = | (9927 Ys — 454245 4, + 40y,°) 





*) Das Resultat des Textes war a priori evident. Denn es giebt ja nur 
zwei Curven, die gerade Linie und der Kegelschnitt, die mehr als eine infinitesi- 
male und lineare Transformation in sich gestatten. Halphen hat zuerst die 
obenstehende Differentialgleichung (2) der Kegelschnitte wirklich aufgestellt. 
Ebenso hat Halphen zuerst die spiiter aufgestellen Grissen ®, und ®, berechnet. 
{Ich erfahre nachtriiglich, dass schon Monge die Differentialgleichung der Kegel- 
schnitte berechnet hat. Januar 1888]. 
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40 
05 = 3Y2° Yo—BY30g—20y50.— = Y*=3Y2"Yo—24 yo74'345 +60 yoy 2y,—40y,! 


700 280 
0; = Iyo*y; —35y5 @, — 14045? 9; — =— 9° @2 — ee 
™ 





= Dy.*yq— 105 y,° ys ¥5 +420 y2?y5?y, — T00y. ¥3° 44 + —— 95° 


Q¢ = 27 y.°y,—48 y, 0; —24 -35y,"Q,—16- aeieeiiiaiaies 





8-280 
ane 3 43° 
und fiihren sie darnach zusammen mit y, als neue Variabeln in B,f=0, 
Bf = 0, Byf =0 und B,f =0 ein. Nun ist, wie man leicht sieht 

ByY2 = Yo» ByYs = 93, Bron = kor; 
Byy. =9, By; = 95, Bs a: = to: 
also erhiilt B,f = 0 in den neuen Variabeln die Form 
to of +-y, £E + 20, 2 +4 39, ZF +... +469, 2 0 
und B,f =0 die Form 
vy GE + 20, f+... +69, 26 0, 
sodass B,f = 0 sich auf 


of 
Ye “sine 
reducirt. Ferner ist klar, dass B,f =O die Form 
of 
in = 0 


annimmt, Zur Kinfiihrung der g als Variabeln in B,f =O bilden 
wir die Ausdriicke 


B, 0. = by." Ys 
B,e; = 0 
Bz 04 = — 3y,7 0; + 20 yy? Ys 0. 
Bie; = y2? (— 21 e,+35@,*) + 92745 - 1050, 
Bz 04 = Y2?(— 360, +3- 126 5 @3) + y,?y3(504 0, +210 ¢,"); 
also erhilt B,f—0 durch Division mit y,? die Form 
Ys \6 5 at + 200, oF + 105 93 5 ff + (5040, + 2100,") #4 


+{—3e, 74 ob (— 219, +350,") 7+ (—369,+3: 126 9,95) 741-—0, 


welch letztere Gleichung sich wegen 5 = ( in zwei spaltet. Die ge- 


suchten Gréssen ©, und ®, sind daher bestimmt als Functionen von 
0» Q;--.@, durch die drei Gleichungen 


15* 








228 Soraus Lr, 


20, 2F 4 3 os 22 £4. ee 
of =6 2 L +9092 +1050, ZF + (6049, +210,") 2 


Df=—3e54" + (—21,-+350,") 2 b+ (—N+8-tqe) ae —0 


[unter denen die erste aussagt, dass ®, und ®, Functionen von den 
Verhiltnissen der Gréssen @.? 0, +e ont sind]. Wir bestimmen die 
Lésungen von Cf = 0, nimlich 
5 2 
Os, % = O — FJ C2 


35 
Us = @; — ZF 020s 
6 
Us = 0, ——, O° — 84Q,u, 


und fiihren sie als Variable in lias 0 ein. Nun ist 
Do, = 0, Du, = — 3e,, Du, = — 21u,, Du, = — 36u, 
und also erhiilt nee? 0 durch Division mit — 3 die Form 
¢ 7] 
os 7 +7 u, of + 12u, of = (). 
Die entsprechenden Liésungen sind 
eae 5 42 
Q3, 6 = 20,u, — Tu,” = 20,0, — 35 0,0;? — 7 (0, —? @,") 
6) = QU — —— ty ——— 4," 
i Q3 
245. , 35 we 5 oy 
= o:(¢,—84 0+ 5 *0,") —! 2(o, -F 020:)(0, —0,")+ =(0.—30") . 
Und da die gesuchten Gréssen ©, und ®, Functionen von den Ver- 
hiltnissen der Gréssen 0, @,"« v o,¢ sind, so kénnen wir setzen: 


?, = 


o; 
@3° 


a, = 





ae 
ost ; 
Hiermit ist diese Untersuchung zum Abschluss gebracht*). 


*) Im Laufe dieser Abhandlung benutze ich hiiufig den folgenden bekannten 
Satz: ,,Bilden A,f=0,..A,f=0 ein vollstiindiges System in a,...2,, so kann 
die Integration desselben folgendermassen geschehen. Man sucht die Lisungen 
91 .++QPy_; Von Ay f= 0; bildet sodann 


0 
Aef = 0 = Ayo, ZO $+ + Anya Go 
Pn—1 
Sind die Verhiilsnisse der A,q, nicht ee von q.-..,_, allein, so zerlegt 


die Gleichung A,f= 0 sich in mehrere. Wir integriren eine beliebige unter ihnen 
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§ 2. 


Gruppen, die zwei und nur zwei Differentialgleichungen erster Ordnung 
invariant lassen. 


Im vorangehenden Paragraphen behandelten wir alle Gruppen, die 
keine Differentialzleichung erster Ordnung invariant lassen, und be- 
stimmten ihre zugehérigen invarianten Differentiaigleichungen héherer 
Ordnung. Jetzt erledigen wir dasselbe Problem fiir alle Gruppen mit 
zwei und nur zwei invarianten Differentialgleichungen 1. O. Dabei 
kénnen wir nach meinen friiheren Untersuchungen (Gott. Nachr, 1874, 
Math. Ann. Bd. XVI) annehmen, dass diese beiden Gleichungen 1. O. 


eben sind 


d daz 
y= an =0(0, und a?" 0, 


und dass dementsprechend die betreffende Gruppe eine der folgenden 
canonischen Formen besitzt: 





























la] ja{, pe | [al [a a | 
ya) |ya q | \ya| ya | ”q 
a is ey 
i, ee 
v9 q| | pt+a |7| |p 
ya) |y@ | ap + yq |p 
| pj} jy’ jmp + yg 





Wir werden der Reihe nach diese 9 Gruppen betrachten und ihre 
zugehérigen invarianten Differentialgleichungen zweiter und héherer 
Ordnung bestimmen. 


4. Zuerst betrachten wir die zweigliedrige Gruppe q, yg. Die 
zugehérige Determinante 
|O 1 
A= 

Oy 
verschwindet identisch; dies beruht darauf, dass jede Curve (d. h. Gerade) 
der Schaar « = Const. bei der Gruppe invariant bleibt. Zur Bestim- 

mung der invarianten Differentialgleichungen m' Ordnung 


f(@yyy - + .Ym) = 0 


und fiihren die entsprechenden Lisungen y,...%, » etwa in A;sf=0 ein. Dié 





hervorgehende Gleichung A; 4, af + -+++==0 behandeln wir dann in analoger 
1 


Weise u. s. w. 
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bilden wir die beiden pee 


r7) 
jo 0, ee Yi on 4 +-°++ Yn a = 0. 





Ist m > 1, so ergiebt sich, dass f eine arbitrire Function der Gréssen 


a, 2... 
% " 
ist. Wenn dagegen m= 1 ist, so kénnen die beiden Gleichungen 


ji = 0, Yay a Foy, fem 0 


nur dann pny bestehen, wenn y, = 0 ist; es ist niimlich an 
sich unméglich, dass f nur « enthilt. Zu den hiermit gefundenen 
invarianten Differentialgleichungen muss die Gleichung 


Bias? 
% 


gefiigt werden. Dieselbe entgeht uns bei unserer Coordinatenwahl. 
Dieselbe Bemerkung ist bei allen Gruppen dieses Paragraphen zu 
machen. 


5. Die zu der Gruppe p, g, yq gehdrige Determinante 
1 0 0 
01 0 
Oy »¥ 
verschwindet nicht identisch. Sie liefert die invariante Differential- 
gleichung erster Ordnung y, = 0, wozu wie soeben die Gleichung 


= 0 zu fiigen ist. 


fom 








Die invarianten Differentialgleichungen f—0, deren Ordnung 
grosser als 1 ist, werden bestimmt durch die Relationen 


C] 
Fe = By HO VG AN Gy to + Me zy 
und somit ist f eine arbitrire Ae von 
Me Ye, Im, 
“wm % 
6. Die zu der Gruppe p, q, yg, xp gehorige Determinante 
10 Q 0 
01 O 0 
ie eae ei, 
z 0—y, —2y, 
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verschwindet nicht identisch. Es giebt drei invariante Differential- 
gleichungen, deren Ordnung kleiner als 3 ist, niimlich 


1 
y, = 0, reat Y. = 0. 


Zur Bildung der invarianten Gleichungen héherer Ordnung 

f (ay... Ym) =9 
bilden wir vier lineare partielle Differentialgleichungen, unter denen 
zwei nur aussagen, dass f von x und y unabhiingig ist. Die beiden 
iibrigen Gleichungen 


0 a r) 
Y; oF + yy if +: +b Ym ye = 0 


io: = ae 
Yo OY. + 2Y3 OY: led (m 1) Ym OU = 0 


zeigen , dass f eine arbitriire Function von 


Ws WY |. "Yn 


Yo" . Yo" ? ¥ y."— 
ist. 


7. Die zu der Gruppe p, g, ep + cyq gehorige Determinante 
1 O 0 
A=/|0 1 0 = (c—l)y, 
z cy (c—l)y, 
verschwindet identisch dann und nur dann, wenn c = 1 ist. Diesen 
Ausnahmefall beriicksichtigen wir nicht in diesem Paragraphen, indem 
die Gruppe p, g, xp-+yq einfach unendlich viele Differentialglei- 
chungen erster Ordnung, nimlich jede Gleichung der Form 
y, = Const. 
invariant lisst. 
Wenn c verschieden von 1 ist, so lisst unsere Gruppe nur zwei 
Gleichungen erster Ordnung, nimlich 
1 
y, =0, und a =e 
invariant. Die invarianten Gleichungen héherer Ordnung f = 0 werden 
bestimmt durch 
a a a \ 2 é 
f= 0, Lan0, (c—1)y, AF + (c—2) yp AE +.--+(c—m) nt =O, 
so dass f eine arbitrire Function der Gréssen 
- =e 


c—m 


c-2 
e—1 e—1 


" " 
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sein muss. Diese Bestimmung bleibt auch dann giiltig, wenn ¢ gleich 
einer unter den Zahlen 2,3, ... m ist. 


8. Die zu der Gruppe q, yg, y’q¢ gehdérige Determinante 


SS a 
A=/0 y Y; 
Oy 2yy, 


verschwindet identisch, indem jede Curve (d. h. Gerade) der Schaar 
x = Const. bei unserer Gruppe invariant bleibt, 

Zur Bestimmung der invarianten Differentialgleichungen zweiter 
und héherer Ordnung bilden wir die Gleichungen 


of of of 
ay 0, % Oy. +:-++ me es ° 


2 7] 
Ww ae + 39,42 ie + (49,45 +3y,") if +-:--=0, 
deren Lésungen sind 


3 
=~ 
w%—s al YPYs + 34% —4YY2Ys 











Y,=2,9,= ye! eae y3 ete. 
Man verificirt leicht, dass g, (Siehe die Kinleitung) eine Function von 
Z, PM, und aoe ist, indem 

dy 
ss ee = 


ist. Jede bei der Gruppe g yq y*q invariante Differentialgleichung 
dritter oder héherer Ordnung hat somit die Form 


f(a do, Por. -) = 0, 


2 dx dz 


wo g, den obenstehenden Werth besitzt.*) 
9. Die zu der Gruppe p q yq y’q gehérige Determinante 


10 0 0 
nal? 2 9 0 we 
~l0 y Y, vy owe 


Oy 2yy, 2yy2.+2y,? 
verschwindet nicht identisch; es giebt, wie man sieht, keine invariante 
Differentialgleichung zweiter Ordnung. Durch Rechnungen, die mit 
denen der vorangehenden Nummer fast identisch sind, findet man zur 


*) [Die Differentialinvariante g,, die schon bei Lagrange autftritt, spielt 
in Schwarz’s schénen Untersuchungen eine wichtige Rolle; Januar 1888, } 
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Bestimmung der invarianten Differentialgleichungen dritter und héherer 
Ordnung die Werthe 


why — 201 _ wis — 4 Vitae + 3H 
y= yy? ? P2 dz y3 
und iiberhaupt 
at 
a) = 


Die betreffenden invarianten Differentialgleichungen haben die Form 


f(D, Pr- ++ Px) = 9. 


10. Die zu der Gruppe p+q, zp+yq, p+ y’q gehorige 
Determinante 








4 0 
A=|2 y 0 =2(y—z)y, 
a y? 2y—az)y, 


verschwindet nicht identisch. Die Gleichung 

y—xz=0 
bestimmt eine invariante Curve. Die invarianten Differentialgleichungen 
zweiter und dritter Ordnung werden bestimmt durch die Gleichungen 


ety O, 
ofr 6 of 
ae zt -he ~ pon 
a of yt¥9 ~ y t29¥— z)y, oF f+ [(2y— —4x)y,+2y,?— — 2y) 5 
pp Nn —6y,] 7F =O, 


von denen die erste uns lehrt, dass f die Gréssen # und y nur in der 
Combination u—2—y enthilt. Die beiden letzten Gleichungen 
erhalten durch Einfiihrung von w als Variabeln statt 2 und y die Form 


re é 
f —%aiz f hig = 


7 
2UN Sy, ar + oy. 294202 t+ [4uy, —6y,¥.+6y.] #£ oni 
Wir fiihren die Lésungen der pros Gleichung, nimlich 


Yin UWYy =U, WY, = Vy 
als Variabeln in die letzte Gleichung ein; dies giebt 


« 0 6 9 ‘¢ a . . 0 
24; if + (8v,—2y,?-+2y,) ff + [40, —6y, v, + 6, | oe = 0. 


Die entsprechenden Lésungen 
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2 ( 1 ce 
V2Y| 742 4, +Y Fes, 


1 1 
%34,;—* + 69, (y,3 +4; :) —6(y,+9:-") = % 
sind die gesuchten Gréssen , und g,. Es bleibt nur iibrig die Werthe 
von v, und v, einzufiihren. 


11. Die zu der Gruppe p, q, yq, xp, y’q gehdrige Determinante 








ae 0 0 
Ye aa 0 0 
in ox 4y,.2 — > 2 
A=|O y y, Ys Ys = 49," (¥iYs— 3%’) 
zQ —y, —2y, —3Ys 
0 y? 2yy, 2yy%+2y,* 2yy,+6y,¥% 


verschwindet nicht identisch. Es giebt ausser y, = 0 und = = 0 nur 
i 


eine invariante Differentialgleichung, deren Ordnung nicht 3 iiber- 
steigt, namlich 
24,Y3 — 3y,” = 0*). 
Zur Bestimmung der Gréssen g,, y, bemerken wir, dass sie als 
Functionen der drei Gréssen 


"1 2Nm% . 
aes dw, _ e - Me 
(3) = dx Y; — i= +3 


cate wy, — —_ a Sen * ast _# a 
= di, ye * ot ” \" 


durch die (der infinitesimalen = Tae xp i titte 


Bf = ¥% 4 + 24, x + 3% 3 of ~ + 49s 3 $f ome 
bestimmt sind. Nun ist aber 
B,w, =2w,, Byw,=—3w,, Bw, = 4, 
und also wird 
B,f =0 = 2, 2 ft 3w, of — + 4u, 2 


Die Lésungen dieser eadibiidaes 


Ws 
w? 


9, = — Q, = 
1 wt?’ 2 


sind die gesuchten Gréssen g, und g,. 








*) Die invariante Differentialgleichung des Textes bestimmt alle Kegelschnitte 
durch zwei gemeinsame Punkte. Diese Kegelschnitte werden durch passende 
Coordinatenwahl alle Kreise der Ebene (oder alle Kreise einer Kugel), 
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12. Die zu der Gruppe 


oD , PQyTcpy’g xp 
gehérige Determinante 








2 e@ © 0 0 0 
64 6 0 0 0 

i Oy % Yo Ys 5 
2 O0—y — 2y, — 3y; — 4y, 
Oy 2yy, 2yy¥.+2y,)? 2yy,+6y,y¥. 2yy,+8y,y¥3+6y," 
v 0 —2xry, —4ay,—2y, —6xy,—6y, —8xy,—12y, 


hat den nicht identisch verschwindenden Werth 
A = — 4y, (24, y3 — 3y.)*. 
Es giebt daher ausser y, = 0 und + —0 nur eine invariante Diffe- 
1 


rentialgleichung, deren Ordnung kleiner als fiinf ist, die folgende 
namlich: 
21143 — 34, = 0. 
Die zu der Gruppe gehiérigen Gréssen gy, und g, sind Functionen 
von den friiher (3) gefundenen Gréssen 


sos eel. Sem = 2 *) 

w, = yy — 49243 + 37,5 

w; = 9, — 59m, — 493” + 17 n,n, — In," 

Wy = Ng — Gy. ys — 1359, + 27 yg, + 42 y.N3* — BT y,* ns + 36y,° 


und zwar geniigen sie (den Transformationen xp und z*p entsprechend) 
den beiden hg” 


Af= r +2n, 2 fy. 7 ft =0, 


B= $2 +3, a + 61 $F + 10n, ff + 159, 26 — 
Nun ist 

Aw,=2uv,, Aw,=—3w,, Aw,=—4w,, Aw,=—5w,, 

Bu, = 0, Bw,=2w,, Bu,=5w,, Bu, = 9w,. 
Daher sind g, und g, bestimmt als Functionen der w, durch die 
Gleichungen 


20, ff +3w, im ob “= + 5w, - JF m0, 


deren Lésungen sind 


*) Im Texte setzen wir iiberall 7, statt . 
1 



















ie 


y= 


we ? 
4w,?w, — 18w,w,w; 4+ 15w,' 
a : 
w, 
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4w, ws — 5w,? 


Fiihrt man hier die Werthe der Gréssen w, ein, so erhilt man die 
Ausdriicke von g, und g, als Functionen von den y%. 


§ 3. 


invariant 


Gruppen, die eine und nur eine Differentialgleichung erster Ordnung 


lassen. 


Gruppen, die eine und nur eine Differentialgleichung 1. O. invariant 
lassen, kénnen (Géttinger Nachr. 1874; Math. Annalen, Bd. XVI) auf 
eine der folgenden canonischen Formen gebracht werden, wobei X; 
eine Function von x, ¢ und c Constante bezeichnen. 













































Xiq | Xiq Xiq X,q q 
Xe ‘ #¢ 
| | X,q | X,q X,q a"q 
| yq Pp 
| Xq | yg |\pteva| p |ap+teygq 
: mt Minasitte Inch : Bani 
q q\4q q 
xq xq | xq xq 
; }- | - 
xq xq | xq | aq 
P (¥d| P p 
ap+lr+Dyte|q| p 2ep+ryq yg 
si =p \*p-+rayq xp 
fae Ae we Te wptraoyg 
— Sens. 1 Aa 
p yq 
xp-+y4q A 
| He 
a'p+2zyd| 
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Wir werden successiv diese canonischen Gruppen betrachten und ihre 
invarianten Differentialgleichungen zweiter und héherer Ordnung be- 








stimmen. 
13. Die zu der Gruppe p, 2p + yq, 2*p + 2xyq gehirige 

Determinante 

re ae 
A=|2% y 0O |=2y 
x? 2ry 2y 

verschwindet nicht identisch. Die invariante Gleichung 1, O.: 

) k * 0 
% 

entgeht uns bei unserer speciellen Coordinatenwahl. 
i Die Gréssen g, und g, haben als Lisungen der Gleichungen 
' 7] 

of 0, Y> 4h i 2y, pL = 0 


y ae + "3% =, = 9 
die Werthe 
Pi = 29%. — th, P2= 9 Ys- 
14. Die zu der Gruppe yq, p, zp, x*p + axyq gehiorige Deter- 


minante 
i 8 0 0 
O y Y Yo ene 
i= z 0 — ¥, — 2y, — 2942 


a cy y—azy, — 3zry, 


verschwindet nicht identisch. Die Gruppe lisst daher eine Gleichung 
zweiter Ordnung und zwar y, = 0 invariant, was darauf hinauskommt, 
dass die Gruppe eine projective ist. 

Die Gréssen g, und g, pees die vier Gleichungen 


Ge = 9G Lt “+% ff = 0, 
+Y% nt? Yo os. — at = 0, 
“3% of + By, oh + 8 % 5 f 0, 
und haben somit die wins 
8 
9, = YYs a 
Y Ye 
—— 3Y9Y2¥s— sys? 
Y= 


Y2* 
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15. Die zu der Gruppe X,q --- X,q gebérige Determinante 

OX,X,'--- X,°— 

ee gs ga kG 

OX,X,.-- X,e-®» 
verschwindet identisch, da jede Curve (d. h. Gerade) der Schaar 
x = Const. bei der Gruppe invariant bleibt. Zur Bestimmung der in- 
varianten Differentialgleichungen 

f(xy, +++ Ym) = 9 
bilden wir die r Gleichungen 
OS oes coe a 


die nur wenn m > r—1 ist, andere gemeinsame Liésungen als x 
besitzen kénnen*). Fiir m =r ist, wie man leicht verificirt, ausser x 
zugleich die Determinante 


| | > ere a 


D= oe... eee] 
me A 


eine Lisung. Wir kénnen daher 





i=, 9, = D™) 
setzen. Setzt man iiberhaupt 
X,X -++ X,e-9 Xero 
Di =| XX! 2. X- Xleo 
YU te % Yra Uri 


so ist D; immer eine Lésung der Gleichungen (4), dabei vorausgesetzt 
dass m>r-+i%. Man kann daher 


Pi. = D; 





setzen. 


16. Die zu der Gruppe X,q--- X,qyq gehdrige Determinante A 
verschwindet identisch. Die invarianten Differentialgleichungen f = 0 
sind bestimmt durch die (r + 1) Gleichungen 


*) Der Schluss im Texte beruht darauf, dass die X, in dem Sinne un- 


abhiingige Functionen von @ sind, dass keine Relation der Form 2c;X;=0 mit 
constanten Coefficienten besteht. 


**) Ist r= 1, so giebt es unbeschriinkt viele invariante Differentialgleichungen 
erster Ordnung, indem die invariante Gleichung D = f(a) von erster Ordnung ist. 
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OF + + Pee im OF 
~ oy a ey + sa Om ° 
ypoty fot. + mw Ge =O. 


Dieselben haben (ausser ~) keine gemeinsame Lisung, wenn m < r. 
Ist m= yr, so giebt es eine specielle gemeinsame Lésung, niimlich 
die lineare und homogene Differentialgleichung 


D=0, 
wobei wir D in derselben Bedeutung wie soeben brauchen. Ist 
m==*r-+i, so sind die Gréssen 


D, D, D; 


eS 
Lisungen unserer linearen partiellen Differentialgleichungen, und wir 
kénnen daher 
D, D; 

Qo, =2, eS * eee ae 

setzen. 
17. Die zu der Gruppe 

X,q-+: Xq, p+ eyg (¢ = Const.) 

gehérige Determinante 


1 ey &Y, +++ EYr—1 
O X, X--- X,e-» 








0 xX, X,.-. X,r-0 


verschwindet nicht identisch. Ausser = —== () giebt es keine invariante 


1 
Differentialgleichung, deren Ordnung kleiner als r ist*). Die Gréssen 
9,9, -++ sind Functionen von z, D, D,, D,-+- und geniigen dabei 
der Gleichung 


f ot 28 + & a2 of eee + a = ( ) 


of of ef 
Ba-5, + BD: 35 + BD: op, + °° =% 


*) Den Fall + =1 schliessen wir im Texte aus, indem es dann unendlich 
viele invariante Differentialgleichungen 1. O. giebt (siehe § 4). 
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wo Bx=1 wu setzen ist. Zur Berechnung der Ausdriicke BD, 
erinnern wir (Math. Ann. Bd. XVI p. 499) daran, dass die X, Rela- 
tionen der Form 


( x,’ =A, Xx, 
X,’ = A,, X, + Ay. X, 
va = Kh * Ande Ss toaian (A;z = Const.) 


xy. = aX, + eX, + LX 
oe ‘ 


erfiillen. Daher ist, wie man durch Ausfiihrung findet, 


BD = (Ay + dg + +++ + Aer + 2) D =kD 
SC ar Bin BD, 





BDjew(- - > 2 2 ee oe ) Dm BD, 
wo k eine Constante bezeichnet. Die gesuchten Gréssen g,, p, sind 
daher bestimmt durch die Gleichung 


f+ np Db + kD, +:: 
sodass 


9, = De**, go, = De, -.- Pip: = Dje** 
wird. 


Unter Nummer 15 gaben wir die allgemeinen Ausdriicke der 
Gréssen D;. Diese Ausdriicke kénnen indess vermige der Formeln 
(5) wesentlich vereinfacht werden. Denn es ist 

aD, 
—_—i- (Ay, te ++ + Ar) Di = Lay - D; 
woraus 
D; = eg. 


wo Q; eine lineare homogene Function mit constanten Coefficienten 
von YY, -** Yr-1Yr4i bezeichnet. Daher wird 


ata 
Di=e (kia y + hin yy boos hia Ya + hints Yorgi) 
und 
Pips = E-*(Kioy fee + Kirt Yr + Kirti Yr+i) 
Wir gehen hier nicht auf die einfache Berechnung der Constanten 
kj; ein*). Dagegen heben wir ausdriicklich hervor, dass die Con- 


*) D =0 ist, wie wir gesehen haben, im vorliegenden Falle eine lineare ho- 
mogene Differentialgleichung mit constanten Coefficienten. Es ist dabei klar, 
dass diese Constante beliebige Werthe haben kinnen. 
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stante ¢ ohne wesentliche Beschriinkung gleich Null gesetzt werden 
kann. 


Wir bemerken nur noch, dass sich unter den invarianten Diffe- 
rentialgleichungen beliebig viele lineare und homogene mit constanten 
Coefficienten finden, Denn wenn ¢,, ¢, --- beliebige Constanten be- 
zeichnen, so stellt 


CP, + Po +++ == 9 
immer eine solehe Gleichung dar. 


18. Die der Gruppe 
Xiq--: X-aqyap 
entsprechende Determinante 
1 QO O «a. 0 
O X, X,’ - Si x,” 








Bani: + = + + + bee 
Sat EF ne ee 
°F B.25 # 
verschwindet nicht identisch. Es giebt ausser + —0( eine und nur 


" 
eine invariante Differentialgleichung, deren Ordnung r nicht tiber- 
steigt, nimlich 


D=0*). 


Die Gréssen gp, mp, +--+ sind Functionen von 2, D, D, --+, bestimmt 
durch die Gleichungen 


. SS af aD _ 
= r= 0a + OD dx + oD, da + eile 
2 eS or 
O=y ay +% Oy, + + Ym ay, 


Nun ist, da die X, durch Relationen der Form 
Xe = dur Xy + Ane Xy + +» + Ane Xe 
verkniipft sind: 
hes. = Dj(ayy + +++ + Are) = Dik, 
woraus 
D; = * (C:0Y + Ci yy Hee HH Cir Yea H Ci 4 Urea 
Hieraus ergiebt sich, dass wir 


D D 
a: Ie D”? = D ete. 


AZ . 1 

*) Ist 1, so giebt es zwei invariante Gleichungen 1. 0O.: 7 =0 und 
1 

D=0. Diesen Fall schliessen wir im Texte aus. 
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setzen kénnen. Die g; sind Briiche, deren Zihler und Nenner ganze 
und lineare Functionen (mit constanten Coefficienten) von yy, y,-++ sind. 


19. Die Determinante A der Gruppe 


qzq::-x"qp xp + cyq 
hat den Werth 


1 0 0 te ee ee ae ae a 0 
0 1 0 See” Auewte wiadiele ita 0 
0 « 1 


0 gr (r — 1) at-? ses (F—1)---3-2-1 0 
£ cy (e—1)y, eee (C—r— 1) Y-1 (e — Y) Yr 








d. h. es ist, wenn wir einen nicht verschwindenden Factor wegwerfen, 
A= (ce — r) ¥. 
A verschwindet daher nur, wenn ¢ = ¢ ist. 
Ist e+ 1, so ist y, = 0 (ausser > = 0) die einzige invariante 


Differentialgleichung, deren Ordnung r nicht iibersteigt *). Die Grissen 
@, +--+ sind (Nummer 15) Functionen von «DD, --- und erfiillen 
iiberdies die Relationen 


4 ...20, 


or oo < of of ) 
ie 9 x Ga + ey re 1) OU 


Nun aber ist, wie man durch Ausfiihrung findet, indem man‘ un- 
wesentliche constante Factoren wegwirft, 


D=y, Di = Yr, Dy, = Yrte 
Also wird 


_ «Yr _ _9r+s2 
eG? ee 
c—r c—r 
Yr Y, 


Zuriick steht noch der Ausnahmefall ¢ =r. In diesem Falle ver- 

schwindet A identisch. Man findet, dass 

1 

_ 0, ¥- = Const.**), yp41= 0 

i 
die einzigen invarianten Differentialgleichungen sind, deren Ordnung 
ry + 1 nicht iibersteigt. Die Gréssen g, m, sind Functionen von 

Yrs YUrti, Yroo***y 


*) Auch jetzt soll der Fall r= 1 ausgeschlossen sein. 


**) Ist insbesondere r=c—1, so giebt es o!' invariante Differential- 
gleichungen 1, O, (siehe § 4). 
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bestimmt durch die Gleichung 


of ‘ _of 42 . 
Wet Gy gy T BMete Gy ly TSM ayy 
Daher wird 
Y, y 
= 4, P= te » P= a ete. - 
Yr44 Yp4-1 


20. Die Determinante A der Gruppe 


q tq+--a"'g p ap+ (ry+2")q 
hat den Werth 
A=r(r—1)---3-2-1 


und verschwindet somit weder identisch noch fiir specielle Werthe der 

Variabeln. Ausser - = () giebt es daher keine invariante Differential- 
1 

gleichung, deren Ordnung r nicht iibersteigt. Die Gréssen , g, sind 

bestimmt durch die Relation 


of of ‘ of aus 6s aa 
r(r—1)---3-2-1 dy, ~ Fen O%a1 2Yr4s OVp+2 sgh: 





und haben daher, wenn man zur Abkiirzung 
r(y—1)++- 3-2-1 
setzt, die Werthe 


y 20H, 


OY, Swy, 
Qi Yr1€ 5 Po = Yr+2e » Ps = YUr4se 


ete. 
21. Die Determinante der Gruppe 


qxq--+a"g yg p xp 
hat den Werth: 
LD = Ur Yr4t- 


Ks giebt daher drei invariante Differentialgleichungen, deren Ordnung 
kleiner als r + 2 ist, niimlich 
1 
+= 0, w%=0, yyi=0*). 
Die Gréssen g, p, ++ hiingen nur von ¥,, Yr4iYr42°°* ab und er- 
fiillen dabei die beiden Gleichungen 
Yr of af 


: 2 x ie wee 
ay, + Yrs O’nqs + Yr+s OV 43 + = 0 





0 ‘ 0 
Yr+i eae +2 Yr42 eer 4+ -+-=0. 


*) Der Fall + =1 ist im Texte ausgeschlossen. 
16* 
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Sie besitzen somit die Form 

Y, Ure __ IF Ints 

—) > 
Yr4 

22. Die Determinante A der Gruppe 


q@, “q,---2-1g, p, 2ap + (r — 1)yg, ap + (r — 1) ag 
besitzt (wenn wir von einem nicht verschwindenden constanten Factor 


>) = 


’ 


rt 


absehen) den Werth: y,?. Es giebt daher ausser - =( nur eine 


1 
invariante Gleichung, nimlich y, = 0*), deren Ordnung r + 1 nicht 
iibersteigt. Die Gréssen y,,--- sind Functionen von y, Yr4: - 
und erfiillen dabei die beiden Gleichungen : 


Bl=O+ 1) ye Gy +O +3) Mots Gye + OHO) Meee Gye FeO 





a ¢ ( 
(+N) yh F204 2) ets Bigy TBOT3) Ute Ge =O. 


Die Lésungen der letzten Gleichung sind 


Urs (1 + 1) oeYrgs — (7 + 2) yr = 
(r+1)?y-? rps —3 (+1) (7 +3) YrYrgs rte 2 (r+ 2) (+3) yng = Uy. 
Fiihrt man dieselben als Variabeln in Bf—O ein, so kommt die 
Gleichung 


(r+ i)y ZF 42074 3)ul 4 307 +3) u, 2F = 0 
1 


Y, ou 


mit den Liésungen 


‘¥, u 
r= 2(r-+3) 
1 
. 


ee Uy 
PP. = sr 
r+1 
Y, 


23. Die Determinante A der Gruppe 
qvq---2"qyq p cp xp + (r — 1) xyq 
hat den Werth 
A = welt + 2) yrs — (8 + 1) oe Yet] 
dabei ist vorausgesetzt, dass wir von einem constanten, nicht verschwin- 
denden Factor absehen. Es giebt daher ausser 2 =0 nur zwei 


71 
invariante Differentialgleichungen, deren Ordnung x + 2 nicht ‘iber- 





*) Der Fall + =1 soll im Texte ausgeschlossen sein. 

















Ueber Differentialgleichungen, die eine Gruppe gestatten. 245 


steigt. Die eine ist y,—0O*), die zweite kann auf die bemerkens- 


werthe Form 
1 7 
(89) =0 
Yr 
gebracht werden. 
Die Gréssen g, p,+-- unserer Gruppe sind Functionen von den 


gx der vorangehenden Gruppe. Ueberdies erfiillen. sie, der Trans- 
formation yq entsprechend, die Relation 


7] 
of + Ysa geh— + ++ = 05 
r+l1 r-+2 





of 
Ur OY, ao Yr4i oy 
daher kénnen wir, indem wir die Symbole uw, u,, « in derselben Be- 
deutung wie in der vorangehenden Nummer gebrauchen, den Grdéssen 
gx unserer Gruppe die folgenden Werthe beilegen: 


y= + » Po ——t ' 
U 
§ 4. 
Gruppen, die unendlich viele Differentialgleichungen 1. 0. invariant 
lassen. 


Wenn eine Gruppe wnendlich viele Differentialgleichungen 1. O. 
invariant liisst, so kann sie auf eine von den drei folgenden cano- 
nischen Kormen gebracht werden 


Pp | ot | 

q qd | | p | 
ap+yg| | | 

aptyq| | 9 “s 


Wir werden successiv diese drei canonischen Gruppen betrachten und 
ihre invarianten Differentialgleichungen bestimmen. 
24, Die Determinante A der Gruppe p gq xp + yq: 
100 
A=/0 1 0 

zy 0 
verschwindet identisch. Die invarianten Differentialgleichungen sind 
bestimmt durch die Relationen 


| ne ee 
ox —_ 0, oy ™ 0, Yo OY. + 2Y; Os + 3Y, Ou + 0. 


*) Der Fall r= 1 soll im Texte ausgeschlossen sein, 
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Daher sind 


y, = Const., y, = 0 
die einzigen invarianten Differentialgleichungen, deren Ordnung 2 
nicht iibersteigt. Die Gréssen y, p,--+~- haben die Werthe 


—i= "> P= Her y= = , 
25. Die Determinante A der Gruppe q xp + yq: 
0 1 
A = =—-—- FT 
ay 








verschwindet nicht identisch. Die Gerade x = 0 bleibt bei der Gruppe 
invariant. Die Gréssen g; sind bestimmt durch die Relationen 


a $f —y, $f — ay, F _ 
ay Or © Ga — Ye Dy, — 2% Gy, — 3% 


und haben daher die Werthe: 


i 


OU 7 


Pi = YX, Po=YsX?, Py = Ye? --- - 
25. Wenn endlich eine Differentialgleichung die einzige infini- 
tesimale Transformation p gestattet, so besitzt sie die Form 


FYYY2 * + * Ym) = 9. 
Hiermit kennen wir canonische Formen aller Differentialgleichungen 


zwischen 2 und y, die eine Gruppe von Transformationen zwischen x 
und y gestatten. 


§ 5. 
Reduction einer beliebigen Gruppe auf ihre canonische Form. 


Wenn eine beliebige Gruppe von Transformationen zwischen x 
und y vorgelegt ist, so lisst sich immer, wie wir zeigen werden, 
durch ausfiihrbare Operationen entscheiden, auf welche canonische 
Form sie gebracht werden kann. Ist diese Bestimmung geleistet, so 
verlangt die wirkliche Reduction der vorgelegten Gruppe auf ibre cano- 
nische Form in den meisten Fallen nur ausfiihrbare Operationen; aus- 
nahmsweise wird jedoch die Integration einer Gleichung 1. O. noth- 
wendig. 

Hieraus folgt, dass die Bestimmung der zu einer beliebigen Gruppe 
gehérigen invarianten Differentialgleichungen im ungiinstigsten Talle 
die Integration einer ‘Gleichung 1. O. verlangt. 

26. Wir zeigen in dieser Nummer, wie man durch ausfiihrbare 
Operationen entscheidet, auf welche canonische Form eine vorgelegte 
Gruppe gebracht werden kann. 
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Man bestimmt zuerst durch Determinantenbildung, ob es keine, 
eine, zwei oder unendlich viele invariante Differentialgleichungen 1. O. 
giebt. 

Existirt keine solche Gleichung 1. 0., so hat die Gruppe 5, 6 
oder acht unabhiingige infinitesimale Transformationen. In jedem von 
diesen drei Fallen giebt es nur eine entsprechende canonische Form, 
so dass eine weitere Discussion iiberfliissig wird. 

Giebt es zwei und nur zwei invariante Gleichungen 1. O., so fragt 
es sich zuniichst, ob A identisch verschwindet oder nicht. Verschwindet 
A nicht identisch, so hat die Gruppe 3, 4, 5 oder 6 unabhiingige 
infinitesimale Transformationen, und dabei ist die canonische orm 
vollstiindig bestimmt, wenn die Zahl der inf. Transformationen gleich 5 
oder 6 ist. Enthilt unsere Gruppe drei infinitesimale Transformationen 
B, f, B.f, B,f, so kann sie entweder die canonische Form p, g, xp+-cyq 
oder die canonische Form p-+-q, <p+yq, 2*p+ y’q erhalten. Diese 
beiden Fille lassen sich dadurch charakterisiren, dass die inf. Trans- 
formationen (B;B,) im ersten Falle eine zweigliedrige Untergruppe 
bestimmen, wihrend sie im letzten Falle eine dreigliedrige Gruppe, 
namlich die urspriingliche Gruppe liefern. Enthilt unsere Gruppe vier 
infipitesimale Transformationen, so kann sie entweder die canonische 
Form q yq p xp oder die Form q yq y*q p erhalten; diese Fiille 
lassen sich dadurch charakterisiren, dass die (B:B,) im ersten Falle 
eine zweigliedrige Untergruppe, im zweiten eine dreigliedrige Unter- 
gruppe liefern. Verschwindet A identisch, so kann die Gruppe ent- 
weder auf die canonische Form q, yq, oder auf die canonische form 
dq, ¥d, y’q gebracht werden. Die Zahl der unabhiingigen infini- 
tesimalen Transformationen entscheidet, welcher Fall vorliegt, 

Jetzt setzen wir voraus, dass eine vorgelegte Gruppe B,f--- B,f 
eine und nur eine Gleichung erster Ordnung 


of of 
Xs -- Sf ence ierihs 


invariant Jisst. Unter den infinitesimalen Transformationen i, B,-+---- 

+k, B, giebt es einige, etwa B,f, die eine Relation der Form 
BOF = ox(ay) Af 

erfiillen; denn es giebt ja jedenfalls r — 3 inf. Transformationen, die 

jede Integralcurve von Af=O invariant lassen. Wir haben also 

4 wesentlich verschiedene Méglichkeiten zu beriicksichtigen: a) Be- 

friedigt eine jede inf. Transformation B,f eine Relation der Form 
Bif = px(uy) Af, 

so kann die Gruppe entweder auf die canonische Form X,q--- X,q 

oder auf die Form X,q--- X,-q yq gebracht werden. Das erste tritt 

ein, wenn alle (B;B,)=0 sind. Die zweite Hypothese findet statt 
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wenn die (B;B,) uicht simmtlich verschwinden. b) Giebt es unter 
den s Ausdriicken B;f s-—1, etwa B,°f--+ Biif, die eine Relation 


Bi f = px(ay) Af 
erfiillen, so bilden die s— 1 Transformationen B,/ eine Untergruppe, 
die der Categorie (a) angehért. Verschwinden alle (B{® By), so hat 
die Gruppe B,f die canonische Form X,q ---X,q p+ eyq, wo é 
ohne Beschriinkung gleich Null gesetzt werden kann. Verschwinden 
die (B{ B®) nicht simmtlich, so ist X,q---X,q yq p die ge- 
suchte canonische Form. c) Giebt es s—2 Ausdriicke Bf, die 
eine Relation 
Bf = 9 - Af 

erfiillen, so bilden die Transformationen (B;B,) eine Untergruppe, 
die der Categorie (b) gehért. Eine zweite Untergruppe bilden alle 
BOf. Verschwinden die (B® BM) nicht simmtlich, so hat die 
Gruppe die cavonische Form g x2q---2’-!q yq p xp. Verschwinden 
dagegen alle (B;° B,°), so kann die Gruppe entweder die Form 
q xq:::a—' p xp+Kyq oder die Form qgvq---a’—'q p xp+ (ry+a")q 
erhalten. Um zwischen diesen beiden Méglichkeiten zu entscheiden, 
bildet man die Determinante A, Ist A ein nicht identisch yer- 
schwindender Differentialausdruck (s — 2)'*" Ordnung, so hat unsere 
Gruppe die canonische Form 


q tq--- ag p p+ Kyg 
K += ¢. 
Verschwindet A identisch, so hat die Gruppe ebenfalls die eben 
hingeschriebene Form, nur wit dem Unterschiede, dass K =r ist. 
Wenn endlich A eine nicht identisch verschwindende Function von «, 
y und y’ ist, so kaun unsere Gruppe die cauonische Form 
q zq::-a gq p ap+(ry+2) 4g 
erhalten. d) Giebt es s — 3 infinitesimale Transformationen B,, so 
sind vier verschiedene Fille méglich. Ist s = 3, so kann die Gruppe 
die canonische Form 
p cp+yq a*p+ 2xyq 
erhalten. Ist s = 4, so ist 
Yd p xp xp + xyq 


die gesuchte canonische Form. Ist s > 4 und ist dabei jedes 
(BO BY) = 0, so ist 


quq---a gp, 2xp+(r—I1)yqg, vp+(r— 1) ayy 
die gesuchte canonische Form. Sind dagegen die (B® By) nicht 
simmtlich Null, so kann unsere Gruppe die canonische Form 
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q-uq---%-'G, yd, p, cp, @p+(r— 1) ayg 
erhalten. 

Wenn endlich eine vorgelegte Gruppe unendlich viele Gleichungen 
erster Ordnung invariant lisst, so kann sie auf eine von den drei 
Formen 

q3 % P+cyg; pax pt+yy 
gebracht werdeu. Die Anzahl der unabhiingigen inf. Transformationen 
entscheidet, welcher Fall vorliegt. 

Also ist es uns wirklich gelungen, durch sehr einfache, immer 
ausfiihrbare Rechnungen zu entscheiden, welche canonische Form eine 
vorgelegte Gruppe besitzt. 

27. Hat man nach den soeben entwickelten Regeln die zu einer 
beliebig vorgelegten Gruppe gehérige canonische Form bestimmt, so 
stellt sich die Frage, wie die Ueberfiihrung auf diese Form wirklich 
geleistet wird. Ich gebe eine kurzgefasste Erledigung dieser Frage. 

Betrachten wir zuniichst ein einfaches Beispiel. Sei B,f---B,f 
die vorgelegte Gruppe und p,, q;, 2 P,, ¥,q, ihre canonische Form. 
Bilde ich dann die (B;B,), so erhalte ich eine zweigliedrige Unter- 
gruppe, die iiberdies in der viergliedrigen invariant ist. Sei B, B, 
diese Untergruppe. Ich bilde die Gleichungen 


(¢, B, + &B,, By) =k, (¢,B, + eB) 
(¢,B, + ¢, B,, By) =k, (¢, B, + Bz), 
in denen ¢,¢,k,k, Constante bezeichnen sollen. Das Verhiiltniss 


= wird bestimmt durch eine quadratische Gleichung, deren Wurzeln 


ich ohne Beschriinkung gleich 0 und oo setzen kann. Alsdann sind 
B, und B, die beiden einzigen invarianten Transformationen unserer 
Gruppe; sie entsprechen daher p, und qg,. Darnach wiihle ich B, und 
B, so, dass die folgenden Relationen bestehen: . 

(B, Bs) = B,, (B,B,)=0, (B,B,)= B,, (B,B;)=0, (B, By) =0. 


Setze ich sodann 


By='p+uqIi—PM, B,=&p+ md =) 

By ='p+aI=o1py, Be=Eptug—nun, 
so finde ich 
-t-2 arene 
Durch Einfiihrung der hiermit bestimmten Variabeln 2, y, erhiilt die 
vorgelegte Gruppe B;f ihre canonische Form. 

Als zweites Beispiel betrachte ich eine dreigliedrige Gruppe 

B,f Bf Bf, die auf die canonische Form q, 2, q, ¥,q, gebracht 
werden kann. Ich bilde die drei Ausdriicke (B;B,), die eine zwei- 


a 
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gliedrige Untergruppe, etwa B,°B,°, bilden. Dabei kann ich ohne 
Beschriinkung annehmen, dass B,°, B,° und B, unabhingige infini- 
tesimale Transformationen unserer Gruppe sind; durch Multiplication 
von B, mit einer zweckmiissigen Constante erreicht man, dass Rela- 
tionen der Form 
(B,°B,°) = 0, (B,°B;)= B,, (B,°B;) = B, 
bestehen. Sodann setze ich 
BY ='pt+nuqi=a 
BY = §.p + mga = 21% 
BY ='p+ad—nn, 
woraus durch Elimination von 4q, 
(S& — 28) p+ (m — 4%) q=0 
( —%8)P+s—*n)I=0 


und 
oe dds DB 
: i "1 
= gs Ns 
n= & nN 


folgt. Hiermit kennen wir eine Punkttransformation, vermége deren 
unsere Gruppe auf ihre canonische Form gebracht wird. 

In den beiden vorangehenden Beispielen hat die Reduction der 
vorgelegten Gruppe auf ihre canonische Form weder Quadraturen noch 
Integrationen von Differentialgleichungen, sondern nur Differentiationen 
und andere ausfiihrbare Operationen verlangt. 

Als drittes Beispiel betrachten wir eine dreigliedrige Gruppe 
B, B, B, mit der canonischen Form gq xq p. Wir bestimmen wie 
in der vorangehenden Nummer die invariante Gleichung 1. O.: 


Af=X <r +Y if und suchen darnach alle infinitesimalen Trans- 
formationen B°, die eine Relation der Form 

Bof = oxy) Af 
erfiillen, Wir wollen annehmen, dass B,f und B,f solche sind. Dann 


kann ich ohne Beschriinkung voraussetzen, dass die folgenden Rela- 
tionen bestehen: 


(B,B;)=0, (B,B;)=B,, (B, B,) = 0. 
Alsdann setze ich 
B=Eptnuqg=% 
B, = §p + 2d = % 4% 
By = &p + 139 = Pi 


woraus zunichst 
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a es | 
x Sage & uP 
hervorgeht. Die Grosse y, ist eine Lésuug der Gleichung 
7] 0 7) 
n if 0m & 4m 


und diese Gleichung gestattet die bekannte infinitesimale Transformation 
q, = §p + ,q; daher findet man ohne weiteres einen Integrabilitits- 
factor und fiir y, den Werth 


*Esdy— nda 
= “€103— Es 


Als viertes Beispiel betrachten wir eine zweigliedrige Gruppe 
B,B, mit der canonischen Form q,, 2p, -+ y,q,- Wir kénnen ohne 
Beschriinkung annehmen, dass (B, B,) = B, ist. Wir setzen 

By =X p+ Yia=q% 
B, = X,p+ Y.q= 2p, + %H- 
Dann ist x, eine Lésung der Gleichung 


Fy OHH BEAN Gh 


mit der bekannten infinitesimalen Transformation B,f. Also ist der 
Ausdruck 


w = (Xd9—%ide 
=| xX Y,—Y,x, 


eine Function von 2, und zwar, wie wir jetzt zeigen, gleich log 2,. 
Es ist nach meinen bekannten Formela 


(Q1%) =9, (4p, +H, %) = 2% 


das heisst 
x Ox, + Y. Oxy =? _ +. Y, om 2“ 
1 Oa ' Oy Pom ™ was 
woraus 
(X, ¥, — X, ¥,) 248" — — y, 
io ~ x,y) ome a X, 
und a 
si : * Xidy — he x 
81 = J XY — KY, 
folgt, wie behauptet wurde. — Zur Bestimmung von y, bilden wir 


die Gleichungen 
Q)=1, MATA) =% 
oder die fquivalenten 


Xt +¥, Mai, X, M4 y, Moy, 
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und hieraus die Relationen 


é 
(X, ¥, — X, Yj) = + Yiy, = X, 
7] 
(X, Y, — X, Y;) = — Xy,=—— X, 
vermége deren’ y, durch zwei successive Quadraturen bestimmt wird. 
Als fiinftes Beispiel betrachten wir eine zweigliedrige Gruppe 
B, B, mit der canouischen Form g,, y,q,. Dabei kénnen wir an- 
nehmen, dass (B, B,) = B, ist. Wir setzen 
B= Xp+Viq=—4 
B, = Xp + Yiq= yu, 
a ae 
a 
Die Grosse x, ist eine ganz beliebige Lésung der Gleichung 


af _ 
Xi5r +N jy = 


10a 


woraus 


deren Integration somit erforderlich ist. 
Sei jetzt iiberhaupt B,... B,, 
. 0 of 

Bf = Xi: af + ¥% eo 

eine beliebige vorgelegte Gruppe und C,... C,, 
1 f an &, OF oF 

Cif = §; On, + Ni OY, ? 
ihre canonische Form, die nach den Regeln der vorangehenden Num- 
mer bestimmt wird. Wir kénnen in jedem einzelnen Falle die B,f 
derart wiihlen, dass die r Gleichungen 

Bf=C,f, Bf=C,f,...Bf=Gf 
bestehen kénnen. Kénnen diese Relationen zwischen xy pq und 
X,Y; P, Y, hinsichtlich x, y, aufgelést werden, so ist hiermit die gesuchte 
Punkttransformation gefunden. Ist eine solche Auflésung unméglich 
so bildet man zuniichst die Ausdriicke 
Cia, City, 
die bekannte Functionen von x, und y, sind und setzt sodann 
dx CE 
Bix, ce X; = ote Y; 7) oa Cx, ? 
Le oo ae + 8,22 oo 
By, = X; Ox + ¥; oy = Cy,. 

Dies giebt 2r Differentialgleichungen 1. O. zwischen x, y, y und 2, 
die im Allgemeinen zur Bestimmung von 2, y, durch Quadratur ge- 
niigen. Nur wenn die canonische Form die eine von den drei 
folgenden ist 
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ist die Integration einer Differentialgleichung 1. O. nothwendig. 
Wenn eine beliebige Gruppe von Transformationen zwischen x und y 
vorgelegt ist, so entscheidet man suerst durch Differentiation, auf welche 
canonische Form sie gebracht werden kann. Ist dies geschehen, so ver- 
langt die Reduction auf diese canonische Form im Allgemeinen nur 
ausfiihrbare Operationen. Nur wenn die betreffende Form, eine von 
den folgenden ist, 
qs 9,99 9, 99,9°9, 
wird die Integration einer Gleichung 1. O. nothwendig. 


28. Sucht man alle bei einer beliebig vorgelegten Gruppe zwischen 
x und y invarianten Differentialgleichungen, so bringt man die Gruppe 
zuerst auf ihre canonische Form und stellt sodann ohne weiteres die 
betreffenden Differentialgleichungen auf. 

Dies giebt den folgenden Satz, der die wichtigsten Ergebnisse 
dieser Abhandlung resumirt. 

Ist eine ganz beliebige continuirliche Gruppe von Transformationen 
zwischen x und y vorgelegt, so findet man alle invarianten Differential- 
gleichungen ohne Integration von Differentialgleichungen, wenn die Gruppe 
mehr als drei infinitesimale Transformationen enthilt. Giebt es drei 
inf. Transformationen mit der canonischen Form q yq y*q oder zwei 
inf. Transformationen mit der canonischen Form q yq oder endlich nur 
eine inf. Transformation, so wird die Integration einer Gleichung 1. O. 
nothwendig. In allen anderen Fiillen geniigen Differentiationen und 
Quadraturen, 

In diesem Satze wird vorausgesetzt, dass nur die infinitesimalen 
Transformationen der vorgelegten Gruppe bekannt sind. Kennt man 
zugleich die endlichen Transformationen dieser Gruppe, so kann man 
immer, auch in den drei Ausnahmefillen, die zugehérigen invarianten 
Differentialgleichungen ohne Quadratur oder Integration angeben. 


Januar 1883. 


Abschnitt II. 


In dem vorhergehenden Abschnitt bestimmte ich die Form aller 
Gleichungen ’ 
f(@Y,Y2 +++ Ym) = 9, 
die eine continuirliche Gruppe von Transformationen gestatten. In 
diesem zweiten Abschnitt entwickele ich die allgemeine Integrations- . 
theorie aller derartigen (ileichungen, indem ich meine allgemeine 
Integrationstheorie von linearen partiellen Differentialgleichungen mit 
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bekannten infinitesimalen Transformationen fiir die betreffenden Bei- 
spiele im Detail durchfihre, 

Dieser Abschnitt zerfillt in mehrere Paragraphen, deren jeder 
sich an einen bestimmten Paragraphen der ersten Arbeit als Fortsetzung 
anschliesst. 


§ 1. 
Integrationstheorie von Differentialgleichungen mit bekannten 
infinitesimalen Transformationen der Form 
X(a)p + Y(y)a- 

In diesem Paragraphen integrire ich successive alle Differential- 
gleichungen 2‘ und hdherer Ordnung mit einer bekannten (Gruppe, 
deren infinitesimale Transformationen simmtlich die Form 

X(x)p + Yy)q 
besitzen. Es wird dabei vorausgesetzt, dass die betreffende Gruppe 
keine anderen Differentialgleichungen 1. O. als y’ = 0 und 2 == 0 in- 
variant lisst. 


1. Gestattet eine Differentialgleichung m'* Ordnung die Gruppe 


qd, y¥q so ist sie, wenn wir a w setzen, reducibel auf die Form 
1 
du a" u 
Q(x al “—)- 0. 


Man integrirt diese Gleichung (m — 2)" Ordnung und erhilt hierdurch 
eine Relation mit m — 2 Constanten 


Y. = Wf (ea, .. - dm-2); 
aus der durch wiederholte Integration 


(x)d 
a te ° 


gm dz el@ee 


hervorgeht. 


2. Gestattet eine Differentialgleichung m'* Ordnung die Gruppe 
P, 4 YQ, So ist sie, wenn wir 


ies -<=0 
1 


setzen, reducibel auf die Form 


m—3 
Q(uo dv See sib )= 0. 


du du” 
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Durch Integration dieser Gleichung (m—3)'* Ordnung erhilt man 
eine Relation mit m — 3 Constanten 


(1) f(% Ya, +++ ans) =9, 


die wir auch folgendermassen schreiben kénnen 


o(4 " (2 )a, ++ )=0 


Man erhiilt daher jedenfalls durch eine Quadratur eine Gleichung, 
Y. = y, F(a), die nach den Regeln der vorangehenden Nummer durch 
zwei Quadraturen integrirt wird. 

Nach der soeben angegebenen Methode verlangt die Integration 
einer Gleichung der Form 
(2) ws = F(%) 
drei und zwar drei successive Quadraturen. Ich entwickele jetzt in 
Uebereinstimmung mit meinen alten Integrationstheorien eine etwas 
andere Methode, die allerdings ebenfalls drei Quadraturen, nicht aber 
drei successive Quadraturen verlangt. Die Gleichung (2) ist iiquivalent 
mit der linearen ve Differentialgleichung 


Af=—4 L+y ty, # +P F {fT m0, 


welche die drei infinitesimalen Transformationen 
Bf=~#, B,f = ZL, Bf=y 7! Py s+ 


gestattet. Jetzt kann man in ewei Wiseun ein dreigliedriges voll- 
stiindiges System mit einer bekannten infinitesimalen Transformation 
bilden. Kinerseits gestattet nimlich das vollstiindige System 
Af=0, Bf=0, B,f=0 
die infinitesimale Transformation B,f und daher (Math. Ann. Bd. XI) 
hat die iiquivalente totale Differentialgleichung 
y;, F dy, — y, dy, = 0 


einen bekannten Integrabilitiitsfactor, niimlich A» Wo 


1% Y% WF 
i.2, & 9 
ath cn 0? an nt 
S=|o 10 0 y — oF 
Oy WH 


Dies liefert ein Integral von Af = 0 niimlich 


y, Fay, — m4 
(3) ¥ vt eye Pe = Const. 
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Anderseits aber gestattet das vollstindige System 

Af=0, Bf=—90, Bf—90 
die bekannte infinitesimale Transformation B,f und daher liefert meine 
alte Theorie auch das Integral 


f "(ye F — ye?) da + yodys — wd ye 


ee . 
iF — 3 == Const. 


von Af=0O. Aus den beiden hiermit gefundenen Integralgleichungen 
erhalt man durch Auflésung y, als Function von 2, und darnach durch 
eine neue Quadratur y als Function von z. 


3. Gestattet eine Differentialgleichung m'" Ordnung die Gruppe 
P, 7, £p+eyq, wobei die Constante ¢ von Null und 1 verschieden 
sein soll, so kann sie, indem wir 


¥: 
: he a | 7: © — 


c—1 c—1 


ve " 
setzen, auf die Form 


m—3 
Q (0, P. i aoe T) w= 
reducirt werden. Durch Integration dieser Gleichung (m—3)'*" Ord- 
nung erhilt man eine Relation mit m— 3 Constanten 
f(D, P.M +» Am—s) = O. 
Kommt in derselben g, nicht vor, so findet man durch Auflésung 
c—2 
Y¥, = K- ie 


und darnach y als Function von 2 durch zwei (unabhiingige) Quadraturen. 
Hat man dagegen zur Integration eine Gleichung der Form 


o-3 
Y= 9° ie =) =TT, 
9° 


so setzt man 


AY» cers 
Y= gy Boe 
woraus 
1 e—3 
dy - —1 Ww 4 
(4) a = yo-'y ar)-* 
yi -1 


Diese Gleichung 1. O, zwischen den Variabeln y, und y, gestattet die 
infinitesimale Transformation 


ae - 
(e—1)y, vf + (ec—2)y, i, 
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und daher ist 
1 i 1 
72 (C= 2)% — (C—1) mo 
(¢—1) 9, (C—2)% 
ein Integrabilitiitsfactor und somit 
dy, — Ody, 
(e—1)ye — (C—O 
ein Integral von (4). Nachdem hiermit eine Relation zwischen y, 


und y, erhalten ist, bestimmt man y als Function von 2 durch zwei 
(unabhiingige) Quadraturen. 








== Const. 


4. Gestattet eine Differentialgleichung m'** Ordnung die Gruppe 


pq Yq xp, so ist sie, wenn wir von der unmittelbar integrablen Glei- 
chung y” = 0 absehen, reducibel auf die Form 


q™—4 
Q (9192 eee 1 )—0, 


wo g, und g, die Werthe 


WYs ye mot 
y= Yt? Y= ” 





haben. Durch Integration dieser Gleichung (m— 4)‘ Ordnung erhiilt 
man eine Relation zwischen , y, und m — 4 Constanten: 


PP. =f(%,), 
wobei wir von dem einfachen Falle einer Relation o, — Const, ab- 
sehen. Es handelt sich also darum eine Gleichung der Form 
— Ye (14s 
Ms yw" ys" ) 
zu integriren. Wir setzen 
Ye Ys 
—_ = — = ts 
; "% " " . 
dann wird 
du _ W¥s— Ys __ 4, P2— M1 
do WYs — yo" gi —1 


ed — Po =f(+), 


sodass wir eine a 1, O. der Form 


qe = °F (}) 


integriren miissen. Dieselbe ist homogen in « und v*, und also ist 


*du—vFdv 
[aor == Const. 


Mathematische Anualen, XXXII. 17 
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eine Integralgleichung. Hiermit ist Alles reducirt auf die Integration 
einer Differentialgleichung dritter Ordnung der Form u = p(v) oder 


Ys — y (2). 

" ¥ ( "1 ) 
Dieselbe kann nach den Regeln der Nummer 2 erledigt werden. Es 
ist aber méglich einen anderen und einfacheren Weg zu gehen, wie 
ich jetzt in Uebereinstimmung mit meiner alten Integrationstheorie 
zeigen werde. 

Die vorgelegte Gleichung 
3 
y, = — f “e)= W 
ist pices mit der linearen partiellen aoe 
‘ a 
Af Loy, st + We Ge ou, + 3 5 f+ w of —o, 


welche vier bekannte infinitesimale Ahi: nimlich 
. é 77) 
B,f — f ’ BLf=; f 


a PN af +4 By; 


ofr of of « of 
Bf =x ee oy 24, Ou — BY Us 


gestattet. Dabei bilden einerseits die Gleichungen 
Af=0, Bf=0, Bf=0, Bf=—90 


ein vollstindiges System mit der bekannten infinitesimalen Transforma- 
tion B,f und dem entsprechenden Integrale 


*(Ys* — Yo W) dy, + (yi W— Yo Ys) Ye + (Ys2—WYs)Ys , 
Yo Ys — 2U1Ys° + WYe W , 


und anderseits bilden die Gleichungen 
Af=0, Bf=0, Bf=—0, Bf=—0 


ein vollstiindiges System mit der bekannten infinitesimalen Transforma- 
tion B,f und dem entsprechenden Integrale 


*(3ys°—2 42 W) dys + (yi W—3yeys) Say (2y2°— ¥iYs) Uys | 
Ys? Ys — 241Ys° + YiYe W 


Eliminirt man y, zwischen den beiden gefundenen Integralgleichungen, 
so erhiilt man eine Differentialgleichung zweiter Ordnung 


Y (Yo¥;) = 9, 


die durch zwei (unabhiingige) Quadraturen erledigt wird. 
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5. Gestattet eine Differentialgleichung m'*' Ordnung die Gruppe 
p+q, ep +yq, p+ y'*q, so ist sie, wenn wir 


a & an 
YP, = (@— 9) ¥2Y, . +2(y? +Y, ) 
a me 
PP. = (4—y)*?¥sy,—* + BQ, (y,3 +Y, *) — 6(y,+4.7") 
setzen, reducibel auf die Form 
Q (9.9. i oi) = 0. 


d 9" 





Wir integriren diese Differentialgleichung (m—3)' Ordnung und erhalten 
hierdurch eine Relation mit m—3 Constanten 


£(P1 Poa +++) = 0. 
Enthilt dieselbe nicht die Grésse g,, so integrirt man die betreffende 
Gleichung g, = Const., indem man nur die infinitesimalen Trans- 
formationen p + q und zp + yq beriicksichtigt. Dagegen ist es un- 
mdglich, eine Gleichung der Form 


9, = F(9,) 

allgemein zu integriren, wiihrend man sie allerdings auf eine Riccatische 
Gleichung erster Ordnung reduciren kann. Dies soll jetzt gezeigt 
werden. 

Als Variabeln wiihlen wir die Gréssen y, und g,. Es ist, wie 
eine einfache Rechnung zeigt: 

dy, —s (y, —2y,? — ay!) 

am o> — 12 


oder, wenn wir /y, = @ setzen, 





9g as _ __— BG, — 2s*—2 
ag, 3 j 
" Fo)— 7% — 12 


Ist D(y,p,) = Const. eine Integralgleichung der soeben gefundenen 
Riccatischen Gleichung, so findet man die beiden fehlenden Integral- 
gleichungen von my, = F'(g,), durch Differentiation. Setzen wir niimlich 


6 é 
Bf mat 5+ 8 Gy + 20—2)m gy, +1 Cv—42)9" +291] 39> 
so sind 


B(%) = Const. und B(B(®)) — Const. 


ebenfalls Integralgleichungen von gp, = F'(g,), und es geniigt daher 
nachzuweisen, dass die drei Gréssen @, BO und B(B(®)) unabhingige 
Functionen von zyy, und y, sind. Ks ist, da Bg, verschwindet: 

17* 
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Bo) = 2y—2) + 9 Fe 


B(B) = 4(y— 2), ay. oy, a) + 2(y? —2")y, ea 


und also sind die Gréssen ©, BO und B(B(®)) unabhingig hinsicht- 
lich yy, und g,, womit der Nachweis gefiihrt ist*). 

6. Gestattet eine Differentialgleichung m'*" Ordnung die Gruppe 
qd, ¥9, yg, 80 ist sie reducibel auf die Form 


m—3 
O(nw se... P") 0, 


dz da™— 
wo 
Ys 3 ys? 
a — — an 
Y 2 y;* 


gesetzt ist. Wir integriren die Gleichung (m—3)'*" Ordnung Q = 0 
und erhalten hierdurch eine Differentialgleichung 3. O. der Form 

D> . 2 on 

" 2 ye 7) 
die wir jetzt auf eine Riccatische Gleichung 1. O. reduciren werden. 
Setzen wir 


hems 
1 

so wird 

2. 

da " ye 

oder 

dz 
(5) Sm Lo + F(z). 


Ist W(ex) = Const. eine Integralgleichung dieser Riccatischen 
Gleichung, so findet man die beiden fehlenden Integralgleichungen von 
w = F(x) folgendermassen durch Differentiation. Setzen wir 


yr SF 4 ayy, Zo + ym +2y) Zo = BY, 





*) Die » Rastiniene des Textes liefern das einfachste Beispiel zu einem 
allgemeinen Theoreme in meiner Theorie der Transformationsgruppen. Gesetzt 
in der That, dass ein vollstiindiges System A,f=0...A,f=0 in den Variabeln 
a,...%,n—r inf. Transformationen B,f...B,_,f gestattet, und dass es nicht 
gelingt, ein Integral durch Differentiation zu bilden, Dann kann man ohne Be- 
schrinkung annehmen, dass die B;f eine Gruppe bilden, Sei diese Gruppe ein- 
fach, und sei Bf... Bof eine Untergruppe mit der grisstméglichen Zahl Para- 
meter. Dann bildet man das vollistiindige System 

A,f=0...A,f=0, B,f=0...Bf= 0. 


Gelingt es dasselbe zu integriren, so findet man immer die fehlenden Lisungen 
des Systems A;f=0 durch Differentiation. In dieser Arbeit setze ich diesen 
Satz, den ich im Uebrigen friiher in viel allgemeinerer Form aufgestellt habe, 
nicht als bekannt voraus. 





a oS Oa 
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so sind BW = Const. und B(B(W)) = Const. bekanutlich Integral- 
gleichungen von w= F(x); es geniigt daher nachzuweisen, dass 
W, BW und B(B(W)) unabhiingige Functionen von xyy, und y, 
sind. Es ist B(x) = 0 und 


B(W) = 2" Bem 2 Al > 








B(BW)) = 4 Sy? 4a" 7 yn, 


sodass W, BW und B(B(W)) wirklich seal yxy, und zg 
unabhingig sind. Hiermit ist die Integration von w= JI’(x) auf die- 
jenige der Riccatischen Gleichung (5) zuriickgefuthrt. 


7. Gestattet eine Differentialgleichung m‘*t Ordnung die Gruppe 
ayqdy'*qp, so ist sie reducibel auf die Form 
dw d™~ w 
Q(w: da ee wt) =0, 


wo wiederum 

% 38 wt 

" 2 uw 
gesetzt ist. Man integrirt die Gleichung (m — 3) Ordnung, die 
offenbar immer auf eine Gleichung (m— 4)‘ Orduung reducirbar ist. 


Die hierdurch gefundene Differentialgleichung 3. O. von der Form 

w = F(z) 
wird darnach nach den Regeln der letzten Nummer auf eine Riccatische 
Gleichung 1. O. zuriickgefiihrt. 


8. Gestattet eine Differentialgleichung m'' Ordnung die Gruppe 





Tydy' ap xp, 
so ist sie*) reducibel auf die Form | 
q™5 @ 
2(9, Po oe. . ‘Tem )= 0, 
wo 
w’ w” dw ” aw 
My Poe WO Ges Y — Gat 


gesetzt ist. Man integrirt die Gleichung (m—5)" Ordnung 2 = 0 
und findet hierdurch eine Differentialgleichung 


9, = f(%), 
die wir folgendermassen schreiben 





*) Wenn wir von der unmittelbar integrablen Gleichung: 24,y; — 3y2° = 0 
absehen. 
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” — 2¢ we : 
™ = f (=) s 
Diese Differentialgleichung gestattet zwei bekannte infinitesimale Trans- 


formationen 


of und « =— of of of 


Ou ~n" OU — 24, OY. 
die in den tbe z und w die Form 


of und a OF — 2w 
Ox Ox 


4 









—e)e 


at 
ow 
besitzen. Also ist 





‘w'dw —wf.dw x, 
J 30? — aw f Const. 
eine erste Integralgleichung. Hiernach findet man durch Auflésung 
und Quadratur eine Differentialgleichung der Form 


w= F(x), 
die nach den Regeln der Nummer 6 auf eine Riccatische Gleichung 
1. O. reducirt wird. 
Man kann im Uebrigen die Integration der Gleichung gy, = /(9,) 
in etwas anderer Weise durchfiihren, wie hier kurz angedeutet werden 
soll. In der That, setzt man 


um ff HH - 2, 


so wird 

du _ 4m, —2u®?—1 

do: ~~ 29,30, 
Ist diese Riccatische Gleichung integrirt, so findet man durch Differen- 
tiation zwei weitere Integralgleichungen der Gleichung o, = /(q,), 
die man darnach auf eine Differentialgleichung zweiter Ordnung mit 
den beiden infinitesimalen Transformationen p und xp reducirt. Durch 
zwei Quadraturen findet man daher endlich y als Function von z. 





9. Gestattet eine Differentialgleichung m'** Ordnung die Gruppe 


199 YO Pp xp xp, 
so ist sie, wenn wir von der integrablen Gleichung 2y,y, — 3y,2 = 0 
absehen, reducibel auf die Form 


a” » 
2( 9,9, i F7* =0, 
wo 

4ww” — 5w'? 
~= w : 
4w?w"’— 18ww' w+ 15w'§ 

et 

w? 
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und wie friiher 
Ys al i 3 Yo? , dw 


Cee ee ec 
gesetzt ist. Durch Integration der Gleichung (m—6) Ordnung 


Q = 0 erhilt man eine Relation der Form 
9. = f(%:), 

die eine Differentialgleichung 3. O. in den Variabeln x und w darstellt. 
Dieselbe gestattet drei bekannte infinitesimale Transformationen p, xp, 
x*p, die in den Variabeln xw die Form 

of a of of 

Qa? “Oe gw? © Ge — 4005 
besitzen. Zur Integration unserer Differentialgleichung 3. QO. fiihren 
wir die Gréssen 


— 2w é 


8 
“i 2 ’ g ai , 
u=w “w, g, = 4w-?w" — 5w-3w"? 
als neue Variabeln ein. Dann wird 


du Q1 — u*® 
(6) dg, sani 2 
Ist 

W (ug,) = Const. 
eine Integralgleichung dieser Riccatischen Gleichung 1, O., so findet 
man folgendermassen durch Differentiation die beiden fehleuden Integral- 
gleichungen von gp, = /(g,), aufgefasst als Differentialgleichung 3. O. 


in w und aw Setzen wir 
ner 7 7 ° é . ” , ra] 
Bfaat El _ daw 2h _ Caw +4w) 2h — (82w" + 10w') Af, 


so ist Bo, = 0 
1 
BW= 2 py e—42"y ? 
Ou Ow 
1 
~ 23 aw 
ou’ 
und da die Gréssen W, BW und BBW hinsichtlich u m, x und w 


unabhiingig sind, so findet man durch Elimination von w und g, 
zwischen den drei Gleichungen 


BBW =16 Lad w-' — 820 


(7) W =Const., BW = UConst., BBW = Const. 
die Grésse w bestimmt als Function von a: 
w= F(z). 


Diese Gleichung ist nun selbst eine Differentialgleichung 3. O. in y 
und a, die nach’ den Regeln der Nummer 6 vermége einer Riccatischen 
1, O. integrirt wird. 
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Hiermit ist die Gleichung sechster Ordnung gp, = f(p,) vermidge 
eweier Riccatischer Gleichungen 1. OQ. integrirt. Dabei ist indess zu 
bemerken, dass wir erst nach der Integration der ersten Hiilfsgleichung 
(6) die zweite Hiilfsgleichung 1. O. aufstellen konnten. Es ist aber 
nicht schwierig einzusehen, dass man die Integration von m, = /(9,) 
auf die Integration zweier von einander unabhdngiger Riccatischer 
Gleichungen 1. QO. zuriickfiihren kann. Man bemerke in der That nur, 
dass die beiden Gruppen q, yg, y?q und p xp 2’p vollstiindig gleich- 
berechtigt sind. Vertauscht man daher im Vorangehenden die Gréssen 
x und y, so erhilt man eine mit (6) analoge Riccatische Gleichung, 
deren Integration ebenfalls drei Integralgleichungen 

W, = Const., CW, = Const., CCW, = Const. 
von g, =/(q,) liefert. Dabei ist es einleuchtend, dass diese drei 
neuen Integralgleichungen von den drei friiheren (7) unabhiingig sind. 
Und also ist wirklich die Gleichung sechster Ordnung y, = f(g,) auf 
zwei unabhiingige Riccatische Gleichungen 1. O. zuriickgefiihrt. 


§ 2. 


Integration von Differentialgleichungen mit bekannten infinitesimalen 
Transformationen der Form 
X(x)p + Y¥(wy)q- 

In diesem Paragraphen entwickeln wir die Integrationstheorie aller 
Differentialgleichungen von zweiter und héherer Ordnung mit einer 
bekannten Gruppe, deren simmtliche infinitesimale Transformationen 
die Form X(x)p + (xy)q besitzen. Dabei wird ausdriicklich voraus- 
gesetzt, dass die betreffende Gruppe keine andere Differentialgleichung 
erster Ordnung als 7 = (0 invariant liisst. 


Gestattet eine Differentialgleichung m'* Ordnung die Gruppe 
Pp, ep+yq, «p+ 2xyq, so ist sie, wenn wir 
29Y2— YW =, YYs = % 
setzen, reducibel auf die Form 


3 
2(9.9. on )= 0. 
Man integrirt diese Gleichung (m—3). O. und erhilt hierdurch eine 
Differentialgleichung 3. O.: 
P2 = f(%1), 
die wir jetzt auf eine Riccatische Gleichung 1. O. reduciren werden. 
Wir fiihren neue Variable ein, niimlich y, und g,; dann wird 


ay Wt, 
dg, 4 Qe 
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Sei W(y,9,) = Const. eine Integralgleichung der soeben erhaltenen 
Riccatischen Gleichung und sei 


Bf= ae OF iy 2any of f+ 2y ae + (2y,—22y2) fe, 
so wird 


BW= 2 oT oy 
pam 





ow 
| BBW = Yay? 
und, da die Gréssen W, BW he BB W offenbar unabhingig sind, 
so geben die Integralgleichungen 
W = Const., BW = Const.,. BBW = Const. 


durch Elimination von y, und g, die Bestimmung von y als Function 
von 2. 





11. Gestattet eine Differentialgleichung m'*" Ordnung die Gruppe 


Yd, DP, Zp, wp+ xyq 
so ist sie, wenn wir von der unmittelbar integrablen Gleichung y, =0 
absehen, reducibel auf die Form 


iin 
2(9,9.--° de ar = 0 


wo g, und g, die Werthe 


1 1 


wl — 


od 
2 


PA=H H “Yt 3y “Hy 

P2 = SY Yo? Hy — AY Ye? Ys" 
haben. Wir integriren die Gleichung (m— 4)" Ordnung Q = 0, und 
erhalten hierdurch eine Relation 

P2 =f (9) 

das heisst eine Differentialgleichung vierter Ordnung, die unsere Gruppe 
gestattet. Dieselbe soll jetzt auf eine Riccatische Gleichung 1. O. 
reducirt werden. Wir fiihren g, und 


u = (yy—* y2) 
als neue Variabeln ein. Dann wird 
du Ug, — 2— 2? 
dg, 








2 1 " 
ome cai a 2 
3 7 +6 


Ist W(ug,) eine Integralgleichung der gefundenen Riccatischen Glei- 
chung, so setzen wir 


Bf=x of 4. ay oF fy (y—ay,) 5 fe —3ay, 2 Sao — OX Ys +392) 3 je 
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und bilden die Ausdriicke 
BW=—- —=— ve YY 


BBW =u. a (a2 Ow) vty? +o ™ (yty,-? —20yy-), 


die offenbar von einander und von W unabhiingig sind. Daher erhilt 
man durch Elimination von u und g, zwischen den Gleichungen 


W = Const., BW =Const., BBW = Const. 
eine Relation der Form 


yy,—* wr F(z), 
woraus als definitive Integralgleichung 
dz 
ol 
hervorgeht. 
Man kann im Uebrigen die Integration der Gleichung g,—/(9,) 
in etwas anderer Weise durchfiihren, wie ich hier kurz angeben werde. 
Bringt man in der That die vorgelegte Gruppe auf die Form 


Bif=p, Bf=22p+yq, Bf=2'p+ xyq 
Bf “=, 
so bilden B,f B,f B,f eine dreigliedrige Untergruppe und dabei be- 
stehen die Relationen 
(B,B,)=0, (B,B,)=0, (BB) =0 
(die, wie ich beiliufig bemerke, aussagen, dass B, B, B, eine invariante 
Untergruppe bilden). Bringe ich daher die Gleichung », = f(g,) auf 
die Form 
Ys = E(x yy, ¥24s) 
und ersetze sie darnach durch die lineare partielle ce alana 


Af = $f + BF tn SE + yy GE +F = 0, 
so bilden die Gleichungen 
Bf=0, Bf=0, Bf=0, Bf=—0 

ein vollstindiges System mit der bekannten infinitesimalen Trans- 
formation B,f. Das entsprechende Integral, das man ohne weiteres 
aufstellen kann, liefert eine Differentialgleichung 3. O. mit der be- 
kannten Gruppe p, 2ap + yq, z*p + xyq. Sie wird nach den Regeln 
der vorangehenden Nummer auf eine Riccatische Gleichung 1. O. 
reducirt. 


13. Gestattet eine Differentialgleichung m'* Ordnung die Gruppe 
X54; X.q a Xq, 
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so ist sie reducibel auf die Form 


aD a™"D 
o(cp42...£ 72 =), 
wo 
— : — 
X,X,’ x = D 
YW ttt Ur 


gesetzt ist. Durch Integration der Gleichung (m—r)'* Ordnung Q=0 
erhailt man eine Relation 

D = F(z) 
das heisst eine lineare Differentialgleichung r‘* Ordnung, die bekannt- 
lich nach Lagranges oder Cauchys Regeln integrirt werden kann, indem 
das allgemeine Integral von D =—.0 bekannt und gleich Ye; X; ist. 

Ist die vorgelegte Gleichung m'* Ordnung linear, so ist auch 
Q=0 linear. Der bekannte Satz, dass eine lineare Gleichung m'* 
Ordnung mit r bekannten Particularintegralen sich auf eine lineare 
Gleichung (m— r)" Ordnung reduciren lisst, ist somit ein sehr 
specieller Fall unserer soeben entwickelten Theorie. 

Auch die oben besprochene Reduction der Gleichung D = F(z) 
auf die einfachere Gleichung D = 0 fliesst als sehr specielles Corollar 
aus meinen alten Integrationstheorien. Ich werde diesen Zusammen- 
hang in zwei etwas von einander verschiedenen Weisen begriinden. 
Sei die Gleichung D = F(x) auf die Form 

Y= V 
oder die aiquivalente Form 


Af=fl ty, 2 4...44 52 =o 


gebracht. Diese lineare ah Differentialgleichung gestattet r be- 
kannte infinitesimale Transformationen: 


0 
Bef = Xi gy + Xi Gy te + MIG, 
(i=1,2---7) 
die paarweise in der Beziehung 
(B,B,) = 0 
stehen. Also bilden die Gleichungen 
Af =0 By f=0 Buf =90 Buys f=0--- Bf=—O0 


ein vollstiindiges System mit der bekannten infinitesimalen Trans- 
formation B,f; und daher findet man die entsprechende Lésung W, 
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durch Quadratur. In dieser Weise findet man r unabhingige Lésungen 
von Af =O, deren Integration hiermit geleistet ist. 

Die hiermit ausgefiihrte, principiell einfache Integration von 
D = F(a) ist insofern unvollkommen, als sie nicht die explicite 
Form der Grosse y als Function von 2 liefert. Daher fiige ich die 
folgenden Bemerkungen hinzu, Setze ich 


X,X\ +--+ X-» 


Cara So 
p TE are ” 


so kann die Gleichung D + F(#)=0 nach dem Vorangehenden auf 
die Form 


one + 9(e) Dr + fle) = 0 


gebracht werden. Ordnen wir die letzte Gleichung nach den Gréssen 
yi, so kommt 


(X, X,'- + XI) {ye + yah +++ +f) = 0 
und anderseits erhailt D+ F(x) durch Entwickelung, wenn wir zur 
Abkiirzung 


(X,X,'--- Xr) =—A 
setzen, die Form: 
dA 
A-u+ da Yat: + Fe). 
Durch Vergleichung findet man daher die folgenden Werthe von p(x) 
und f(x): 
dlog A 4, 
p(x) _— ae ? f(x) _— wy F(x), 
wo 
(X,X,--- X5%) =A, 
gesetzt ist, Also kann D + F(x) =0 die Form 
aD, , dlogd 4, 
ae tae Dr + ZF =O 
erhalten und durch Integration kommt 


D, = — 5 [orwas. 


Analoge Ueberlegungen geben uns die r Formeln 





wm 5 JOaF@ dz, (im1---1), 


und da die r Gréssen D, linear und homogen in den Gréssen yy, . .. Yr—1 
sind, so findet man durch Auflésung die bekannte Form der Grosse y. 
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Man sieht leicht, dass diese beiden Integrationstheorien der Glei- 
chung D + F(x) = 0 im Wesentlichen identisch sind. 
13. Gestattet eine Differentialgleichung m‘* Ordnung die Gruppe 


Xiq:+:Xq yg, 
so ist sie reducibel auf die Form 


dlog D a™~ log D ) 
Q(« dz ray 3 da”™-* =0, 





wo D dieselbe Determinante wie in der vorangehenden Nummer be- 
zeichnet. Durch Integration dieser Gleichung (m—»r— 1) Ordnung 
erhilt man eine Relation 

d log D 


ae ew) 


und durch Quadratur die lineare Gleichung 
ten ef Fae 


die nach den Regeln der vorangehenden Nummer integrirt wird. 


14, Gestattet eine Differentialgleichung m'* Ordnung eine Gruppe 
von der Form 
X,q--- X+q, p, 
so ist sie reducibel auf die Form 


do <=?) 
Q(> 42... da”™-" = () 





wo @ eine lineare und homogene Function mit constanten Coefficienten 
von ¥¥,...¥Y, darstellt : 

P= CY + OY, bess + Yr. 
Man integrirt Q = 0, die als eine Gleichung (m—r—1)' Ordnung 
zu betrachten ist. Hierdurch findet man eine Differentialgleichung 
rer Ordnung der Form 


cyt+-+-+ 64, = F(x), 


die in der bekannten Weise integrirt wird. 


15. Gestattet eine Differentialgleichung m'* Ordnung die Gruppe 


X,q---X-@ yq Pp, 
so ist sie reducibel auf die Form 


q™-r-2 
2(9, > eli <—) = 0; 





@, und , haben die Werthe 
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dy Bo 
— 22 — 22 
Q; 9 G2 9 


wo @ wie soeben eine ganze und homogene Function mit constanten 
Coefficienten von yy, ...y, bezeichnet. 
Durch Integration der Gleichung (m—r— 2) Ordnung 2 = 0 
kommt eine Relation 
P. = £(9:) 


oder 
1 


Qp aa 








oder endlich 





ores Sorta Pile 


Diese Differentialgleichung aweiter Ordnung erledigt man durch zwei 
Quadraturen, und erhiilt so eine ‘“Gleichung 

p = F() 
die in der bekannten Weise integiirt wird. 


16. Gestattet eine Gleichung m‘*" Ordnung die Gruppe 


quq:--x"g, p, ep+cyg, cr, 
so ist sie reducibel auf die Form 











q™--2 %s 
2(9, do" = 0, 
wo 
Yr Yr+2 
eee a ee = Di 
Y, c—r Y, c—r 


Durch Integration der Gleichung (m—r —2)'" Ordnung Q = 0 erhiilt 


man eine Relation 
c—r—2 


“fet Fae 
Yrp1 ot = Y f(), 





die eine siainbiibai 1.0. in den Variabeln y, und y,4; dar- 
stellt. Diese Gleichung gestattet die infinitesimale Transformation 


Je TV ay to tae gy + CHD ay 


und also giebt eine Quadratur eine Bestimmung von y,4; als Function 
von y,. Darnach giebt eine zweite Quadratur y, als Function von x 
und endlich findet man vermége r neuer Quadraturen y als Function 
von 2. 


17, Gestattet eine Gleichung m'* Ordnung die Gruppe 
quq...2° "gp ep+ryq, 





i 


r- 
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so ist sie, wenn wir von den integrabeln Gleichungen y,,, = 0, 
y, = Const. absehen, reducibel auf die Form 


q™-—? 
2(9, P.°°* £4) =0, 


y 
A=W Mea 


Vy 


Durch Integration der Gleichung (m—r—2)" Ordnung Q = 0 erhiilt 
man eine Relation 


: Yroe = Yr4i f(Yr) 
oder 
dy,. 
“ —— Yr+if (Yr) 
woraus 
YH = elf (¥) ~~ 
und 


x — fay, oo LE Me) ae 


Hierdurch ist y, bestimmt als Function von x und daher findet man 
y durch r weitere Quadraturen. 
18. Gestattet eine Differentialgleichung m'e' Ordnung die Gruppe 
quq-:: a "q p xp + (ry+2")q, 
so hat sie die Form 


ym-r—2 
Q (9, —** ot) = 0, 


2 
9%, = Ure”, Py =Yr2e” 


A 1+ 2-+-(r—I)r. 


w 
Durch Integration der Gleichung (m— r —2)'* Orduung Q = 0 erhiilt 
man eine Relation m, = f(,) oder 


d 
+ eer f (Yrs eer), 


Yrtt dy, 


das heisst eine Differentialgleichung 1. O. zwischen y, und y,4, mit 
der bekannten infinitesimalen ‘Transformation 


Et Ort Mt +S ie 


Daher bestimmt man zuerst y,,, als Function von y, durch eine 
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Quadratur, darnach y, als Function von x durch eine zweite Quadratur 
und schliesslich y als Function von x vermége 7 Quadraturen. 
19. Gestattet eine Differentialgleichung m' Ordnung die Gruppe 


q tq: yg p xp, 
so hat sie, wenn wir von den beiden integrabeln Gleichungen y, = 0, 
Yr41 = 9 absehen, die Form 


q™—r-3 : 
2( 9,92: : ) = 0, 


Fo nie 
wo 
Yr Yr+e vy, 
9, = =e 1 n= oe ‘ 
Yp41 Yrt 


Durch Integration der Gleichung (m—r—3)'*" Ordnung Q = 0 erhiilt 


man eine Relation g, = /(g,), das heisst eine Differentialgleichung 
2. O. in y, und Y41: 


Y++8 BY pt9 Yet Yr Yr+o d aY,44 
— f Yr = 


or ne i GE dy, 











mit zwei bekannten infinitesimalen Transformationen 





r) F) 
Yr ie und Yr+i ae 
Hier fiihren wir 
H = log Yi, § = log y, 


als neue Variabeln ein, dann wird 


Yr Yr+e ayn dn 
as il ane Se 
Yr4a 


~ @R? —Ft? 4h 
sodass die Gleichung », = f(g,) die Form annimmt: 
Pn _ ul 
_— Cr 


Daher geben zwei Quadraturen 9 als Function von &, das heisst y+. 
als Function von y,. Kine neue Quadratur giebt y, als Function von 
a, wonach y durch x Quadraturen als Function von zx bestimmt wird. 





20. Gestattet eine Differentialgleichung m' Ordnung die Gruppe 
q aq:-- ag p 2ap + (r—1) yg ap + (r—l)ayg 


so ist sie, wenn wir von der unmittelbar integrabeln Gleichung y, = 0 
absehen, reducibel auf die Form 








vs «(6Cr 


+1 
on 
rd. 


pe 








Ueber Differentialgleichungen, die eine Gruppe gestatten, 273 





yn—r—-3 
Q (0, i Lace = 0 
wo g, und g, die Werthe 


—2(r+3) 2 (r+3) 


+: hae Yr ri ((r + 1) ¥- 442 — (r + 2) v4) = ¥, r+ e 
—Set9) 
P» ets Yr ~ Uy, = 


—3(r+3) 
te FE (1)? y? Yoga — BPEL) 3) erga Yess t 242) (r+3) yn) 


haben. Durch Integration der Gleichung (m — r — 3) Ordnung 
Q=0 erhiilt man eine Relation g,—/(,), die nicht allgemein 
integrabel ist, wihrend sie, wie jetzt gezeigt werden soll, immer auf 
eine Riccatische Gleichung 1. O. reducirt werden kann. Wir wihlen - 
gy, und 
a 
0=Y, ” Yr+t 


als neue Variabeln. Dann wird 


do ait p +H, 
dg G2 f(%:) 





Ist W(vm,) = Gonst. eine Integralgleichung dieser Riccatischen 
Gleichung, so findet man zwei weitere Integralgleichungen von 
9, = /(9,) durch Differentiation. In der That setzt man 


Bh= (r+ iam + (+8) aye + 6 +1) wd oof 
r r+l 
+ [+ 5) eur + 207 +2) wera] gon, 
; r+2 
so ist Bo, =O, wihrend die Ausdriicke 


BW= “tty, 


BBW = £f rt ity? + rt ly cy, 








von W unabhiingig sind. Daher sind die Relationen W — Const., 
BW = Const., BBW = Const. unabhiingige Integralgleichungen 
von , = f(g,). Und daher erhiilt man durch Elimination von y,414,+2 
und y,_3 eine Differentialgleichung der Form 


y, = F(a) 


(mit der bekannten Gruppe q x7q---a"-'g) und sehliesslich geben 
yr Quadraturen die Bestimmung von y als Function.von z. 


Mathematische Annalen. XXXII. 18 
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21. Gestattet eine Differentialgleichung m'** Ordnung die Gruppe 


q “q-:-a'g p, ap yg ap + (r — 1) yg 
so ist sie, wenn wir von den unmittelbar integrabeln Gleichungen 


yr = 0, & = 0 


absehen, reducibel auf die Form 





wo 
a2 
=u ~%, Q=UU, 

wihrend w, «u, und «, dieselben Werthe wie in der vorangehenden 
Nummer (siehe auch Abschn. I, Nummer 23) haben. Durch Inte- 
gration der Gleichung (m — r — 4)" Ordnung 2 =0 erhilt man 
eine Differentialgleichung (r — 4)" Ordnung gp, = /(g,), die aller- 
dings nicht allgemein integrabel ist, wihrend sie immer, wie jetzt 
gezeigt werden soll, auf eine Riccatische Differentialgleichung 1. O. 
reducirt werden kann. Um dies nachzuweisen betrachten wir y, —/(9,) 
als eine Differentialgleichung vierter Ordnung zwischen y, und x. In 
diesen Variabeln erhalten die bekannten inf. Transformationen p, «xp, 
yq, @p+(r—1)azyq die Formen 


of of ede 


oa’ ? ox’ Yr oy, ’ ° ox” (r+ 1) zy, of “ 


oY, 





Setzen wir 
1 


"> ihc ’ 

so erhalten wir eine Differentialyleichung vierter Ordnung zwischen 4 
und x mit den vier bekannten infinitesimalen Transformationen 

of of of 2 of of 

ja’ *ja’ * an’ u Ga + 4% an 
Daher findet man nach den Regeln der Nummer 11 vermdge einer 
Riecatischen Gleichung 1. O. die Grisse y bestimmt als Function 
von £ 

1 
y=y "= F(z), 
woraus 
y= F(a2)-@+; 


hiernach geniigen + Quadraturen zur Bestimmung von y als Function 
von &. 
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§ 3. 
Integration von Differentialgleichungen mit bekannten infinitesimalen 
Transformationen der Form X(ay)p + Y(ay) q. 


In diesem Paragraphen integrire ich alle Differentialgleichungen 
mit einer bekannten fiinfgliedrigen, sechsgliedrigen oder achtgliedrigen 
Gruppe; dabei wird ausdriicklich vorausgesetzt, dass die betreffende 
Gruppe keine Curvenschaar g(xy) =a invariant liisst und dass sie 
daher in Uebereinstimmung mit meinen alten Untersuchungen auf die 
Form einer projectiven Gruppe gebracht worden ist. Ich sehe ab von 
den unmittelbar integrabeln Gleichungen 


Y¥.=0, 5y,? —3y.y, = 0, 
9y?y,; — 45y.43y, + 40y,5 = O, 


unter denen die erste alle gerade Linien, die zweite alle Parabeln, die 
dritte alle Kegelschnitte der Ebene xy bestimmt. 

22. Gestattet eine Differentialgleichung, deren Ordnungszahl m 
grésser als 2 ist, die Gruppe 


Pq «xq cp— Yd YP, 
so besitzt sie die Form 


dq d"— » 
Q( * ee are om) 0 
P P» dq, dg," 
wo 
a4 8 
Pi = Yo ” Or, P2=Y2*0s 
und 


@ = 3424, — 5y,%, 0; = 3y,2% — ldYeysyy + Oy. 
Man integrirt die Gleichung (m — 5)’ Ordnung Q==0 und erhiilt 
hierdurch eine Relation 
9, = F(H,) 
das heisst eine Differentialgleichung*) fiinfter Ordnung, die wir jetzt 
auf eine Riccatische Gleichung 1. O. reduciren werden. 
Wir fiihren neve Variabeln ein, niimlich gm, und 


| > 


U= Yo Ys 3 
dann wird, wie man leicht findet 


oO) BPR gt: DEE, 


dq, 3 — 4 4 Po 


Yo 03 


*) Wir sehen im Texte ab von der unmittelbar integrablen Gleichung 
p, = Const. 


18* 
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oder 
du 1 #@+u . 
dy, 8 F(q) 
Ist 
W (ug,) = Const. 


eine Integralgleichung dieser Riccatischen Gleichung, so findet man 
folgendermassen zwei neue Integralgleichungen ven gy, = F(q,) 
durch Differentiation. Man setzt 


” of 2, 0 
Bf=y $f —y; — 3919 ie — 49s + 392") 7. 


0 
— 59% + 109, Ys) ff 


dann ist 
2 
Bg, =90, Bu=— 3y,° 
und 
9 OW 3s 
B W=— at 3 Ou Yo 
4 2 
. ew ~~ aw 
BBW = 94," Fa + 6%! Ga? 
sodass 


W = Const... BW = Const., BBW = Const. 


drei unabhingige Integralgleichungen von g, = F(g,) darstellen. 
Eliminirt man zwischen ihnen die Gréssen y,, y, und y,, so erhiilt 
man eine Differentialgleichung zwischen y, und y,, die durch zwei 
Quadraturen erledigt wird. 

23. Gestattet eine Differentialgleichung m'* Ordnung (m > 4) 
die Gruppe 


ue Pq 4 Y4 xp yp, 
so besitzt sie die Form 


dq. ells Pe ) ahs 
Q (9,9. dg, tts dg,"—* == 0 


wo 
: 


Pi = 02 * 03, P2= 020, 
und 
0, = 3y.y, — 5y,*, 
“ 40. 
03 = 324s — 15924344 + > Ys") 


6 35 
0, = 3y.° yg — 214.7 4,45 + 354.4374, — - 


3) Ys". 
Wir integriren zuerst die Gleichung (m — 6)" Ordnung Q = 0, und 
erhalten hierdurch eine Relation mit m — 6 Constanten*) 


*) Wir betrachten im Texte nicht die unmittelbar integrable Gleichung 
@, = Const. 
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. =F (y,) oder ys = Wy, +--+), 

die selbst eine Differentialgleichung sechster Ordnung darstellt. Wir 
reduciren dieselbe durch Quadratur auf eine Gleichung fiinfter Ord- 
nung, die nach den Regeln der letzten Nummer vermiége einer 
Riceatischen Gleichung 1. O. erledigt werden kann. 

Die bekannte sechsgliedrige Gruppe enthilt nimlich die invariante 
fiinfgliedrige Untergruppe 

Pq «q ~p—Yq yp. 

Daher bildet die mit der vorgelegten Gleichung y, = W iquivalente 
lineare partielle Differentialgleichung 


4f—foty set. ty H+ wee 
zusammen mit den fiinf Gleichungen 


Bf = + of 0, B,f= ff mo, Bf = 2 $f re 


_ 
Bf = 2 ~f — Yj 2y, $f — ...— by, fF = 
Bef = y $b —y3 Zt - see) 


ein vollstindiges System mit der bekannten infinitesimalen Trans- 
formation 
Bf =« 2 Lip y — 9: Fy te - sens — 4y, $f. 
Daher liefern meine dik eA aah eine Quadratur ein Integral 
U(xy «++ y,) = Const. 

des vollstindigen Systems. Nun aber ist U = Const. eine Differential- 
gleichung fiinfter Ordnung, welche die Gruppe p g xq xp—yq yp 
gestattet, und welche somit nach den Regeln der vorangehenden 
Nummer vermége einer Riccatischen Gleichung 1. O. integrirt wird. 

Um die hiermit scizzirten Rechnungen in einfachster Weise durch- 
zufiihren, ist es zweckmiissig, folgendermassen zu verfahren. Wir 
fiihren in gy, = F'(g,) neue Variabeln ein, niimlich 


8 
= *@=3% *%—5y *y,? 
40 
a, = ¥,-*9, = 3y.-*y, — 15y.-* ys yy + - Yo * Ys” 


Dann wird 


oa 


3 


alo 


od 5 
Yee — z a,” ue bad Bas - a 


day 
“d a 





we Qe 
und 
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3 3 


woraus 


Die hiermit gefundene Differentialgleichung 1. O. zwischen a, und a, 
gestattet die infinitesimale Transformation 


3! Oa, > Oa, 
und wird daher durch eine Quadratur integrirt. Die hervorgehende 
Relation zwischen a, und a, ist eine Differentialgleichung fiinfter 
Ordnung, die nach den Regeln der vorangehenden Nummer vermége 
einer Riccatischen Gleichung 1. O. erledigt wird. 
24. Gestattet eine Differentialgleichung m'* Ordnung (m > 5) 
die allgemeine projective Gruppe 


P,Q, 2, Yd, Tp, yp, Vp+axyq, cyp+ y*¢q 


so ist sie, wenn wir die Symbole gj, 6, ®, und ®, in derselben Be- 
deutung wie in Nummer 3 des ersten Abschnittes brauchen, reducibel 


auf die Form 
d® a" 
2 (0,0, 4%... 4 ). 
a2 ad, do-* 


of I EE a ee A 
jn t=, = a — 2a 





Durch Integration dieser Gleichung (m — 8)" Ordnung erhalten wir 
eine Differentialgleichung achter Ordnung 
o, = F(,), 
die wir jetzt in Uebereiustimmung mit meinen alten allgemeinen Inte- 
grationstheorien auf eine Gleichung zweiter Ordnung*) reduciren werden. 
Da nimlich die allgemeine achtgliedrige projective Gruppe sechsglicdrige 
Untergruppen (dagegen keine siebengliedrige Untergruppe) enthiilt, so 
ist es nach mir méglich, zwei*) Integralgleichungen von ©, = F'(®,) 
durch Integration einer Gleichung zweiter Ordnung herzuleiten. Aus 
diesen beiden Integralen findet man dann nach meinen allgemeinen 
Regeln neue durch Differentiation, und zwar findet man in dieser 
Weise alle, da die achtgliedrige Gruppe keine invariante Untergruppe 
enthilt. 
Um die Rechnungen in einfachster Weise durchzufiihren, ist es 
zweckmiissig, neue Variabelu einzufiihren und zwar ®, und die Groéssen 


s 
2 


A=, eg, B=oe,*q, 


*) Nach einer neueren Bemerkung von wir, die ich der Gesellschatt der 
Wissenschaften in Christiania im Septbr. 1882 mittheilte, geniigt es sogar, ein 
Integral dieser Gleichung 2, O. aufzufinden, 
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(wir gebrauchen wie schon gesagt’ die Bezeichnungen der Nummer 3 
des ersten Abschnittes). Wir berechnen die Differentialquotienten 
von A, B und 9, hinsichtlich x und finden darnach durch Division 
die Differentialquotienten von A und B _hinsichtlich ®,. Zur Aus- 
fiihrung dieser Rechnung bestimmen wir zuerst die nachstehenden 
Werthe der Differentialquotienten der Gréssen g, hinsichtlich 2: 


, 10 
Y202 = 03 + > YsQ2, 
, 5 
W203 = &— FF 02° + 5305, 
' 1 8 20 
Yr, = 3 Os — | 203 + Zz YQ, 


, 1 35 25 
Y205 = 7 Os — J 0201 + > 950s: 
Folglich wird 














5 8 
[= ee Te Sn 
dz = ’ 
Yee 
5 
3 5\? 4-1 
ap 484 194—124B47(B- yA 
“daz ‘ S ae , 
6 Y202 
P 8 - 2 
do, ye 035 — = 6Q; zy M2 — 3 
“dz — ee 
es ° Y20s 
und 
5 
yo (3- -s)a 4 -74 
_ aii rr ———_—, 
de, 2 @,— 36 
sin od! + 1948 12.4 *n+1(2— aya rs 
— : 


o(2o owe 35) 


Da , eine gegebene Function von ®, darstellt, so kennen wir hier- 

mit ein gew6hnliches simultanes System zwischen A, B und ,, das 

offenbar einer Differentialgleichung zweiter Ordnung fquivalent ist. 
Unser simultanes System erhilt durch die Substitution 


4 
«=A *(B— 5), 


| te 


pms ~~ 4 
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die bemerkenswerthe Form 
da _ %—2e%+6 








ao,  #£40,—210 
L i 2 
( ) oa Se — Sek —¢o 
aa, 4, — 210 4 
Setzt man endlich 
i. a a 
ees, Ges 
dx, 22, 


ao, 40, — 210’ 
so erhilt unser simultanes System die lineare Form 


_ ax —_ dx, dz, do, 
OD, x; + 2p a 29,a, — 62, 22 49, — 210 











und kann daher, wenn man es vorzieht, durch eine fiquivalente lineare 
Differentialgleichung 3. O. ersetzt werden. 

Kennt man die Lésungen W,, W, des Systems (L), so ist nach 
meinem friiher citirten Satze die Integration von , == F'(®,) als ge- 
leistet zu betrachten. Dies sieht man auch so ein: Die Gleichungen 
W,=a, W,=—b mit zwei bestimmten Constanten geben oo® Integral- 
curven, deren Inbegriff alle projective Transformationen gestattet, bei 
denen die unendlich entfernte Gerade ihre Lage behilt. Man fiihre 
jetzt durch eine projective Transformation diese Gerade in eine neue 
Lage g; tiber. Gleichzeitig erhalten W, und W, die Werthe W,\ W,™. 
Wiahlt man nun vier Geraden g, g. g; g,, 30 bestimmen die acht 
Gleichungen 

W,% =a, WO =); (¢=1 23 4) 
mit acht bestimmten Constanten eine Schaar von Integralcurven, deren 
Inbegriff alle projective Transformationen gestattet, bei denen g, 9. 9; 9; 
invariant bleiben. Haben daher unsere vier Geraden eine allgemeine 
Lage, so geben die acht Gleichungen eine einzige Integralcurve, sodass 
die Integration geleistet ist. 

Aus meinen 1874 gegebenen allgemeinen Integrationstheorien 
folgt, wie schon gesagt, als Corollar, dass eine Gleichung m'* Ord- 
nung, welche die allgemeine projective Gruppe gestattet, vermége zweier 
Hiilfsgleichungen von (m — 8)'*" und zweiter Orduung integrirt wird. 
Dass die Hiilfsgleichung zweiter Ordnung mit einer linearen Gleichung 
3. O. iiquivalent ist, bemerkte Halphen in der Sitzung vom 3. Novbr. 
1882 der société mathématique. 





*) Interpretirt man a und @ als Cartesische Coordinaten in einer Ebene, 
, als die Zeit, so definiren die Gleichungen (L) eine mit der Zeit variirende 
projective und infinitesimale Transformation der besprochenen Ebene. 
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Ist jetzt eine beliebige Gleichung f(x yy, ---) = 0 mit einer 
bekannten Gruppe B,f --- B,f vorgelegt, so bestimmt man zuerst 
nach den Regeln des ersten Abschnittes die canonische Form der 
Gruppe, und bringt sie darnach auf diese Form. Hiernach verfabrt 
man nach den Regeln dieses Abschnittes. Ich discutire spiater niher 
die Fille der canonischen Formen 9; q yq; q yq y’q. 

Im niichsten Abschnitte zeige ich, wie man die Gruppe einer 
Gleichung in einfachster Weise bestimmt. 


Marz 1883. 


Die vorstehende Abhandlung erschien im Jahre 1883 im norwegischen Archiv. 
Sie ist also dlter als Sylvesters Untersuchungen tiber Reciprocanten, Ebenso ist 
meine in diesen Annalen Bd. XXIV, 1884 gedruckte Arbeit iiber Differential- 
invarianten ilter als die genannten Sylvester’schen Publicationen und die sich 
daran anschliessenden Untersuchungen. 

Juli 1888, 


Sophus Lie. 








Die Abzihlung als Fehlerquelle in der modernen Geometrie. 


Von 


C. Kipper in Prag. 


M. de Jonquiéres hat im Novemberheft der ,,Comptes rendus“ 
(J. 1887) projectivische Constructionen der Curven m'* Ordnung C™ 
mit Doppelpunkten mitgetheilt, welche nicht als richtig betrachtet 
werden kénnen. Er stellt sich die Aufgabe, die allgemeine C™ mit 
einer méglichst grossen Anzahl von Doppelpunkten projectivisch zu 
erzeugen, und giebt eine Auflésung, welche nicht acceptirt werden 
kann. 

Es wird gut sein, das Princip vorauszuschicken, auf welches 
M. de Jonquiéres sich stiitzt. 


Man habe C*+* mit 8 Doppelpunkten D. Wenn ®t") (™tn-t8) _36 


Punkte ¢,,¢,... gegeben sind, welche die C"+" bestimmen, so soll 
diese Curve durch 2 Bischel n'*" und n't Ordnung, die durch (C*), 
(C*’) bezeichnet werden mégen, projectivisch erzeugt werden, wobei 
die D zu den Grundpunkten beider Biischel gehéren. (C”) hat noch 


= +5 — 1—0 willkiirlich anzunehmende Grundpunkte, (C*’) hat 


deren <3 29 —1—0. Von diesen Grundpunkten kénnten noch 


irgend welche in den e angenommen werden, wihrend gewisse X der- 
selben als Unbekannte zu betrachten sind, die sodann durch 2X 
unabhiingige Relationen bestimmt werden. Diese Relationen aber erhalt 
man dadurch, dass man die C* des ersten Biischels, welche durch je 
einen von 2X-+ 3 der Punkte e gehen, den durch die niimlichen e 
gehenden C* des zweiten Biischels projectivisch entsprechen lisst. 
Auf diese Weise hat man iiber 


n (n+-3) . n' (n’ + 3) a ¢ 1s 
2or) 4-94 "°F _1_-6-X+42X+3 





Punkte verfiigt. Wird nun diese Zahl = (ete) eters — 30 gesetzt, 
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so findet man X = nn’ —1— 0. Man muss daher (,,il faut néces- 
sairement Jong.) wn’ —1—0 wunbekannte Punkte auf die Basen 
beider Biischel vertheilen. 

Dies ist in Kiirze wiedergegeben die Herleitung des Princips. 
Dasselbe wird nun angewendet: 

1) Auf Curven C?" mit d Doppelpunkten, wenn hier zwei Biischel 
(C"), (C") zur Erzeugung verwendet werden. 

Welches ist das Maximum von 0? 

Da die Zahl X = n? — 1 —@ hichstens die totale Anzahl 


disponibler Bestimmungsstiicke beider Basen erreichen kann, so hat 


man 
n?—1—8sa(*@t% _ 1) _ 96 

also 

d= 3n — 1. 
Der Beweis, dass C2" mit 3% — 1 Doppelpunkten D und 

n(2n-+3) — 3(3n—1) = 2n? — 6n + 3 Punkten e, 

welche zusammengenommen mit den D die C?” bestimmen, wirklich 
durch 2 Biischel (C”) erzeugt werden kann, besteht nach Herrn 
de Jonquiéres einfach darin, dass, wenn man in die beiden Basen 

n?—1—3n+1 
unbekannte Punkte einfiihrt — wodurch alle disponibeln Grundpunkte 
erschopft wiiren — noch 2(n? —1—3n-+1) + 3 Punkte e, d. h. gerade 
2n? — 6n-+ 3 willkiirlich bleiben: 

Es entsteht aber die Frage: Kann man durch die projectivischen 
Beziehuugen in der That so viele Unbekannte bestimmen? Dies ist 
keineswegs der Fall, denn die C?" und ihre Erzeugung vorausgesetzt, 
sind wie bekannt nur dann die Grundpunkte eines der Biischel bestimmt, 
wenn man einen derselben beliebig auf C?" angenommen hat. Mithin 


kéunte n?— 1—0 hochstens gleich 9 (mots) 1) — 20 — 2 gesetzt 
werden, woraus 

d=—3n—3 
folgen wiirde. 

Nach M. de Jonquiéres kann man weiter schliessen: Auch C?*-! 
mit 3x — 1 Doppelpunkten lisst sich durch zwei Biischel (C*) hervor- 
bringen, und der Grund scheint sehr einfach. Denn man kann von 
den 2n? — 6n + 3 willkiirlichen Punkten' des Erzeugnisses 2 n'" Ord- 
nung 2n+1 Punkte auf einer beliebigen Geraden Z annehmen, welche 
dann als Bestandtheil des Erzeugnisses auftreten wird. Es bleiben 
noch 2n? — 8n + 2 Punkte e willkiirlich fiir den Bestandtheil (2"— 5 
diese Curve ist aber auch durch die 3n — 1 Doppelpunkte und jene e 
bestimmt, denn 
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fe 2Ge-+s = 3(3n—1) + 2n? — 8n-+ 2. 


Ein einfaches Beispiel mag die Unrichtigkeit darthun. 

C? mit 3 - 4 — 1 — 11 Doppelpunkten D wiire durch zwei Biischel 
(C*) projectivisch zu construiren! 

Von dem Erzeugniss C* sind 2(4*—1—11) +3 — 11 Punkte e 
willkiirlich, 9 derselben werden auf eine beliebige Gerade L gelegt, 
bleiben 2 iibrig, die mit den 11D gerade eine C’ bestimmen. Bei 
genauerer Priifung wird die Sache illusorisch, Fasst man namlich 
die 5 Punkte ins Auge, welche mit den 11D die Grundpunkte eines 
Biischels (C‘) ausmachen, so kénnen diese nicht alle auf C’ liegen, 
da sonst eine C* des Biischels nur einen Punkt aus C’ schnitte, C’ 
also rational wiire. Ligen 4 dieser Punkte auf C’, so wiire C’ hyper- 
elliptisch, also nicht die allgemeine Curve. Liigen aber drei auf C’, 
so ist wie leicht zu beweisen auch eine Gerade L, vollkommen bestimmt, 
auf welche die 2 anderen Grundpunkte fallen, also nicht bei vor- 
liegender C’ noch beliebige, wie bei de Jonquiéres. Nimmt man an, 
dass 2 Grundpunkte von jedem Biischel (C*) auf C’ sind, die 3 anderen 
also auf L, was eigentlich der Jonquiéreschen Auffassung allein ent- 
spricht, so wird wiederum nur eine hyperelliptische C’ erzeugt. Endlich 
ist es unmdéglich, dass nur 1 Grundpunkt auf C’ ist, weil die 4 anderen 
auf Z wiiren, und die C* diese Gerade nicht mebr schuitten. 

Das obige Raisonnement, welches nur in der Form, nicht im 
Wesen von dem Jonquiéreschen abweicht, fiihrt auch auf das absurde 
Resultat, dass die oo® C* mit 8 gegebenen Doppelpunkten durch 
Biische] (C*) erzeugbar seien. Zwar schliesst Herr de Jonquiéres den 
Fall m = 6 als ,,cas singulier“ aus; aber ohne dafiir einen Grund 
anzugeben. Ich habe schon vor liingerer Zeit darauf hingewiesen, 
dass eine allgemeine Curve C®" nicht mehr erzeugt wird, wenn die 
erzeugenden Biischel (C") mehr als 3n — 3 Doppelpunkte der C™ zu 
Grundpunkten haben. C® ist nur ein besonderer und fiir sich selbst 
leicht verstiindlicher Fall dieses allgemeinen Satzes. Auf die Curven 
6' Ordnung .werde ich im Folgenden zuriickkommen, um die Punkte 
hervorzuheben, die bei diesen Curven nicht ausser Acht gelassen 
werden diirfen. 

2) Anwendung des Princips auf’ Curven C?"+' mit 0 Doppelpunkten, 
D, bei deren Erzeugung ein Biischel (C"), ein zweiter (C™*) benutet wird. 

Da die Zahl X = n(n-+1) — 1 — 6 die totale Anzahl disponibler 
Bestimmungsstiicke beider Basen nicht iiberschreiten kann, so ist 


a(n+1)—1— 8S SEE) _ 1g 4 SENOTH _ 1 _ 4g, 


also 


dS3n+1. 
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Kann nun das Maximum @ —3n + 1 wirklich erreicht werden? 
Diese Frage muss nach de Jonquiéres bejaht werden. Denn von 
C24 mit 3% -+ 1 Doppelpunkten sind noch willkiirlich: 





(2n+ ars — 3(3n+1) = 2n? — 4n— 1 Punkte e, 


und weil X = n(n+1) — 1 — (3n-+1), so sind vom projectivischen 
Erzeugniss beider Biischel 2X -+ 3, das ist 2m? — 4m — 1 der will- 
kiirlichen Annahme iiberlassen. So, und nicht anders lautet die 
Argumentation, obwohl sie in der Schrift Jonquiéres ein wenig ver- 
schleiert erscheint. 

Aber in der That kann man durch die projectivischen Beziehungen 
niemals so viele Punkte bestimmen, als zur Completirung der Basen 
ausser den D noch erforderlich sind: Denn, die C?*+' und die pro- 
jectivische Erzeugung durch Biischel (C"), (C*+') vorausgesetzt, sind 
bekanntlich von den Grundpunkten der (C*+') immer noch 3 Punkte 
auf C2"+! willkiirlich, wihrend dann simmtliche des (C") bestimmt sind. 
Folglich kénnten héchstens 


n (n-+8) (n-+1) (n-+4) ' 
nots) _ 1 _ 9 4 SEVO@T) _ 1 _ 9 —8 Punkte 


als durch die projectivischen Beziehungen festzulegende Unbekannte X 
angesehen werden, so dass 

0<3n—2 
folgte. 

Dass 3n + 1 = 0 falsch ist, zeigt iibrigens sofort die Annahme 
n= 3. C7 mit 10 Doppelpunkten kann offenbar nicht so erzeugt 
werden, nicht einmal C’? mit 8 Doppelpunkten. Dagegen ist die all- 
gemeine C? mit 3n — 2—=7 Doppelpunkten durch Biischel (C*), (C+) 
erzeugbar, wie leicht zu beweisen. 

De Jonquiéres schliesst weiter: 

C2" mit 3n + 1 Doppelpunkten lisst sich ebenfalls durch zwei 
Biischel (C*), (C*+*) hervorbringen: Niimlich von den willkiirlichen 
2n? — 4n — 1 Punkten e des Gesammterzeugnisses 2”-+ 1' Ordnung 
nehme man 2n-+ 2 auf einer Geraden LZ an, so wird diese als Be- 
standtheil sich absondern, und man erhilt noch C?" mit 2n? —6n — 3 
willkirlichen e, Da ferner fiir die C?* mit 3n + 1 Doppelpunkten 


sa(sn ts) — 3(3n+1) = 2n?— 6n—3 


einfache Punkte noch frei sind, so wird auf diese Weise die allgemeine 
C*" hervorgehen. 

Das am niichsten liegende Beispiel, an welchem das Illusorische 
des Verfahrens deutlich hervortritt, ist folgendes: 

Es liege C* mit 3-4-+ 1=—13D vor. Ich nehme an, dass 
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durch die D nur oo' C4 moglich sind. Alsdann haben diese C* noch 
drei Punkte g gemein, die nicht in einer Geraden liegen kénnen, weil 
sonst oo? C* durch die D gingen. 

Es hat keine Schwierigkeit darzuthun, dass unendlich viele C* mit 
den Doppelpunkten D existiren, welche keinen der drei Punkte g ent- 
halten. Durch die Methode de Jonquiéres kann nicht eine einzige 
dieser C® erzeugt werden; denn ginge dies an, so miissten die 3g, 
von denen keiner auf C® ist, in eine Gerade Z fallen, was unmdg- 
lich ist. 

3) Ueber die C® mit 8 und 7 Doppelpunkten D. 

Wir betrachten zuniichst C’? mit 8 Doppelpunkten D. Der Biischel 
(C*), welcher die D zu Grundpunkten hat, liefert noch einen 9ten 
Punkt g. Wenn die vorgelegte C’ g enthiilt, so ist sie projectivisch 
durch (C*) nebst einem Biischel (C*) construirbar, andernfalls ist sie 
es nicht. Im ersten Falle schneiden die C* aus C’ eine Schaar von 
vier Punkten, welche die Mannigfaltigkeit 1 hat — g,“?—. Diese Schaar 
lasst sich bekanntlich auch durch Biischel der C’ adjungirter C* aus- 
schneiden, und es haben von den Grundpunkten eines solchen Biischels 
3 auf C’ eine willkiirliche Lage. Damit ist die Erzeugung klar. Im 
zweiten Falle, wo g nicht auf C’ liegt, wirde eine C* die C’ in 5 
Punkten schneiden, welche mit den D 13 Punkte der C* sind. Da 
durch diese eine C‘ unmdglich ist, so ist es auch die Erzeugung. 
Ohne Beriicksichtigung des ersten Falles wiirde man zum Schlusse 
kommen, dass C® wit 8D durch 2 Biischel (C*), (C*) sich nicht 
erzeugen lasse. Wegen des hyperelliptischen Charakters von C® ist 
dies aber offenbar doch so, und es wird eine Gerade Z mit erzeugt, 
die durch den Punkt g geht. Man kann fplglich — entgegen der 
Behauptung Jonquiéres — die allgemeine C® mit 8 Doppelpunkten 
erzeugen, indem man eine durch g gehende Gerade ZL zugleich mit- 
erzeugt. 

Um so ausfiihrlich wie méglich zu sein, werde ich zeigen, dass 
man von einer projectivisch erzeugbaren C® ausser den 8D noch drei 
Punkte e,, ¢,, ¢, annehmen kann, und dass sie alsdann auch bestimmt 
ist. ©® bezeichne eine durch die e etwa mdgliche Curve, die C* 
schneiden aus ihr ein variabeles Punktepaar, und die ganze Schaar 
von solchen Paaren kann durch einen Biischel (C‘), erhalten werden, 
der zu Grundpunkten hat die D, e, ¢, e, und einen auf 6° beliebig ge- 
withlten Punkt 2,. Diese beiden Biischel (C*), (C*), erzeugen nun 
(° und eine durch g gehende Gerade L,. Von den Grundpunkten 
des (C*), fallen ausser den genannten noch 2 auf 6°, 2 auf L,. Die 
Biischel schneiden ferner Z, in den Paaren einer durch (C*) schon 
hestimmten quadratischen Involution /j. 

Seien jetzt p,, p, zwei Paare von j. Durch D, e, e, e, p, geht 
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ein Biischel von C‘, der auf ZL, eine Involution j, bestimmt, durch 
D, e, € €, p. ein anderer, der die Involution j, aus L, schneidet. j,, j, 
haben ein gemeinschaftliches Paar TT, welches mit D e, e, e, zu den 
Grundpunkten eines Biischels (C*), gehért, welcher aus L, die j schneidet. 
Mithin erzeugen (C*) und (C*), die Gerade Z, und noch die durch 
e, , €, gehende 6°. w. z. b. w. 

C® mit 7 Doppelpunkten D. 

Durch zwei Biischel (C*), zu deren Grundpunkten die D gehiéren 
wird stets die hyperelliptische Curve erzeugt, die allgemeine nicht. Von 
dieser aligemeinen C® sind 6 Punkte e,, e,...¢, noch willkiirlich. 
Unter (C*) werde der Biischel verstanden, welcher zu Grundpunkten 
hat die D, e, und einen 9ten Punkt g. Weil die C* nicht die hyper- 
elliptische Curve ist, so kann g nicht auf ihr sein, daher werden die 
C® eine Schaar von drei Punkten ausschneiden. 

Diese nimliche Schaar kann nun auch durch einen Biischel (C‘) 
ausgeschnitten werden, zu dessen Grundpunkten die D, e, ¢, ¢, e, ge- 
héren. Die Biischel erzeugen hiebei ausser C® eine durch g gehende 
Gerade ZL, auf welcher zwei Grundpunkte des (C*) liegen, und welche 
von den C* und C* in den Paaren derselben Involution j geschnitten 
wird. Weil von C® der Punkt e, gegeben ist, so ist auch Z bestimmt. 
denn die durch e, gehenden Curven C*, C4 der vorliegenden Biischel 
miissen sich auf ihr schneiden. Geschieht dies im Punktepaar p, so 
gehért dieses zu der auf LZ vorkommenden Involution; die durch p 
gehende C* hat sodann mit Z noch 2 Punkte gemein, die beiden auf 
L. befindlichen Grundpunkte von (C‘). 

Was endlich die allgemeine C® mit sechs D betrifft, so liisst sich 
stets ein Bischel (C*) auffinden, von dessen 9 Grundpunkten die D 
und ein beliebiger Punkt e, der C° sieben sind, und die beiden fehlen- 
den ebenfalls auf C® liegen. Um dies einzusehen braucht man nur 
C® durch das Netz der durch die D und e, gehenden C* zu trans- 
formiren. Somit ist auch die projectivische Erzeugung der C* durch 
zwei Biischel (C*) zweifellos. 

4) Die Betrachtungen des Herrn von Jonquiéres haben den un- 
bestreitbaren Nutzen, dass sie recht deutlich die Schwiiche offenbaren, 
welche der Methode des blossen Abziihlens, auf algebraische Curven 
angewendet, nothwendig anhaften muss. Wenn man (a. a. O. p. 920) 
dem Beweise des Autors Glauben schenkt, so sollte kein Zweifel an 
der Richtigkeit folgender Behauptung bestehen: 

Liegen von einer C2*— mehr als 3n — 1 = 0 Doppelpunkte vor, 
so ist es unmiglich alle C?"-', welche die D zu Doppelpunkten haben 
kinnen, durch zwei Biischel (C") mit den Grundpunkten D projectivisch 
eu ergeugen, 

Ein an sich bemerkenswerthes Beispiel wird den Werth erken- 
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nen lassen, den diese allgemeine Aufstellung hat. Ist » = 5, 2n — 1 
= 9, so giebt es nach der gebrauchten Zihlung, fiir die Annahme 


é = 18 eine bestimmte C® mit 18 Doppelpunkten D (2e+8) _ 3.18). 


Da 18>3.5—1, so kénnte man nach Jonquiéres diese C° nicht 
durch zwei Biischel (C*) construiren. Dies ist ein Irrthum. Auf 
jedem Hyperboloid F? kann man eine Raumcurve R° finden, welche 
die Geraden Z der einen Schaar von F? zu dreipunktigen, die an- 
deren Geraden L’ zu sechspunktigen Secanten hat. Projicirt man 
R® aus irgend einem Punkte des Raumes auf eine Ebene, so erhiilt 
man C® mit 18 Doppelpunkten D. Die Gruppen von je drei Punkten 
von R° und den L liefern auf C® bekanntlich eine Specialschaar g,"), 
welche durch C*® ausgeschnitten werden kann, die der C® adjungirt 
sind. Ferner ist es ebenso bekannt, dass durch diese 18 D sich oo*® C5 
legen lassen. abe sei eine Gruppe der g,"); dann muss jede durch 
die D und a, b gehende C* auch ¢ enthalten, und hieraus ergiebt sich 
sofort, dass eine der oc* C', welche a enthilt auch b, c aufnehmen 
muss. Mit anderen Worten, durch jede Gruppe der g,‘") sind noch 
oo* der C® méglich; durch zwei beliebig gewiihlte Gruppen also noch 
co! C®. So haben wir einen Biischel (C5), gewonnen, dessen Curven 
C® in drei variablen Punkten schneiden, die offenbar die g,) con- 
stituiren. Durch einen zweiten, auf analoge Weise erlangten Biischel 
(C*), denke man ebenfalls die Schaar ausgeschnitten, dann werden die 
Curven beider Biischel, welche dieselbe Gruppe ausschneiden, einander 
projectivisch entsprechen, und ausser C® noch eine Gerade L erzeugen. 

Bei genauerer Untersuchung findet sich: die Gruppen der g,'! 
liegen auf den Tangenten eines bestimmten Kegelschnitts E*, und die 
co! C®, welche zwei Gruppen enthalten, gehen auch durch den Schnitt- 
punkt a, der beiden Tangenten, welche diese Gruppen tragen. Die 
Grundpunkte des Biischels (C5), liegen vor in den 18D, den beiden 
angenommenen Gruppen und z;,. 

Wenn von einem zweiten Biischel (C*), der 25te Grundpunkt 2, 
heisst, so wird 2,2, die Gerade LZ sein; so dass jede Gerade der 
Ebene als Z genommen werden kann. Wiire auch das Abziihlungs- 
resultat, dass nur eine C® mit den D existirt, falsch,*) so kénnte 


*) Den Beweis, dass es hier keine zweite C® giebt, unterdriicke ich, weil 
er zu viel Raum in Anspruch nehmen wiirde, bemerke aber: & Doppelpunkte 
kénnen oft weniger als 3d Constante einer Curve absorbiren: z. B. Es existirt 
C® mit 9 Doppelpunkten, von welchen jedoch nur 8 willkiirliche Lage haben. 
Obschon 3 . 9 = 27, so ist C® nicht bestimmt, es ist von ihr noch ein einfacher 
Punkt ganz beliebig. Wenn umgekehrt Relationen der Lage zwischen den 
Doppelpunkten einer C™ bestehen, so kann doch jeder fiir drei Bestimmungs- 
stiicke der C™ zu rechnen haben. Liegen z. B. 13 Doppelpunkte D von C® so, 
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man doch den Nachweis fiihren, dass jede soleche C® als Projection 
einer Raumcurve R®, wie wir sie oben angegeben, betrachtet wer- 
den darf. 

Die C® zeigt deutlich, dass fiir die Méglichkeit der Erzeugung die 
Anzahl der Doppelpunkte selbst dann nicht entscheidend ist, wenn es 
feststeht, dass ein Doppelpunkt als 3 Bedingungen zu gelten hat; 
sondern dass es auf die Lage derselben, oder besser auf die durch 
diese Lage bedingten Specialschaaren ankommt. 


Prag, 5. Januar 1888. 


dass noch «?€*‘ durch sie mdglich sind, wobei dann nur 11 der D willkiirlich 
angenommen werden diirfen, so betriigt die Mannigfaltigkeit der C*: 5, ist 
ebenso gross, als wenn alle J unabhiingig von einander sind. 


Mathematische Annalen, XXXII. i9 








Ueber diejenigen algebraischen Gebilde, welche eindeutige 
Transformationen in sich zulassen.*) 


Von 


A. Hurwirz in Kinigsberg i. Pr. 


In den nachfolgenden Zeilen beschiftige ich mich namentlich mit 
der Aufgabe: alle irreducibeln algebraischen Gleichungen 


f(s, 2)=90 
zu bestimmen, welche durch eine rationale eindeutig umkehrbare Trans- 
formation 
4 = 9(s, 2) 
2“ = y(s, 2) 


in sich tibergefiihrt werden kénuen, oder — was offenbar auf dasselbe 
hinauskommt — alle diejenigen Riemann’schen F lichen (algebraischen 
Gebilde) anzugeben, auf welchen eine ein-eindeutige algebraische Corre- 
spondenz (s, 2; s’, 2’) existirt. Der Fall, in welchem das Geschlecht p des 
Gebildes gleich Null oder Kins ist, bildet bei dieser Unsersuchung einen 
leicht fiir sich zu behandelnden, iibrigens seit langem erledigten Aus- 
nahmefall. Ich setze deshalb im Folgenden, wenn ich nicht ausdriick- 
lich das Gegentheil bemerke, stets voraus, dass das Geschlecht der zu 
betrachtenden Gebilde grésser ist als Eins. 

Die hauptsiichlichsten Resultate meiner Untersuchung fasse ich in 
folgenden Siitzen zusammen: 

I. ede eindeutige Transformation eines algebraischen Gebildes in 
sich ist periodisch; d. h. bildet man von irgend einer Stelle P ausgehend 
die Reihe P, P’, P",..., in welcher jede Stelle der unmittelbar vorher- 
gehenden entspricht, so schliesst sich diese Reihe, indem stets etwa die 
(n+1) Stelle P™ mit der Ausgangsstelle P identisch ist. 

Il. Die Periode n einer eindeutigen Transformation eines algebraischen 
Gebildes in sich kann eine gewisse von dem Geschlecht p abhiingende 


*) Abgedruckt aus den Nachrichten von der K. G. d. W. zu Gittingen. 1887. 
Nr. 6. (Sitzung vom 5, Februar 1887). 
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Grenge nicht iiberschreiten. Der grésste Werth, welchen n annchmen 
kann, ist niimlich gleich 10(p—1). 

III. Jedes algebraische Gebilde, welches cine eindeutige Trans- 
formation in sich von der Periode n besitzt, liisst sich durch eine Glei- 
chung der Gestalt 

F(s", 2) =0 


definiren und gwar so, dass zugleich die eindeutige Transformation durch 
die Formeln 


angegeben wird. 
Der letzte Satz gilt auch fiir die Fille p=0O ond p= 1. 


Die soeben formulirten Siitze beweise ich in der Reihenfolge 
Wi, ul, 1. 


1. 


Besitzt eine Riemann’sche Fliiche, deren Geschlecht einen beliebigen 
Werth hat, eine eindeutige Transformation in sich von der Periode n, 
so lassen sich ihre Stellen in Gruppen von je n, wie 

Fs Fervasan 
anordnen von der Beschaffenheit, dass jede Stelle der Gruppe der vor- 
hergehenden und die erste der letzten entspricht. Man bemerke nun 
vor Allem, dass jede Function der Stelle P“ auch als Function der 
Stelle P aufgefasst werden kann. Seien nun S und Z zwei eindeutige 
algebraische Functionen des Ortes auf unser Fliiche, 

8, 8’,...8e» 

2, Z,...B% 
die Werthe, welche diese Functionen an den Stellen. 

Py Fs 
resp. annehmen. Ferner werde zur Abkiirzung 

2in 


e=e” 


gsetzt. Die Grissen 
s—=S + e198’ 4+ e284... 4b er See) 
BA Z+ Zi tenet Z(n-1) 
stellen dann bestimmte algebraische Functionen der Stelle P vor, welche 
offenbar die in den Gleichungen 
{sO = és 
[can ¢ 
19* 
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ausgesprochene Eigenschaft besitzen. Dabei bezeichnen s‘, 2 die 
Werthe, welche s, z an der Stelle P“ annehmen. 

Wenn daher s, ein zu 2 = 4, gehériger Werth von s ist, so ent- 
sprechen demselben Werthe von 2 auch die Werthe ¢s,, é*s,...2—"s,. 
Die zwischen s und ¢ bestehende irreducible Gleichung hat also noth- 
wendig die Gestalt 

F(s*,2)=0, 
d. h, sie enthalt die Variable s nur in Potenzen mit durch n theil- 
baren Exponenten. 

Hiermit ist der erforderliche Beweis erbracht. Es ist nur noch 
ein Punkt zu erledigen: es muss niimlich gezeigt werden, dass bei 
passender Wahl der vollstiindig willkiirlich gelassenen Functionen S, Z 
das Werthepaar s, 2 die einzelne Stelle unserer Riemann’schen Fliiche 
im Allgemeinen eindeutig bestimmt und also die Gleichung F = () 
zur Definition des Gebildes hinreicht. Nun wiihle man zuniichst Z so, 
dass die Unendlichkeitsstellen dieser Function sich nicht in Gruppen 
von je ” zusammengehérigen Punkten anordnen. Dadurch wird erreicht, 
dass z sich nicht auf eine Constante reduciren kann. Seien sodann 


a,a...a; b,B,... BOD; 2.1, 0,2. 


die Stellengruppen, an welchen z einen bestimmten Werth z, annimmt. 
Wir bestimmen dann S so, dass die zu ¢ = zg, gehérigen Werthe von 
$ simmtlich von einander verschieden ausfallen, was auf die mannig- 
fachste Weise dadurch herbeigefiihrt werden kann, dass wir S passend 
gewiihlte Werthe an den Stellen a, a’, ...,b,0,...,1,U,... auf- 
zwingen. Bei so gewihlten Z, S wird aber sicherlich das Werthepaar 
(s, 2) zur Festlegung der einzelnen Stelle der Riemann’schen Fliiche 
ausreichen, weil dieses fiir die Stellen, an welchen z = g, ist, zutrifft. 

Die vorstehenden Betrachtungen geben zugleich den Weg zur 
Herstellung der Gleichung /F'(s",2) = 0, wenn die Riemann’sche 
Fliche und ihre Transformation in sich in irgend welcher anderen 
Form gegeben vorliegt. 


2. 


Nach dem soeben Bewiesenen liisst sich jede Riemann’sche Fiche, 
welche eine eindeutige Transformation in sich von der Periode n besitzt, 
durch eine Gleichung 


(1) F(s", 2) =0 
definiren. Es sei nun R, die Riemann’sche Fliche, welche zu der 
Gleichung 


(2) F(6,%) =0 


gehért, so ist dieselbe auf die urspriingliche Fliiche, welche mit R 








> i fs he Ae oh Beet S| 26k 
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bezeichnet werde, 1—mndeutig bezogen, wenn der Stelle s, ¢ von R 
die Stelle 
(3) G=s", E=2 
von J, zugeordnet wird. Die Beziehung zwischen beiden Flachen ist 
offenbar der Art, dass einer Stelle von R, die m Stellen einer Gruppe 
P, P’,... PP auf R entsprechen. 

Man beachte nun die Stellen auf R,, an welchen o Null oder 
unendlich wird; die zugehérigen Ordnungszahlen seien 

Seg Hons « 25 Me 

zwischen denen bekanntermassen die Relation 
(4) AM +H=0 
besteht. Wenn nun 


(5) ee tt, a eo 
k 


, “ : , . ‘iis 
gesetzt wird, wo = den in reducirter Form und mit positivem Nenner 


geschriebenen Bruch at bezeichnet, so findet die Relation statt: 


(6) 2p — 2 = (2p,—2) a J (m—D+ Fe (Me — 1 be + (m1), 


neben welche ich sogleich die aus (4) folgende: 
My oho at 
(7) oF + FF += 


stelle. Der Beweis der Relation (6)*), in welcher p das Geschlecht 
von R, p, das Geschlecht von R, bedeutet, ergiebt sich ohne Schwierig- 
keit, wenn man die tiber der z-Ebene construirte Fliiche R mit der 
iiber der €-Ebene construirten Fliche R, vergleicht. . Es sei wun das 
Geschlecht p eine gegebene Zahl grésser als Eins; dann ergiebt die 
folgende Discussion der Relationen (6), (7), dass m eine obere von p 
abhiingende Grenze besitzt: Wenn p, >2 ist, so folgt unmittelbar 
aus (6), dass 2p — 2>2mn und also 

(8) n<p—1 


ist. Wenn zweitens p, 1, so kénnen die Zahlen ,,...m nicht 
simmtlich gleich 1 sein, weil sonst p= 1 folgen wiirde. Sei etwa 


*) Dieselbe steht im Einklang mit der von Herrn Zeuthen (Mathematische 
Annalen, Bd. 3, pag. 152) aufgestellten Beziehung zwischen den Geschlechts- 
zahlen zweier aufeinander bezogenen algebraischen Curven. Man beachte, dass 
einer Null- oder Unendlichkeitsstelle von 6 mit der zugehérigen Zahl m, eine 


Punktgruppe auf R entspricht, deren Punkte zu je a zusammengefallen sind. 
k 
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m, >2, so muss zufolge (7) nothwendig noch eine weitere der Zahlen 
n,, etwa m, > 2 sein. Daher ergiebt sich nun 


2p —2>5-(%—) +3 —N>n 


und also 
(9) nz 2p — 2. 
Wenn endlich p, = 0 ist, so ergiebt sich aus (6) zuniichst: 
(10) a EE a a ics 
n ny Ne n 


falls wir mit n,,,,...%, diejenigen der Zahlen n,; bezeichnen, welche 





. , 2p—2.. ie ae 
grésser als 1 sind. Da nun —” ~~ eine positive Grosse ist, so muss r 


mindestens gleich 3 sein. Fir r >6 ist nun, weil ~ <+, 





p—*>r—2—551. 


Kiir r= 5 kénnen wegen (7) nicht simmtliche Zahlen »; den 
Werth 2 annehmen. Dagegen sind zuliissig dié Combinationen: 
(1; , My, -- + 5) = (2, 2, 3, 3,3) und (2, 2, 2,3, 6), 
welche Spt ergeben. Alle anderen moéglichen Werthsysteme 


m,,-..%, machen die rechte Seite von (10) grésser als 1, Es ist also 
fiir r > 5 stets 





(11) n<2p— 2. 

Fiir r = 4 bilden die Zahlen (n,,...,) = (2, 2, 3, 6) ein zulissiges 
System, welches tp—* = = ergiebt. Bei jeder anderen méglicheu 
Wahl der Zahlen n,,..., fallt die rechte Seite von (10) grésser als 
= aus; also ist 2 >F oder 
(12) n< 4p — 4. 

Fiir r = 3 endlich kann (n,, m,, ,) = (2,5, 10) gesetzt werden 

2p — 


und es wird dann 





2 1 es es — 
=z, wihrend bei jeder anderen zulissigen 


Wahl der Zahlen »,, ,, ms die rechte Seite von (10) grésser als : 
wird. Also ist jetzt 
(13) n < 10p — 10. 

Die Ungleichungen 8, 9, 11, 12 und 13 zeigen, dass die Periode n 
einer eindeutigen Transformation der Flaiche R in sich die Zah] 10p — 10 
nicht iiberschreiten kann. Zugleich ergiebt sich, dass das Geschlecht p, 
der Fliche R, gleich 0 oder 1 ist, wenn » die Zah! p — 1 iiberschreitet 
und dass p, = 0 sein muss, wenn » grosser wird als 2p — 2. 
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Ist das Geschlecht p, = 0, so lassen sich s* und 2 als rationale 
Functionen eines Parameters 4 darstellen, welcher so gewihlt werden 
kann, dass sein Werth die einzelne Stelle der Fliche R, festlegt. Da 
bei dieser Annahme das Werthepaar (s, 4) die einzelne Stelle der 
Fliche R eindeutig bestimmt, so darf = 4 angenommen werden, so 
dass die Fliiche R durch eine Gleichung der Gestalt 





S= V @—a)"@ —4,)" +++ (¢—a,)"" 

definirt werden kann. Hier kénnen etwa vorhandene n-fache Factoren 
unter dem Wurzelzeichen einfach fortgelassen und also v,, v.,...v" 
als positive Zahlen < m vorausgesetzt werden. Ueberdies kénnen durch 
lineare Transformation von ¢ drei der Gréssen a,, a), ... @, irgend 
vorgeschriebene Werthe, etwa die Werthe 0, 1, oo erhalten. 

Diese Bemerkungen in Verbindung mit der obigen Discussion der 
Gleichung (6) ergeben folgende Siitze: 

»» Besitzt eine Riemann’sche Fliiche vom Geschlechte p cine eindeuti ge 
Transformation in sich, deren Periode grisser ist als 2p — 2, so lisst 
sich die Fliche durch die Gleichung 


2 = VrG—1e—h 


definiren; und iiberschreitet die Periode den Werth 4p — 4, so kann die 
Fiche durch die Gleichung 

s—/ee=1p 
definirt werden. Dabei bedeuten a, b, c Zahlen, welche kleiner sind 
als n.“ 

Die Existenz einer Transformation von einer 4p — 4 iibersteigen- 
den Periode hat hiernach zur Folge, dass siimmtliche 3y — 3 Moduln 
der Fiche numerische Werthe haben, und bei einer 2p — 2 iiber- 
steigenden Periode haben sich alle Moduln der Flache bis auf einen 
(k) auf numerische Werthe reducirt. 


3. 


Zum Beweise des Satzes, dass eine eindeutige Transformation einer 
Riemann’schen Fliche in sich nothwendig periodisch ist, betrachte ich 
irgend ein System unabhiingiger Integrale erster Gattung der Fliiche. 
Es seien u,, U,,... Up» die Werthe welche die Integrale an der Stelle 
P und u,', u,',...u, die Werthe, welche sie an der correspondirenden 
Stelle P’ besitzen. Die letzteren Werthe bilden, aufgefasst als Func- 
tionen der Stelle P offenbar wieder ein vollstindiges System unab- 
hangiger Integrale, was p Gleichungen der Gestalt 


(1) duty’ = my du, + migduy + +++ + mpd, (k=1, 2,...p) 
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zur Folge hat, wo die Gréssen 2,, von den Stellen P, P’ unabhingig 
sind*), Indem man nun an Stelle der u geeignete lineare Verbindungen 
dieser Gréssen einfiihrt, kann man nach einem bekannten Satze**) 
erreichen, dass die Gleichungen (1) folgende Gestalt annehmen: 

du,’ = @,du,, 

du, = €,du, + 9,du,, 
(2) du, = &,du, + yn, dup, 


ditty = Epdtty + Np dus. 
Dabei darf y, = vorausgesetzt werden, wenn ¢&, von &, ver- 
schieden ist. Ich betrachte nun die beiden Functionen 


dun 
du, * 
©) dw _. 

= 


welche eindeutige algebraische Functionen des Ortes P sind. Bezeichnen 
2, s die Werthe dieser Functionen an der Stelle P’, so ist 


= Se, on os + 3, 





du, 
a 
@) , du, : 
Sas aT = C8, 
wo zur Abkiirzung 
= Ss = Ne == &" 
(5) a=", b= ™, cmt 


gesetzt ist. Die irreducible Gleichung zwischen s und z 
(6) f(s, 2) = 0 
hat nun folgende Kigenschaften: 

Erstens ist ihr Geschlecht mindestens gleich 1. Denn 


Jsds=u 


ist eine tiberall endliche Function. Zweitens geht sie in sich iiber 
durch die Transformation (4); es ist also identisch 


(7) f(es, ag+b) = const. f(s, 2). 


*) Die Gleichungen (1) sind als specieller Fall in den Relationen enthalten, 
welche ich fiir irgend eine Correspondenz auf pag. 12 meiner Note: Ueber aige- 
braische Correspondenzen und das verallgemeinerte Correspondenzprincip (Berichte 
der K,. siichs. Gesellschaft der Wissenschaften, mathematisch-physische Klasse, 
Sitzung am 11. Januar 1886) aufgestellt habe, Diese neuerdings in den Mathe- 
matischen Annalen, Bd. 28, wieder abgedruckte Note werde ich in der Folge mit 
C, citiren. 

**) Siehe Hamburger, Crelle’s Journal Bd. 76, pag. 113. 
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Hieraus lisst sich nun folgern, dass 6 = 0 und dass a und ¢ Ein- 
heitswurzeln sein miissen. Sei niamlich 
f(s, 2) = 2s’ (2), 
so folgt aus (7), dass 
(8) gi(az-+b) = const. g; (2) 
sein muss, Ist nun b nicht gleich Null, so ist a == 1 und wegen 


i 

(8) zieht jede Wurzel 2, der Gleichung g;(¢) = 0 die unendlich vielen 
Wurzeln 2, + b, 2, -+2b,... nach sich. Folglich muss sich g,(2) 
auf eine Constante reduciren. Dann wiirde aber f(s, 2) von 2 unab- 
hiingig sein, was widersinnig ist. Daher ist die Annahme, 6 sei nicht 
gleich Null, unzulissig. 

Wenn nun s’z“ und s”z"' irgend zwei verschiedene in f(s, 2) vor- 
kommende Terme bedeuten, so muss wegen (7) 


(9) cat = oc” at 
und also c’-”" = a“—* sein. Daher kann man 
(10) pas 7, qg=i" 


setzen, unter ry und gq ganze Zahlen verstanden, und Gleichung (9) 
geht tiber in 
tretay oe fre'ta', 


Angenommen nun ¢ sei keine Einheitswurzel, so folgt: 
ru-+qu=rw+qv 
und die Gleichung f(s, 2) = 0 wird daher identisch befriedigt, wenn 
S = 5. A2 
gx. dh 
gesetzt wird, wo A einen Parameter und s,, 2) irgend ein f(s, 2) = 0 
befriedigendes Werthepaar bezeichnen,. Dieses widerstreitet aber dem 
Umstande, dass f(s, 2) = 0 mindestens das Geschlecht 1 besitzt und 
folglich ist die Annahme, ¢ sei keine Einheitswurzel, unzuliissig. Mit 
¢ sind aber zufolge (10) auch @ und ¢ und mit letzteren zufolge (5) 
auch ¢, und «, Kinheitswurzeln. Dieselbe Betrachtung auf die beiden 
Integrale u,,u, augewandt, ergiebt dass », = 0 und ¢, eine Kinheits- 
wurzel sein muss u. s. f. Das Gleichungssystem (2) hat also noth- 
wendig die Gestalt: 
du,’ = &,du,, 
(11) du, = &,duUy, 


dup = &) dup, 


unter &, &,.+.» & Einheitswurzeln verstanden. 
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Bildet man nun von irgend einer Stelle P ausgehend die Stellen- 
reihe P, P’,...P“-",... mit der Massgabe, dass jede folgende Stelle 
der unmittelbar vorhergehenden entsprechen soll, so ist 

du, = du,, du.” = du,,...dup™ = dup, 
wenn » eine Zahl bezeichnet, fiir welche die Potenzen 
(12) &," = €," == +++ = &" = 1 
werden. Daher ist die Stelle P™ mit der Stelle P identisch und also 
in der That, wie behauptet wurde, die eindeutige Transformation 
periodisch. Der Werth der Periode ist offenbar gleich der kleinsten 
positiven Zahl n, fiir welche die Gleichungen (12) erfiillt sind*). 


4. 


In dieser Nummer entwickle ich einen allgemeinen Satz iiber Corre- 
spondenzen, aus welchem sich ein neuer Beweis fiir die Periodicitit 
der eindeutigen Transformationen eines Gebildes in sich ergeben wird. — 
Zwischen zwei Stellen 2, y einer Riemann’schen Fliche midge eine 
algebraische Correspondenz bestehen, vermége welcher jeder Stelle x 
« Lagen y’, y”,...y@ von y und umgekehrt jeder Stelle y 6 Lagen 
a“, x",... 2) von # entsprechen. Bilden dann «,, wu, ... Up ein 
System iiberall endlicher Normalintegrale der Fliche, so bestehen die 
Relationen 


QQ) S) u(y) =>) mime) +m, (b=1, 2,..-p), 


1 


wo die Constanten 2, den Gleichungen 


(2) er = My: +>) gustes, > mits = Hy, + Ze Gide: 
(k, te=1, 2,...p) 
geniigen. Dabei bedeuten die Zeichen h, g, H, G gauze Zahlen und 


*) Auf den sich hier anschliessenden Satz, dass eine Riemann’sche Fliche 
(p> 1) eine unendliche Zahl von eindeutigen Transformationen in sich nicht be-~ 
sitzen kann, hoffe ich demniichst zuriickzukommen. Man vgl. wegen desselben 
Klein und Poincaré im 7" Bande der Acta Mathematica p. 16—19. Der Satz, 
dass eine continuirliche Schaar von eindeutigen Transformationen bei p > 1 nicht 
existiren kann, liisst sich leicht aus den Entwicklungen des Textes ableiten. Auf 
diesen Satz beziehen sich die Aufsiitze von H. A, Schwarz (Crelle’s Journal, 
Bd, 87, pag, 139), Hettner (Géttinger Nachrichten, 1880, pag. 386) und Néther 
(Mathematische Annalen, Bd. 20, pag. 59 und Bd. 21, pag. 138). — Die letzte 
Angabe bedarf insofern einer Berichtigung, als Herr Néther (a. a, O.), sich nicht 
auf die Betrachtung continuirlicher Schaaren von eindeutigen Transformationen 
beschriinkt, sondern in voller Allgemeinheit nachweist, dass ein algebraisches 
Gebilde (p> 1) eine unendliche Anzahl eindeutiger Transformationen in sich nicht 
besitzen kann. [Januar 1888.} 
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die Normalintegrale sind so bestimmt, dass sie die in folgender Tabelle 
angegebenen primitiven Periodicitiéitsmoduln besitzen: 

UW eee 1,0, ...0, @,, G9, ++ Grp, 

Ug-+- -Q, 1, . . .O, Gay» Ggg, - = > Gag, 


Cpe «sO, @, 0. 1, Gp1, Gp2).-+ App. 

Ferner durchliuft der Summationsbuchstabe i, wie stets in der 
Folge, die Werthe 1,2,...p. Endlich bezeichnen 2, Constante, welche 
von der Wahl der Anfangswerthe der Integrale abhiingen. Wegen 
des Beweises der Gleichungen (1) und (2) sehe man C. § 1. 

Es soll nun untersucht werden, unter welcher Bedingung das 
System der Zahlen hig 
#-Functionen auftretenden Gleichungen*): 


> (hi Jik— Jit hix) == > (HaGis —G,, Hix) = 0) 


3) } oO 
> (hi Gu —guHa) = — > (Hu Giz — Gia hu) = 
(k, tos, 2,...p) 


den in der Theorie der Transformation der 








( 0 fir 12k, 


m fiir 1 =k, 


Geniige leistet. Dabei bedeutet m eine positive ganze Zahl, die , Ord- 
nung“ der Transformation. 

Zu dem Ende bemerke ich zuniichst, dass sich neben die Glei- 
chungen (1), (2) zwei weitere Systeme von derselben Gestalt stellen, 
niuilich : 


B 
(4) >) wa) =) akiui(y) + ae, (b= 1, 2. .p) 


1 
(5) te = hi +>) gia, >) mia = His + >) Gian, 
(k,t—=m1,2,...p) 
wobei die Zahlen kh’, g', H’, G’ wit den Zahlen h,g, H, G durch die 
Gleichungen: 
(6) ki = Ga, ga=— gui, Ha=— Ha, Ga= hi 
verbunden sind**), 


*) Siehe z. B. Weber, ,, Ueber die Transformationstheorie der Theta-Func- 
tionen, insbesondere derer von drei Veriinderlichen“ Annali di Matematica, Serie II, 
Bd, 9, pag. 126. 

**) Vgl. C. § 10, zweite Anmerkung. Der Beweis der Gleichungen (6) ergiebt 
sich durch Betrachtung des Begrenzungsintegrales: fu, (x) dlg C (x,y). Die Be- 
deutung von C(x, y) siehe in C, § 3. 
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Es sei nun # irgend eine Stelle der Riemann’schen Fiche, 
y’, y",.--y™ die correspondirenden Lagen von y. Der Stelle y(” 
werden riickwirts ausser der Stelle noch 6 —1 andere Stellen ent- 
sprechen, welche mit 2,', 2,",... x,6-") bezeichnet werden mdgen. 
Dann bestehen nach (4) die Gleichungen 


p-1 
(7) u(2) + >” us( a") => miti(y”) + mx (k=1,2,...p). 


Die Summation tiber r = 1, 2,...@ ergiebt unter Beriicksichtigung 
von (1): 


a p-1 

(8) a@um(x) +>" S ater =>) xiiu:(2) +a (k=1,2,...p), 
wenn ane 

(9) Mey = D>) Hei Mii 

gesetzt wird. Nun ist, den Gleichungen (2), (5), (6) zufolge: 

(10) i — ii + >) gia, >) aiiau = Hi + >) Gian 
unter h”, g’, H”, G; die folgenden Zahlen verstanden: 

hes =>" ( haGa— guHx), gui= ->'( higa— gulx) 
Hii =>) (HuGa—GuHa), Gti = — >) (Huga—Guha). 


Die Relationen (3) sind hiernach dann und nur dann erfiillt, wenn 
hin = hen = +--+ = hy = Gi = Ga = --- = Gy, = m und alle 
iibrigen Zahlen h”, g”, H”, G” verschwinden, oder was hiermit gleich- 


bedeutend ist, wenn das Gleichungssystem (8) sich auf die Form: 


(11) 


a@ &-—1 
(12) a@u(x) +>) >, te (a) = muy, (x) + am” (k==1, 2,...p) 


reducirt. Dieses findet nun immer Statt, wenn 6 = 1, also die Corre- 
spondenz (a, 1) deutig ist; denn dann kommt das Summenglied auf 
der linken Seite von (8) einfach in Wegfall und es muss sich daher 
wegen der Unabhingigkeit der Integrale die rechte Seite auf au(x) 
reduciren. Unter Benutzung einer von Herrn Frobenius*) einge- 
fiihrten Terminologie ergiebt sich also: 


*) ,,Ueber die principale Transformation der Thetafunctionen mehrerer 
Variabeln “, Crelle’s Journal, Bd. 95, pag. 264. 

Diese Transformationen sind zuerst untersucht von Herrn Kronecker in 
dem Aufsatze: ,, Ueber bilineare Formen‘, Berichte der Berliner Akademie vom 
15. October 1866, oder Crelle’s Journal Bd. 68, Man sehe auch Weber, 
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Existirt auf einer Riemann’schen Fliiche eine (a, 1)-deutige Corre- 
spondenz, so entspricht derselben stets eine principale Transformation 
von der a Ordnung der zur Fliche gehirigen &-Function. 

Insbesondere folgt fiir a = 1: 

Finer eindeutigen Transformation eines algebraischen Gebildes in 
sich entspricht stets eine lineare principale Transformation der zu dem 
Gebilde gehirigen 4-Function. 

Im Allgemeinen, d. h. wenn iiber die Zahlen a, 6 keine Voraus- 
setzung gemacht wird, lassen sich die Gleichungen (12) offenbar folgen- 
dermassen deuten: 

Ist auf einer Riemann’schen Fliiche eine («, 8) Correspondenz 
gegeben, so leite man aus derselben eine neue Correspondenz ab, in- 
dem man je zwei Stellen x, 2 einander zuordnet, welche derselben 
Stelle y correspondiren. Diese neue Correspondenz muss nun eine 
Werthigkeits-Correspondenz*) sein, deren Werthigkeit y kleiner ist 
als a, falls der urspriinglichen Correspondenz eine principale Trans- 
formation der zur Fliche gehérigen #-Function entsprechen soll. Die 
Ordnung dieser Transformation ist dann 


m= a— yy. 


5. 
Dem soeben citirten Aufsatze des Herrn Frobenius entnehme 
ich nun die folgenden Siitze**): 
Die zu einer principalen Transformation gehorige , charakteristische“ 
Determinante . 


hyy— 1, yyy > ++ lip > Iu » ior** * Jip 


i Be hpi » Ip, +++ Rpp—, Opi > Gpay*** Ipp 
Hi, » Ay,-++ Hip , Gy—r, Gy, -:- Gip 








Hy: =, Hpay:++ App» Gori, Gyn, +++ Gpp-? 


besitzt lauter lineare Elementartheiler und die 2p Werthe von r fiir 


welche D verschwindet, haben siimmtlich den absoluten Betrag //m. 
Einer Correspondenz (a, 6), zu welcher die Gleichungssysteme 


lc. und Wiltheiss: ,,Ueber Thetafunctionen, die nach einer Transformation 
in ein Product von Thetafunctionen zerfallen“, Mathematische Annalen Bad. 26, 
pag. 127, 

*) Siehe C. §. 2. 

**) pag. 273, 281 und 282. 
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(1) (2) der vorigen Nummer gehiéren, entspreche eine principale Trans- 
formation. Fiihrt man dann an Stelle der u,,u,,...up, p geeignete 
lineare Verbindungen dieser Gréssen ein und bezeichnet diese Ver- 
bindungen wieder mit w,, u, ...,, so stellt sich das Gleichungs- 
system (1) der vorigen Nummer in der Form dar: 


(2) >, tly’) = eeme(@) + me, (b=1,2,...p), 
1 

wo die p Gréssen & zusammen mit ihren conjugirt complexen Werthen 
die Wurzeln ry der Gleichung D =O ausmachen. Ist insbesondere 
m==1, so sind die Gréssen & simmtlich EKinheitswurzeln. Da nun, 
wie oben gezeigt, einer (1, 1) Correspondenz immer eine principale 
Transformation mit m= 1 entspricht, so folgt, dass fiir jede solche 
Correspondenz p linear unabhiingige Integrale erster Gattung hestimmt 
werden kénnen, welche den Gleichungen 


(3) u(y) = ety (xz) + am (K=—1,2,...p) 


gentigen, wenn x und y irgend zwei correspondirende Stellen und 
&,) &,.-.-.-& Einheitswurzeln bezeichnen. Diese Gleichungen unter- 
scheiden sich aber nur in der Schreibweise von den Gleichungen (11) 
der Nummer 3, aus welchen unmittelbar die Periodicitiit der mit der 
Correspondenz gleichbedeutenden eindeutigen Transformation gefolgert 
werden konnte. 


6. 
Hier mégen nun noch einige Bemerkungen iiber das zu irgend 
einer (1, 1) Correspondenz gehérige Gleichungssystem 
(1) duzy = &duy,, (k=1,2,. ° - p) 


Platz finden, welches ich jetzt wieder in der bequemeren Schreibweise 
der Nr. 3 angesetzt habe. 

Bezeichnet K die Zahl der Coincidenzen der Correspondenz, so 
ist (nach C. § 10) 


K=2— (hyy + lraa + +++ pp + Gy, + Gay + +++ + Gpp). 
Andererseits ist die auftretende Klammergriésse gleich der Summe der 
Wurzeln der Gleichung D = 0, also gleich 


& te tee fe tent t+ et t+: ge. 


Es driickt sich also die Zahl der Coincidenzen der Correspondenz 
durch die Formel aus: 


(2) K=—2—2e, —e@,—---— & — &-' —e,-'—--- + 8-!. 
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Da die Summe Sat é:~') einer ganzen Zahl gleich ist, so kénnen 
1 


in dem Gleichungssystem (1) nur gewisse Combinationen von Einheits- 
wurzeln auftreten. Ich will in dieser Hinsicht nur den Fall niaher 

2 mi 
betrachten, wo die Periode n eine Primzahl ist. Sei ¢ =e" , so werden 
von den Zahlen & etwa m, gleich e&®—=1, m, gleich ¢é, ... m1 
gleich «"—' werden, wo natiirlich 


(3) My FM, P+ + Mya — p 
ist. Die Formel (2) ergiebt nun 


(4) K=2— 2m, — [(m,-my—1)e+(my--My_g)E?> + + + (Mn mr, e"="], 





Wegen der Irreducibilitiit der Gleichung owe = ist daher noth- 
wendig 
(5) M, — Mn—1 = My + Mya S++ + = Mar HF Mp1. 


2 2, 
Wenn also eine Primzahl ist, treten irgend zwei conjugirt imaginiire 
complexe Kinheitswurzeln zusammengenommen im Gleichungssystem (1) 
gerade so oft auf, wie irgend zwei andere. Der gemeinsame Werth 


der Zahlen (5) findet sich aus (3) gleich 2-2—"*, so dass 


m—i1? 





(6) K=—2—2m, +2.2—" 


n—1 





wird. 

Die Anzahl derjenigen Einheitswurzeln &, welche sich auf + 1 
reduciren, hat in allen Fiillen (ich lasse jetzt die Beschriinkung, dass 
m eine Primzahl sei, wieder fallen) eine einfache Bedeutung. Sie ist 
nimlich stets gleich dem Geschlecht p, der durch die Gleichung 

F (6 ? ¢) =0 
definirten Fliiche R, (vgl. Nr. 2). Zum Beweise bemerke ich zuniichst, 
dass jede Function der Stelle P auf der Fliche R auch als Function 
der entsprechenden Stelle auf der Fliiche R, (und umgekehrt) an- 
gesehen werden kann. In diesem Sinne ist jedes iiberall endliche 
Integral von R, welches die Gleichung du’ = du erfiillt, auch ein 
iiberall endliches Integral von R, und umgekehrt befriedigt jedes 


iiberall endliche Integral von R,, aufgefasst als ein Integral der Fliiche 
R, die Gleichung du’ = du*). 


*) Diese Betrachtung ergiebt zugleich diejenigen Integrale der urspriing- 
lichen Fliche, welche sich, infolge der eindeutigen Transformation der Fliiche in 
sich, auf ein niederes Geschlecht reduciren. 
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Die Bedingung dafiir, dass p, = 0 ist, lisst sich hiernach dahin 
aussprechen, dass sich keine der Kinheitswurzeln & auf die positive 
Einheit reduciren darf. 

Sollen die EKinheitswurzeln & simmtlich unter einander gleich 
werden, so ist dieses nicht anders méglich, als dass sie simmtlich den 
Werth — 1 besitzen; die Riemann’sche Fliiche ist dann hyperelliptisch 
und die Correspondenz ordnet immer zwei solche Stellen einander zu, 
in welchen die zweiwerthige Function der Fliiche denselben Werth 
annimmt. Denn unter der Voraussetzung ¢, = & —--- =, folgt 
aus den Gleichungen (1), dass jedes an der Stelle P von der zweiten 
Ordnung verschwindende Differential erster Gattung auch an der Stelle 
P* von der zweiten Ordnung Null ist, woraus alles Weitere sich 
leicht ergiebt. 


7. 


Die Aufgabe, alle Riemann’schen Fliichen eines gegebenen Ge- 
schlechtes p zu bestimmen, welche eine eindeutige Transformation in 
sich zulassen, kann man dadurch lésen, dass man alle Gleichungen 


F(s", 2) =90 


bestimmt, welche das vorgegebene Geschlecht besitzen, wobei natiir- 
lich zwei Gleichungen, welche in dieselbe Classe gehéren, als nicht 
verschieden angesehen werden. Die Entwicklungen der Nr. 2 lassen 
leicht erkennen, dass die Bestimmung der wirklich verschiedenen 
Gleichungen durch eine endliche Zahl von Versuchen erreicht werden 
kann. Dieselbe Aufgabe liisst sich auch in der Weise behandeln, dass 
man die Riemann’sche Fliiche durch diejenige Curve im Raume von 
p — 1 Dimensionen dargestellt denkt, welche durch den Punkt 


Lyi Hy t++ +t kp — Au, (x): du,(x):-- +: dup(x) 


durchlaufen wird, wenn die Stelle x die Riemann’sche Fliiche be- 
schreibt *). 

Bei diesem Ansatze reducirt sich, den Gleichungen (11) in Nr. 3 
zufolge, die Aufgabe darauf, alle diejenigen der genannten Curven 
herzustellen, deren Gleichungen in sich iibergehen, wenn die Coordi- 
naten mit bestimmten Einheitswurzeln multiplicirt werden. 

Dieser zweiten Behandlungsweise entziehen sich freilich die hyper- 
elliptischen Gebilde, Letztere lassen sich aber leicht auf folgende Weise 


*) Siehe wegen dieser Darstellung der Riemann’schen Fliichen: Weber: 
», Ueber gewisse in der Theorie der Abel’schen Functionen auftretende Ausnahme- 
fille‘, Mathematische Annalen Bd. 13 und namentlich Nither: ,,Ueber die 
invariante Darstellung algebraischer Functionen“, ib. Bd. 17. 
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direct behandeln. Es werde angenommen, dass ein hyperelliptisches 
Gebilde (p > 1) ausser der stets vorhandenen eindeutigen Trans- 
formation, welche die Punkte gleichen Werthes der zweiwerthigen 
Function einander zuordnet, noch eine weitere eindeutige Transforma- 
tion in sich zulasse. Da die zweiwerthige Function z, abgesehen von 
einer linearen Substitution, welcher dieselbe noch unterworfen werden 
kann, eindeutig bestimmt ist, so muss 

, az+b 
(1) [= ett 
sein, wenn 2, 2 die Werthe der zweiwerthigen Function an ent- 
sprechenden Stellen P, P’ bedeuten. Nun ist aber die Transforma- 
tion periodisch und folglich kann durch eventuelle Kinfiihrung einer 
gebrochenen linearen Function von ¢ an Stelle von ¢ erreicht werden, 
dass die Gleichung (1) die einfache Gestalt annimmt: 


(2) o=é-2, 


unter ¢ eine »® Kinheitswurzel verstanden. Dabei ist ¢-von 1 ver- 
schieden und also » > 1, weil anderenfalls die Transformation mit 
der bei einem hyperelliptischen Gebilde stets vorhandenen zusammen- 
fallen wiirde. Sei nun 


(3) s =/R@) 
die Definitionsgleichung der Fliiche, so ist 


dz e-dz R(z) dz 
(4) me os, 


® ~~ Vien  ° V Ree) Vara’ 





und dieser Ausdruck muss ein Differential erster Gattung sein. Also 


ist V ze eine rationale ganze Function von ¢ und folglich eine 


Constante, so dass 
(5) R (ez) = const. R(z) 


wird. Die ganze Function R(z) kann also nur solche Potenzen von 

z enthalten, deren Exponenten (mod. ) congruent sind und folglich 

ist entweder R(z) = R,(e") oder R(g) = 2- R,(e"). Im ersten Falle 
1 


wird s = -+s, im zweiten s —-+ 2". 3%. Es ergiebt sich also der 
Satz: 


»dede hyperelliptische Fliche, welche ausser der stets vorhandenen 
eindeutigen Transformation in sich noch eine weitere solche Transforma- 
tion besitzt, liisst sich durch eine der beiden Gleichungen 

s? = R(z2"), 
s? = 2+ R(e2") 


Mathematische Annalen. XXXII, 20 
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definiren, dergestalt, dass jene Transformation durch die Formeln: 


g@=es, s=7S 
im ersten, und 
1 
, , 2 
a2=>6&@, $=%m:é S 


im zweiten Falle angegeben wird. Dabei bezeichnet y einen der Werthe 
+ 1 und «é eine von + 1 verschiedene n* Einheitswurzel.“ 


8. 


Besitzt eine Riemann’sche Fliche eindeutige Transformationen 
in sich, so bildet die Gesammtheit der letzteren eine Gruppe, indem 
die Zusammensetzung je zweier Transformationen (P, P’), (P’, P”) 
eine dritte Transformation (P, P”) ergiebt. Die Gruppe dieser Trans- 
formationen ist fiir p > 1 stets eine endliche und es erwiichst die 
Aufgabe, fiir ein gegebenes Geschlecht alle Méglichkeiten, welche 
sich hier darbieten kénnen, zu discutiren. Die in der vorigen Num- 
mer besprochene Aufgabe geht aus der jetzt formulirten offenbar 
durch die Einschriinkung hervor, dass man nur cyklische Gruppen be- 
trachten will. Indem ich mich, was die allgemeine Aufgabe betrifft, 
mit der Bemerkung begniige, dass eine grosse Zahl von ausfiihrlich 
studirten Beispielen algebraischer Gebilde mit Gruppen eindeutiger 
Transformationen in sich in der Litteratur tiber Modulfunctionen*) 
vorliegt, méchte ich hier noch einige Siitze entwickeln, welche sich 
auf eine gewissermassen umgekehrte Fragestellung beziehen und die, 
wié mir scheint, fiir die Gleichungstheorie von Wichtigkeit sind. 

Es sei irgend eine endliche Gruppe von N Operationen gegeben. 
Dann giebt es stets algebraische Gebilde, welche eine Gruppe eindeutiger 
Transformationen in sich besitzen, welche mit jener Gruppe von N 
Operationen holoedrisch isomorph ist. 

Zum Beweise bemerke ich zuniichst, dass jeder Gruppe von N 
Operationen eine holoedrisch isomorphe Gruppe von N Vertauschungen 


*) Ich nenne hier statt aller nur die den vorlicgenden Betrachtungen am 
niichsten stehende Arbeit von W. Dyck: ,,Ueber Aufstellung und Untersuchung 
von Gruppe und Irrationalitit reguliirer Riemann’scher Fliichen‘“t, Mathematische 
Annalen Bd. 17, pag. 473. Wegen der weiteren im Texte entwickelten Ideen 
vergleiche man folgende Publicationen von F. Klein: ,,Ueber die Auflisung 
gewisser Gleichungen vom siebenten und achten Grade“, Mathematische Annalen 
Bd. 15, pag. 251; ,,Vorlesungen iiber das Ikosaeder und die Auflisung der Glei- 
chungen vom fiinften Grade“ (Leipzig, 1884), sowie den neuerdings erschienenen 
Aufsatz: ,,Zur Theorie der allgemeinen Gleichungen sechsten und siebenten 
Grades“‘, Mathematische Annalen, Bd. 28, pag. 499. 
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von ebensovielen Dingen entspricht, Man bezeichne niimlich die 
Operationen mit 
%q, Ty, %y,++- Uy-r, 


dann werden die Operationen 
LX, VX,,. ++ UUn-1 


in irgend einer Reihenfolge mit den urspriinglichen Operationen 
identisch sein. Ordnet man nun der Operation 2; diejenige Vertau- 
schung der Buchstaben 2, 2,,...%y-1 wu, welche a durch 2; 2% 
ersetzt, so wird das hierdurch definirte System von Vertauschungen 
der vorgelegten Gruppe holoedrisch isomorph sein. Deutet man jetzt 
Ce See Se | 

als Coordinaten eines Raumes von N— 1 Dimensionen und bildet 
irgend eine algebraische Curve dieses Raumes, welche in sich iibergeht, 
wenn die Coordinaten 2, 2,,...%y-1 den genannten Vertauschungen 
unterworfen werden, so wird diese Curve offenbar ein algebraisches 
Gebilde von der im Satze angegebenen Beschaffenheit definiren. 

Die in diesem Beweise zugleich enthaltene Methode zur Her- 
stellung der betreffenden algebraischen Gebilde wird man in beson- 
deren Fallen natiirlich durch einfachere Methoden ersetzen kénnen. 
Handelt es sich beispielsweise um die Gruppe der Vertauschungen 
von » Dingen y,, ¥,;,-. + Ya—1, 80 wird die durch die n — 2 Glei- 


chungen: 

YM +H te'+¥i=0 

Yo +y;? +:--+y¥_,=0 

GC? +o ++: + EO 
definirte einfach ausgedelinte algebraische Mannigfaltigkeit die in den 
Vertauschungen der y bestehenden eindeutigen Transformationen in 
sich zulassen. 

Bei einer vorgelegten Gruppe wird es sich nun darum handeln, 
die einfachsten algebraischen Curven aufzufinden, welche eine isomorphe 
Gruppe eindeutiger Transformationen besitzen. Als solche einfachste 
Curven definire ich diejenigen, welche das kleinst mégliche Geschlecht 
aufweisen. Dieses Minimalgeschlecht kann, da es durch die Gruppe 
eindeutig bestimmt ist, als das ,Geschlecht der Gruppe“ bezeichnet 
werden. Z. B, hat die Gruppe der geraden Vertauschungen von fiinf 
Dingen das Geschlecht Null, weil es eine Riemann’sche Fliche vom 
Geschlecht Null — die Kugel — giebt, welche ein holoedrisch isomorphes 


System von eindeutigen Transformationen — das System der Ikosaeder- 
substitutionen — zulisst. 
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Wenn das Geschlecht einer Gruppe gleich p ist, so gicbt es immer 
ein der Gruppe holoedrisch isomorphes System linearer Substitutionen 
bei p homogenen Variabeln und ein solches System ganzzahliger linearer 
Substitutionen bei 2p Variabeln. 

Denn jeder eindeutigen Transformation einer Riemann’schen Fliche 
in sich entspricht eine lineare homogene Substitution der p Differentiale 
erster Gattung du,, du,,...du, und eine principale Transformation 
der zugehérigen #-Function. 


Koénigsberg i. Pr., den 12. Miirz 1887. 














Elementarer Beweis fiir die Darstellbarkeit der elliptischen 
Functionen als Quotienten bestandig convergenter Potenzreihen. 


Von 


Apvotr Kyeser in Breslau. 


In seinem Werke ,,Traité des fonctions elliptiques (Paris 1886) 
hat Herr Halphen die Theorie der elliptischen Functionen von den 
Integralen ausgehend vollstiindig und strenge durchgefiihrt, ohne irgend- 
welche Satze der eigentlichen Functionentheorie, insbesondere ohne den 
allgemeinen Begriff des analytischen Zusammenhangs und die Theorie 
des Integrals mit complexem Integrationswege als bekannt vorauszu- 
setzen; vielmehr werden neben den Grundbegriffen der Differenzial- und 
Integralrechnung nur die einfachsten Sitze tiber das Operiren mit con- 
vergenten Potenzreihen angewandt. Bei dieser Darstellungsweise werden 
einige Weitliufigkeiten dadurch yerursacht, dass z. B. die Function gu zu- 
nachst nur fiir reelle Argumente, dann durch neue Definitionen successive 
fir rein imaginire und complexe Argumente erklirt werden, und jedes- 
mal fiir die definirte allgemeinere Function das Fortbestehen der Funda- 
mentaleigenschaften, insbesondere die Giiltigkeit des Additionstheorems 
nachgewiesen werden muss. Analoge Entwicklungen miissen fiir die 
Function ¢u, d. h. das Integral zweiter Gattung als Function des 
Integrals erster Gattung, sowie fiir die Function ou durchgefiihrt 
werden, und gestalten sich besonders bei letzterer etwas untiber- 
sichtlich. 

Diese Betrachtungen kénnen, ohne den Kreis der von Herrn 
Halphen benutzten elementaren Beweismittel zu verlassen, dadurch 
abgekiirzt werden, dass man zwar zunichst die zu untersuchenden 
Functionen von den Integralen ausgehend fiir ein beschriinktes Gebiet 
reeller Argumente definirt, sie dann aber gleich zu Anfang der Theorie 
durch Potenzreihen oder Quotienten von Potenzreihen darstellt, welche 
sich als bestiindig convergent erweisen, also auch noch tiber jenes be- 
schriinkte Gebiet hinaus einen bestimmten Sinn behalten; diese Reihen 
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liefern dann offenbar in der einfachsten Weise die erweiterte Definition 
der betrachteten Functionen fiir beliebige Werthe des Arguments. Dass 
die so erhaltenen allgemeineren Functionen dieselben Fundamentaleigen- 
schaften besitzen, wie die zuerst eingefiihrten specielleren, ergiebt sich 
allgemein auf Grund des Satzes, dass eine Potenzreihe in ihrem ganzen 
Convergenzbereich den Werth Null hat, wenn dies fiir ein beschrinktes 
Gebiet reeller Argumente der Fall ist. 

Die hiermit angedeutete Methode, die elliptischen Functionen be- 
liebiger Argumente einzufiihren, ist im Wesentlichen von Herrn 
Weierstrass in § 9 seiner ,,Theorie der Abel’schen Functionen“ 
(Crelle’s Journal Bd. LII p. 346) angegeben, wo insbesondere ein 
ganz elementarer Beweis fiir die Darstellbarkeit der Jacobi’schen Func- 
tionen sinam etc. als Quotienten bestiindig convergenter Potenzreihen 
geliefert wird. Kin von dem Weierstrass’schen verschiedener Beweis 
dieser Darstellbarkeit, der sich eng an die Rechnungen der ,,Funda- 
menta nova“ anschliesst, bildet den Inhalt der ersten Paragraphen der 
vorliegenden Abhandlung; sodann werden die analogen Entwicklungen 
fiir die Functionen gu, €u, ou durchgefiihrt, und, um die vollstindige 
Kette der Priimissen iibersichtlich zu machen, im Anschluss an La- 
grange ein elementarer Beweis fiir das Additionstheorem der Function 
gu hinzugefiigt. Dabei bildet durchgehends die Beschriinkung auf 
einen mdglichst eng begrenzten Kreis von Beweismitteln das Haupt- 
ziel der Untersuchung. 


§ 1. 
Einfihrung der Functionen O(u), H(u). 
Durch die Gleichung 


Le 


: 0 
= J Va—a) G— at’ 
v0 


in welcher & ein reeller echter Bruch ist, wird fiir hinreichend kleine 
reelle Werthe von x, wenn man stets den positiven Werth der Quadrat- 
wurzel nimmt, die Grosse « als eindeutige und stetige Function von 
x definirt, welche gleichzeitig mit x wiichst und abnimmt, sodass zu 
zwei verschiedenen Werthen von x stets zwei verschiedene Werthe 
von « gehéren. Es ist also auch umgekehrt x eine eindeutige und 
stetige Function von w fiir alle reellen Werthe dieser Grésse, deren 
absoluter Betrag eine hinreichend klein gewihlte positive Grésse nicht 
iibersteigt; man bezeichne den Inbegriff dieser Werthe von uw durch 
(U) und fiir jeden derselben den bestimmten zugehérigen Werth von 
x durch sn w. Dann besteht offenbar die Differenzialgleichung 


(1) (sn’u)? = (1 — sn?) (1 — k* sn?u), 
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und da entgegengesetzte Werthe von « auch entgegengesetzte Werthe 
von « ergeben, so ist 
(2) sn(— w) = — sn u. 

Nun sei fiir den Fall, dass die drei Gréssen uw, v, u+v dem 
Gebiet (U) angehéren, die Formel 


’ ’ 
snw sn'v + snv sn u 
sn(u + v) = 1 — k* sn®u sn? 





bewiesen, etwa nach der elementaren Methode, welche Herr Darboux 
angegeben und Herr Bertrand in seinem ,,Traité de calcul intégral“ 
reproducirt hat. Dann ergiebt sich mit Beriicksichtigung der Gleichung 
(1), indem man Ziihler und Nenner des Ausdrucks sn(m + v) mit der 
Differenz snw sn'v — snv sn’u wultiplicirt, 
2 sn?u — sn? v 
(3) a(s-+%)—— emma 

Aus dieser Formel kann man das Additionstheorem der Integrale 
zweiter Gattung nach einer Methode ableiten, welche Herr Schellbach 
in § 106 seines Werkes ,,Die Lehre von den elliptischen Integralen etc.“ 
(Berlin 1864) angewandt hat. Setzt man nimlich u——t, u+v— vw, 
so gehéren auch die Gréssen w, ¢, w-+¢ dem Gebiet (U) an, und 
aus den Formeln (3) und (2) folgt sofort: 

sn*(w -+- ¢) — sn?¢ = snw(snt sn’ (w + #4) + sn’t sn(w + #)) 

= snw-: £ (sné sn(w + 2). 


Integrirt man hierin von 0 bis ¢, so ergiebt sich 
t 


t 
Joe + t) dt —{ sn?¢dt = snw sné sn(w + 2), 
.U 


oder in anderer Form 


w+t w 


pte t : es t 7 
(4) J steae — f suede — fsnteai — f seat — font dt 4 
w 0 0 0 0 


= snw snt sn(w + 2). 


Setzt man nun mit Jacobi, indem man durch K und E die voll- 
stindigen Integrale erster und zweiter Gattung bezeichnet, 


Z(u) —fa — k sn?u) du— + u, 
0 


so ist die Function Z(w) ebenso wie snw fiir alle dem Gebiet (U) an- 

gehdrigen Argumente definirt, und geniigt der Gleichung , 

(5) Z(— u) = — Z(w). Y 
21* 
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Gehéren dann die Werthe uw, v, u+v, «w—v dem Gebiet (U) an, 
so erhailt man aus den Gleichungen (4) und (5) die Additionstheoreme 
6 Z(u + v) = Z(u) + Z(v) — # snw snv sn(u + v), 

(6) Z(u — v) = Z(w) — Z(v) + & snw snv sn(u — v). 

Addirt man diese Gleichungen und beriicksichtigt das Additionstheorem 
der Function snu, so ergiebt sich 


(1) Zw) + Z(w— 0) — 2Z(u) — —PE mueniomn 
= lg(1—k* sn?u sn? v). 


Setzt man ferner mit Jacobi, indem man durch 0(0) eine von 
Null verschiedene Constante bezeichnet, 


tu 
(udu 


Jz ° 
O(u) = 0(0) & , H(w) = Vk snu - O(u), 
sodass auch die Functionen © und H fiir das Gebiet (U) definirt 
sind und die Gleichung 
(8) O(— u) = O(u) 
besteht, so kann die Formel (7) in folgende Gestalt gebracht werden: 
d 


_ (Ig O(w+-v) + lgO(u—v) — 21gO(u)) = 3 Ig(1—# sn?u sn’). 


Hieraus folgt durch Integration 
O(u + v) O(u — v) = VO?(u) (1 — K* sn?u sn?v), 


wo V eine von uw unabhiingige Grosse ist; setzt man speciell « = 0 
und beriicksichtigt die Gleichung (8), so ergiebt sich 
(9) Vex ory ©2(0) O(u-+v)O(u —v) = ©? (u) ©? (v) (1—K?sn2usn2v). 
Die Ableitung dieses Resultats aus den Formeln (6) hat Herr Ticho- 
mandritzky in Bd, XXII dieser Annalen p. 452 angegeben. 

Multiplicirt man die letzte Gleichung mit der aus dem Additions- 
theorem der Function sn u folgenden 

k sn(u + v) sn(u — v) = as = ° 

und substituirt allgemein 
1 H(w) 


(10) sn = He Ow) ? 


so erhilt man, wie schon Jacobi in § 61 der ,,Fundamenta neva“ be- 
merkt hat, das Resultat 


(11) ©7(0) H(w + v) H(u — v) = H?(u) O?(v) — H?(v) 0? (uw). 
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Eine ahnliche Gestalt kann man offenbar durch die Substitutionen 
(10) der Formel (9) geben: 


(12) ©7(0) O(u + v) O(w — v) = O?(u) O?(v) — H®(w) H?(v). 
Jetzt werde die Gleichung (11) nach u« differenzirt und in der resul- 


tirenden sowie der Gleichung (12) die Annahme u =v gemacht; dann 
ergiebt sich 


(13) H’(O) 0?(0) H(2u) = 2H(w) O(w) (O(e) H’ (uw) — H (u) O' (e)) 
04(0) O(2u) = Ot(w) — H4(w). 


Dabei ist die neue Voraussetzung einzufiihren, dass auch 2u eine 
Grésse des Gebiets (U) sein muss, fiir welches allein die eingefiihrten 
Functionen definirt sind. 

Die Gleichungen (13) ergeben nun einen ersten Beweis fiir die 
Darstellbarkeit der Function snw als Quotient zweier bestiindig con- 
vergenter Potenzreihen. Denn aus der Gleichung 


snw 
“ dx 
Va — a) (i — Ra) 


folgt offenbar leicht, dass die Function snw fiir alle dem absoluten 
Betrage nach hinreichend kleinen Argumente w in eine convergente 
Potenzreihe entwickelt werden kann; hieraus schliesst man auf Grund 
der aufgestellten Definitionen, dass dasselbe von den Functionen Z (1), 
O(w), H(w) gilt. Die Potenzreihen, welche fiir O(u), H(«) erhalten 
werden, miissen aber infolge der Gleichungen (13) bestiindig con- 
vergiren, also noch iiber das Gebiet hinaus, fiir welches zuniichst die 
Functionen ©, H definirt sind. Da nun die Gleichung 





any == 2 8) 
VE Ou) 
besteht, so ist eine Definition der Function snw fiir beliebige Argu- 
mente unmittelbar gegeben, und die Darstellbarkeit dieser Function 
als Quotient zweier bestiindig convergenter Potenzreihen bewiesen. 
Indessen benutzt diese an die Gleichungen (13) gekniipfte Schluss- 
reihe analytische Siitze, deren strenge Begriindung genauere Unter- 
suchungen tiber Summen von unendlich vielen Potenzreihen voraussetzt. 
Die Berufung auf diese Siitze entbehrlich zu machen und den Umfang 
der nothwendigen Beweismittel genauer zu priicisiren, ist das Ziel der 
zunichst folgenden Untersuchungen. 
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§ 2. 
Allgemeine analytische Hiilfssitze. 


Bezeichnet man eine nach Potenzen von wu fortschreitende Potenz- 
reihe, welche fiir von Null verschiedene Werthe wu convergirt, schlecht- 
hin als ,,convergent“, so kann man zunichst einige spiiter zu ver- 
wendende Siitze elementaren Charakters in folgender Weise formuliren. 

(1) Eine convergente Potenzreihe verschwindet nur dann fiir alle 
reellen dem absoluten Betrage nach unter einer gewissen Grenze 
liegenden Werthe des Arguments, wenn die simmtlichen Coefficienten 
den Werth Null haben. 

(IL) Eine endliche Anzahl nach Potenzen einer und derselben Grosse 
fortschreitender, in irgend einem Bereich (w) convergenter Potenz- 
reihen kénnen wie endliche Summen addirt, subtrahirt und multiplicirt 
werden, und ergeben als Resultat einer endlichen Anzahl solcher 
Operationen eine im Bereich (w) convergente Potenzreihe. 

(III). Eine convergente Potenzreihe kann gliedweise differenzirt 
und integrirt werden; Ableitung und Integral sind ebenfalls con- 
vergente Potenzreihen, 

Die beiden letzten Siitze beweist man wohl am einfachsten auf 
Grund der Bemerkung, dass eine convergente Potenzreihe a, + a,u 
+a,uv? +--+ stets durch eine Substitution «— av in eine solche 
umgewandelt werden kann, bei welcher von einem gewissen Gliede an 
die absoluten Betriige aller Coefficienten echte Briiche, die einzelnen 
Glieder also absolut kleiner sind als die entsprechenden der Reihe 
I+v+v?+.----+ Ueber die Convergenz- und Werthverhiiltnisse 
dieser letzteren kann man sich aber bekanntlich durch elementare Be- 
trachtungen orientiren; vergleicht man mit ihrem Rest den der Reihe 
a + a,av-+ a,0°v? +--+, so ergiebt sich der Satz (II) und die 
gleichmiissige Convergenz der Reihe a, + a,u-+ a,u®>-+ ---; aus 
dieser folgt aber, dass man gliedweise integriren und hieraus, dass 
man auch gliedweise differenziren darf, womit der Satz (III) bewiesen 
ist. — Mit ebenso elementaren Mitteln kann auch der Satz (I) ab- 
geleitet werden; vgl. Stolz, Vorlesungen iiber allgemeine Arithmetik 
Bd. I p. 283. 

Eine positive Grésse « hat die angegebene Beschaffenheit, 
wenn die Reihe a,-+a,u-+--- unter der Voraussetzung |u| < a 


convergirt; dann convergirt die Reihe a, + a,av + a,a*v?+--., 


sobald |v] <1 ist, und in der abgeleiteten Reihe a,a + 2a,a?v 
+ 3a,a%v? +--+ ist von einem gewissen Gliede an jeder Coefficient 
dem absoluten Betrage nach nicht grésser als der entsprechende der 
Reihe 1+ 20+ 3v?+.----+ Da nun diese bekanntlich unter der 
Bedingung |v| <1 convergirt, so gilt dasselbe fiir die Reihe 
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a,a + 2a,0°v +--+, und wenn man wieder av =u setzt, so folgt, 
dass die Reihe a, + 2a,u + 3a,u*? +--+ convergirt, sobald |u| << « 
ist. Daraus ergiebt sich, 

(IV) dass der Convergenzkreis einer Potenzreihe nicht grésser ist 
als der ihrer Ableitung. 

Mit Hiilfe dieser vier verhaltnissmissig elementaren Siitze modge 
noch ein fiinfter von speciellerer Natur bewiesen werden, der ge- 
wohnlich aus schwerer zu beweisenden allgemeinen Sitzen gefolgert 
wird, der Satz niimlich 

(V) dass zu einer beliebig gegebenen convergenten Potenzreihe 
p(w) eine zweite f(u) gefunden werden kann, welche gleichfalls con- 
vergent ist und der Gleichung 


(1) FO). = 9(u) 
geniigt. 
Setzt man zum Beweis dieser Behauptung 
p(U) = a + a, U + au? ++, 
und nimmt an, es existire eine convergente, der Gleichung (1) ge- 
niigende Potenzreihe 


fu) = Dy + Bye + Bye? f+ 
so ergiebt sich mit Riicksicht auf die Siitze (IIT), (II) und (1) 


(2) by + 2d, 6 + 3d, 0? + +++ == (ay + ay + +++) (Do + O,U+ ++) 

(A + 1) Baya = Doan + Baan + +++ + daa, 
fiir jeden Index 4; wenn umgekehrt die simmtlichen Gleichungen (2) 
bestehen, und f(«) eine convergente Potenzreihe ist, so besteht die 
Relation (1). Dabei sind alle Gréssen b, bestimmt, sobald man by 
willkiirlich fixirt hat. 

Wenn nun zuniichst die absoluten Betriige von a), b, echte Briiche 
sind, und, was bei der Convergenz der Reihe (uw) méglich ist, eine 
positive Zahl « so gross gewihlt wird, dass allgemein |a,| << « ist, 
so lehren die Gleichungen (2), in welchen rechts 4 + 1 Summanden 
stehen, dass aus den Ungleichungen 

[Bol <1, |B L<1, [bo] <a, [bs] <a, +++ [ba] <a 
unter der Annahme « > 1 die weitere Ungleichung |bj4:| < a folgt; 
es sind also die Coefficienten der Reihe f(w), wenn man sie den 
Gleichungen (2) entsprechend bestimmt, beziehentlich dem absoluten 
Betrage nach kleiner, als die entsprechenden Coefficienten der con- 
vergenten Reihe 1+ u-+au?+ a?ui+ ---; die Reihe f(u) ist 
somit convergent und geniigt der Gleichung (1). 

Hat man dagegen die Ungleichung |a,| > 1, so setzt man 
einfach 
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p(u) = ay + a, + au + au? +--- 
wo |a.'|< 1 ist, und bestimmt, was nach dem Obigen méglich ist, 
eine convergente Potenzreihe g(w) durch die Forderung 
g (u) = g(u) (ao" + a,u + ae? + ---); 
dann geniigt die Function 
f(u) = er“ g(u), 
welche nach dem Satze (II) in eine convergente Potenzreihe entwickelt 


werden kann, der Gleichung (1), womit der Satz (V) allgemein be- 
wiesen ist. 


§ 3. 
Entwicklung der Function snw nach Potenzen von w. 


Nach diesen allgemeinen Vorbereitungen kann ohne Heranziehung 
weiterer analytischer Siitze die Entwickelbarkeit der Function « = snu 
in eine convergente Potenzreihe nachgewiesen werden. 

Diese Function geniigt nach § 1 der Differenzialgleichung 
(1) aw? == (1 — 2?) (1 — ha); 
es werde statt ihrer die allgemeinere Function y untersucht, welche 
der Gleichung 


(2) y* = (1+ ay*) (1 + By’) 

geniigt und wie snw eine ungerade Function von « ist; ihre Ableitung 
habe ebenso wie sn’u fiir w= 0 den Werth 1. KExistirt eine solche 
Function, so kann sie nach ganzen positiven Potenzen von w nur in 
folgender Weise entwickelbar sein: 


(3) y= Qutegw+toaw+-- qg=l. 
Aus der Gleichung (2) ergiebt sich nun unmittelbar 
(4) y =(@+ B)y + 2aBy’, 


und hieraus, indem man die Entwicklung (3) einsetzt und auf Grund 
der Siitze (IIT) und (I) die Coefficienten von w?4+* auf beiden Seiten 
gleichsetzt, 


(5) (2A 4.3) 2A + 2) cxyr = (@ FB) + 2aB >” Cuevey} 
4%@ 
dabei ist rechts iiber alle Systeme nicht negativer ganzer Zahlen 
#, ¥, @ zu summiren, welche der Bedingung 
Qu +1)+(2y+1)4+ 2e+1)—2241 

geniigen, so dass keine der Zahlen w, v, 9 den Werth A iiberschreiten 
kann, Unter der eingefiihrten Annahme c, = 1 sind also simmtliche 
Coefficienten c, eindeutig bestimmt, und die mit ihnen gebildete Reihe 
'(3) geniigt, wenn sie convergirt, der Differenzialgleichung (4). 
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In der Recursionsformel (5) ist besonders zu beachten, dass ihre 
rechte Seite, als ganze Function der Argumente a, B, ¢), ¢,, +++, ea 
betrachtet, nur positive Coefficienten besitzt. Bezeichnet man also 
durch O,, C,, +--+ CQ, positive Gréssen, bestehen ferner die Un- 
gleichungen 

1>|e|, L2>|Bl, Q2zlel, QAlal,--- A2Blal 
gentigen, und setzt man 
(6) (24 4 3) (24 + 2) Cyr = 2G +2 >'G.GQ, 
He 
indem man iiber w, v, @ in derselben Weise wie in der Formel (5) 
summirt, so ist Cj,; eine positive Grésse und besteht die Ungleichung 


Crys > |Ca4s|. 


Setzt man speciell «a——1, B= —k?, C,=1 und definirt alle 
Gréssen C,, C,,+-- successive durch die Gleichungen (6), so sind 


offenbar die Ungleichungen 
1>|\e|, 1>|Bl, G>\c|, 


da ¢)= 1 und & ein echter Bruch ist, erfiillt; geht also unter diesen 
Annahmen ¢, in ¢,' tiber, sodass die Reihe 


e=u+ew+te/u--., 
wenn sie convergirt, der Differenzialgleichung 

av’ = — (1+ kh) e+ 2ha' 
geniigt, so ist allgemein 

C, => | cy’ | : 
Nun ist die Reihe 

(7) e=Cu+Cw+O,u'+--. C—1 
wenn sie convergent ist, ein Integral der Differenzialgleichung 
(8) a” = 2¢ + 22°, 


da auf beiden Seiten die Coefficienten gleich hoher Potenzen von u 
infolge der Formeln (6) gleich sind. 

Hieraus folgt durch Integration, wenn man durch a eine Con- 
stante bezeichnet, 


2? =a + 22 + 24, 
und da fiir «0 die Gleichungen z= 0, 2’ = 1 bestehen, so folgt 
a= 1, also 
(9) a =1-+ 2? 
Unter der Voraussetzung also, dass die Entwicklung (7) convergirt, 
besteht die Gleichung (9); umgekehrt folgt aus dieser offenbar die 


Ooo 
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Gleichung (8). Wenn aber eine der Gleichung (9) geniigende con- 
vergente Entwicklung von der Form (7) existirt, so ist dieselbe mit 
der Entwicklung (7) identisch, da diese durch ihre Form und die 
Differenzialgleichung (8) die Recursionsformel (6) ergiebt, welche die 
Coefficienten unter den Annahmen C, —1 in eindeutiger Weise be- 
stimmt. 

Versucht man demgemiiss, der Gleichung (9) durch eine Reihe 
von der Form (7) zu geniigen, so ergiebt sich auf Grund der Siitze 
(I), (11), (III) die Recursionsformel 


(10) (24 + 1) Caps = GG + OC, G2 +--+ Gi, 


Diese Formel lehrt, dass Cj, positiv und nicht grésser als Eins ist, 


wenn dasselbe von jeder der Gréssen C,, C,, --+ C, gilt; da nun 
C, = 1 ist, so folgt allgemein 
0<Q<1. 


Die Reihe z= Cyu+C,u3-+---, in welcher C,=1 und die iibrigen 
Coefficienten durch die Gleichungen (10) bestimmt sind, convergirt 
also sicher, sobald |u| << 1 ist, und geniigt infolge der Formeln (10) 
den Differenzialgleichungen (9) und (8). Da nun diese Reihe, wie 
schon bemerkt, mit der friiher betrachteten Reihe (7) identisch ist, 
die Zeichen C, also jetzt dieselbe Bedeutung haben wie vorher, so 
folgt aus den Ungleichungen C, > |c,'|, dass auch die Reihe 


(11) e=ute'w—+ejwe+--- 
fiir von Null verschiedene Werthe von u convergirt und der Differenzial- 
gleichung 

“= —(1+Rh)2+ 2h'2 
geniigt. Hieraus ergiebt sich mit Beriicksichtigung der fiir u—0 
bestehenden Gleichungen «=O, & = 1 

xg? =(1 — a2?) (1 — Kz’). 

Aus der Darstellung (11) folgt ferner nach dem Satze (III) 
a —1=—3e,/u? + 5e/u' +--+, 

wo die Glieder der rechten Seite wegen der Ungleichungen 
(12) la’|<G<1 
einzeln dem absoluten Betrage nach nicht grésser sind als die ent- 
sprechenden der leicht summirbaren Reihe 3u? + 5u‘ + Tu®+ -- 
Vergleicht man mit der Summe dieser Reihe den absoluten Betrag der 
Differenz x — 1, so ergiebt sich, dass dieser fiir alle Argumente wu, 
deren absoluter Betrag eine gewisse Grenze nicht iibersteigt, unter 
einer beliebig gegebenen positiven Grésse verbleibt. Fiir die be- 
zeichneten Argumente u besteht somit, wenn man die Quadratwurzel 
positiv nimmt, die Gleichung 
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1 _ dw 1 
ede ~~ Via) Gat)’ 
wodurch die Identitiit des Ausdrucks (11) mit der in § 1 definirten 
Function sn « evident wird. Fiir alle reellen Werthe des Arguments 
also, welche dem absoluten Betrage nach eine gewisse positive Grosse 
nicht tiberschreiten, besteht die convergente Entwicklung 
shu=utew—+ew +--+, |a|<l. 

Beiliufig bemerkt ist z—=tg wu; mit Riicksicht auf die Ungleichungen 
(12) folgt also, dass die Coefficienten in der Potenzreihenentwicklung 
von sn « dem absoluten Betrage nach nicht grésser sind als die ent- 
sprechenden der Potenzreihe tg u, welche in bekannter Weise durch 
die Bernoulli’schen Zahlen ausgedriickt werden kénnen. 





§ 4. 
Die Function sn« als Quotient zweier bestindig convergenter 
Potenzreihen. 


Aus der erhaltenen Entwicklung der Function sn w folgt nach den 
Siitzen (II) und (III) auch die Entwickelbarkeit der von sn? « und 
Z(u) in convergente Potenzreihen. Dann kann man auf Grund des 
Satzes (V) eine convergente Potenzreihe f(w) bestimmen, welche der 
Gleichung sal 

Uu 
a == Z(t) 
geniigt und offenbar nur bis auf einen constanten Factor bestimmt ist; 
da nun aus dieser Gleichung folgt 





Ig f(u) =a + fZ(w) du, 


wobei a eine Constante ist, so ergiebt sich mit Riicksicht auf die in 
§ 1 gegebene Definition der Function O(w), dass die Differenz der 
Gréssen lg f(w) und lg O(w) von w unabhingig sein muss, Bei passen- 
der Bestimmung des in der Reihe f(w) noch willkiirlichen Factors 
kann man also setzen 

O(u) = f(u), 


d. h. die Grésse O(w) kann ebenfalls in eine convergente Potenzreihe 
entwickelt werden. Dasselbe gilt dann nach dem Satze (II) von der 
Function 

H(w) = Vk sn w- O(u). 


Ersetzt man nun u durch : in den Formeln (13) des § 1, welche 


fiir ein hinreichend beschriinktes Gebiet reeller Werthe von wu bewiesen 
waren, so erhilt man 
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H (0) 0) HH) —24(5) (3) (9(5)# (S) — HCG) ®(G) 
61(0) O(u) = o1(“) _ Ht (“) 


und der Satz (1) ergiebt, dass diese Gleichungen, wenn fiir 0, H die 
Potenzreihenentwicklungen eingesetzt werden, identisch bestehen, d. h. 
in jeder von ihnen beiderseits die Coefficienten gleich hoher Potenzen 
von « dieselben sind. — Jetzt sei A eine derartige positive Grésse, 
dass beide Reihen O(w), H(w) convergiren, sobald ju| < A ist; dann 


convergiren die Reihen 0 (“ ,H “) unter der Voraussetzung |x <2A; 
gi 5) 2 g 


da ferner nach dem Satze (IV) der Convergenzkreis der Reihen 0’, H’ 
nicht kleiner ist als derjenige der Reihen 0, H, so convergiren alle 
auf der rechten Seite der Gleichungen (1) auftretenden Reihen, sobald 
|u| < 2A ist. Unter dieser Annahme sind also stets auch die Reihen 
O(u), H(w) convergent. — Man kann jetzt die an die Gleichungen (1) 
gekniipfte Schlussreihe wiederholen, indem man A durch 2A ersetzt 
und erhialt dann das Resultat, dass die Reihen O(w), H(w) schon unter 
der Voraussetzung |u| < 4A convergiren, u. s. f.; durch Fortsetzung 
dieses Schlussverfahrens ergiebt sich, dass diese Reihen bestindig con- 
vergent sind. 

Urspriinglich waren aber die Functionen O(u), H(w) ebenso wie 
sn w nur fiir das Gebiet (U) definirt; fiir hinreichend kleine reelle 
Werthe des Arguments kénnen sie, wie gezeigt, durch Potenzreihen 
dargestellt werden, welche fiir jeden Werth von uw convergiren, also 
auch tiber das Gebiet (U) hinaus einen bestimmten Sinn behalten. 
Man kann also jetzt allgemeinere Definitionen aufstellen, indem man 
zunichst durch die abgeleiteten Potenzreihenausdriicke fiir O(w), H() 
diese Functionen fiir beliebige complexe Argumente erklirt; dann 
liefern die Gleichungen 


(1) 


sn u = 7. Bar? Z(u) = oa 

unmittelbar die allgemeineren Functionen sn w und Z(u). Diese Aus- 
driicke ergeben fiir alle hinreichend kleinen reellen Werthe von u die 
friiher betrachteten specielleren Functionen; fiir diese Werthe besteht 
also z. B. die Differentialgleichung 

(2) (sn’ w)? = (1 —sn? w) (1 —K* sn? u), 

oder es ist 


(3) (H’(u) Ow) — H(u) 0’ (u))? — (KO? (wu) — H? (u)) (0? (we) — KH? (@)). 


Dann ergiebt der Satz (1) die Giiltigkeit der Gleichung (3) fiir jeden 
Werth von uw; mithin geniigt auch die eingefiihrte allgemeinere Func- 
tion sn u der Differentialgleichung (2). Aus dieser aber kann durch 











a 














— Qa 
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Differenziren und Integriren das Additionstheorem hergeleitet werden, 
sodass dasselbe auch fiir beliebige Argumente uneingeschrinkte Geltung hat. 

Nachdem die zu betrachtenden Functionen fiir jeden Werth der 
unabhingigen Variabeln definirt sind, kann man in aller Strenge die 
Gréssen sn ui, Z(wi), O(ut) vermittelst der einfachen in den §§ 19 
und 56 der ,,Fundamenta nova“ angegebenen Rechnungen durch Func- 
tionen reeller Argumente ausdriicken und aus den erhaltenen Resultaten 
die Periodicitiitseigenschaften ableiten; sodann erhilt man nach der 
Methode der $§ 57 und 61 der ,,Fundamenta“ die Functionalgleichungen, 
denen die Functionen ©, H geniigen, und aus diesen die Darstellung 
der Functionen enw, dnu. Letztere Entwicklungen haben bei Jacobi 
insofern eine Liicke, als die Function O(#), wenn man von den Pro- 
ductausdriicken absieht, fiir complexe Argumente nirgends definirt oder 
durch die Functionen reeller und rein imaginiirer Argumente aus- 
gedriickt wird; diese Liicke wird offenbar durch die hier gegebenen 
Betrachtungen ausgefiillt. 

Will man endlich die Functionen ©, H durch die bekannten 
trigonometrischen Reihen darstellen, so muss man entweder aus der 
Theorie der Fourier’schen Reihen als bekannt voraussetzen, dass eine 
reellperiodische Function auf eine einzige Weise in eine trigonometrische 
Reihe entwickelt werden kann, oder man muss die in § 62 der ,,Funda- 
menta“ gegebene Ableitung als heuristisch betrachten, und von den 
einmal erhaltenen 9-Reihen ausgehend ohne weitere Voraussetzungen 
in der Weise der nachgelassenen Vorlesungen von Jacobi beweisen, 
dass die 9-Quotienten mit den elliptischen Functionen, und zwar 
solchen beliebigen Moduls identificirt werden kénnen. Bei diesem Nach- 
weis wiirde von analytischen Siitzen, wenn man sich auf reelle, echt 
gebrochene Moduln beschriinkt, nur noch als bewiesen vorauszusetzen 
sein, dass zwei absolut convergente Reihen stets wie endliche Summen 
gliedweise multiplicirt werden kénnen. 


§ 5. 
Definition und Additionstheorem der Function ¢ u. 


Um den bisherigen analoge Entwicklungen fir die von Herrn 
Weierstrass eingefiihrten Functionen bewerkstelligen zu knnen, werde 
zuniichst w als zweiwerthige Function von s definirt durch die Gleichung 


“= J ———-_—-——- 


J Vie —nt—o' 


in welcher g,, g, beliebige reelle Constanten sind, die untere Grenze s 
grésser ist als die grésste reelle Wurzel der Gleichung 


45° — 9.8 — gg = 0 
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und die Quadratwurzel wiihrend der ganzen Integration mit einem und 
demselben Zeichen genommen wird. Giebt man der Grésse s immer 
groéssere Werthe und nimmt das Radical fiir alle diese Werthe mit 
demselben Zeichen, so nihert sich der erhaltene Werth von w je nach 
der Wahl des Zeichens entweder bestindig abnehmend oder bestiindig 
wachsend dem Grenzwerth Null, sodass zwei verschiedene Werthe von 
s stets verschiedene Werthe von wu ergeben. Es gehdrt also umgekehrt, 
wenn man sich auf ein hinreichend kleines den Werth Null ent- 
haltendes Gebiet reeller Werthe von « beschrinkt, zu jedem derselben 
ein einziger bestimmter Werth s = gu, und da die beiden zu einem 
bestimmten Werth s gehérigen Werthe von w nur durch das Zeichen 
unterschieden sind, so ist allgemein g(—w) = gu; ferner ist offenbar 
gO —=oco. Fiihrt man in der Definitionsgleichung (1) die neue Inte- 


grationsvariabele 
t 


o= ro 


ein, so ergiebt sich 
dv 
on aa RS ROY qe 
V40 — goa U— su” 
3 
we 


oder, wenn man in der Function g die Invarianten in Evidenz setzt, 


(2) 9 (4; Jos 9s) = WP (UU; g.u-*, g,u-°). 
Endlich ergiebt die Definition (1) unmittelbar die Differentialgleichung 
(3) (p’u)? = 49? u — g,9u — gs. 


Es mégen nun die drei Gréssen uw, c, w+ ¢ dem reellen Werth- 
gebiet (U) angehéren, fiir welches die Function gu eindeutig definirt 
ist; setzt man dann nach Lagrange 

p=putp(ute), g=pu— p(u+e) 
und bezeichnet die Ableitungen nach u durch Accente, so erhilt man 
zunichst mit Benutzung der Gleichung (3) 


rd = (ut — (p' wo —4[ (FEL! — (254)'] — ng 
= 3p’q + 9° — 924. 


Beriicksichtigt man ferner das durch Differentiation der Gleichung (3) 
erhaltene Resultat 


pu = Cpu —~ FH, 
so ergiebt sich 
p” = 6(g?u + @W+0) — g, = 3(p?+9") — m- 
Hieraus folgt 


gp" —pqd =24q', 


re sane = 2q, 








a». 








aps 
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oder kurz 1b 
(4) =2¢. 


Diese Gleichung kann in integrabeler Form geschrieben werden 


$F (ZY an dy 
¢ (q) = 4 
und ergiebt als Integral 


(zy — 4p + a, 


worin die Grésse a von uw unabhiingig ist. Setzt man jetzt fiir die 
Gréssen p, g ihre Werthe ein, so erhilt man 


(4) (Peer) ) = 49u t+ 4e(ute) + a, 


oder in anderer Form 


j _ . a _2¢' wp'(u-te) e(u+e) 

©) = —e (w+c) 4ou| + (gu — o(u-+e))* + ( pu — o(u--e) ) 
=a-+ 4e(u+e). 

Der erste, in eckige Klammern geschlossene Ausdruck hat in Folge 

der Gleichung (3) den Werth 


— he —9s— 496 pute) + Bot u(u+e) 
(ou —@ (w+e))* 
8e(u-+ ce) — Kou + act eee * (w+ e) 
(1 _ gute? ' 
ou 
da nun 90 = oo, so ist der Grenzwerth dieses Ausdruckes fiir u = 0 


offenbar 8gyc. Schreibt man ferner die Differentialgleichung (3) in 
der Form 








wu _ 7/4 _ br 9s 
ge? u gu gu gtu ? 
so sieht man sofort, dass auf der linken Seite der Gleichung (5) das 
zweite und dritte Glied verschwinden, wenn man u = 0 setzt; durch 
diese Annahme erhiilt also die Gleichung (5) die folgende Gestalt 
8pcemat+4gce, a=—4ge. 
Die Gleichung (4) ergiebt somit 


pute (ute)? 
(cates 4ou + 4c + 4e(u-+c). 


Bedenkt man jetzt, dass aus der Gleichung 


Ge oa pu = o(—u) 
die weitere 


gu = — 9'(—u) 
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folgt; dass ferner, wenn man u-+—+-c—-—v setzt, auch die drei 
Gréssen u, v, u-+v dem Gebiet (U) angehéren, fiir welches die 
Function g definirt ist, so erhilt man schliesslich das Additionstheorem 
in bekannter Form 

(6) + Ee Et) = 9ut gv t+ 9(u+r). 

Beim Beweis dieser Formel ist von den Kigenschaften der Func- 
tion gu nur benutzt, dass sie fiir ein gewisses Gebiet von Argumenten 
eindeutig definirt ist, fiir «— 0 unendlich wird und der Differential- 
gleichung (3) geniigt. Wenn also diese Eigenschaften bei einer ver- 
allgemeinerten Function gu erhalten bleiben, so besteht auch fiir diese 
das Additionstheorem (6). 

Die Gleichung (4) kann als Specialfall der urspriinglichen Form 
des Additionstheorems angesehen werden, welche Lagrange im ersten 
Theil der ,,Théorie des fonctions analytiques“, Chap. XI (Oeuvres t. IX, 
p- 129) angegeben hat. Setzt man nimlich 

gu= x, g(u-+c)=y, 
so dass die Gleichungen 
dz dy 
(7) du = — d(u+c) se 
bestehen, so kann die Gleichung (4) in folgende Gestalt gebracht 
werden 


(8) Vid 90 —%+Vi¥-t9—h Tg ty +a. 


t—y 





Andrerseits wird das Additionstheorem von Lagrange unter der all- 
gemeineren Voraussetzung 


_VA+Ba+Oe+De+bat VA+By+ Cy+ Dy + By’ 
folgendermassen dargestellt 
(10) VA+ Ba + Ca? + Da'+ Ex' + VA+ By + Cy?+ Dy’ + Ey! 

oF 
=Va+Dat+y + E@t+y), 
wo wie friiher unter a eine Integrationsconstante zu verstehen ist. 
Aus den Gleichungen (9) und (10) erhalt man aber offenbar (7) und 
(8) durch die Annahme 
A=-—g,, B=—g,, C=E=0, D=4. 

Auf die Verwandtschaft zwischen dem Additionstheorem von 
Lagrange und demjenigen der Function gw hat Herr Greenhill 
hingewiesen in der Abhandlung ,,Note on the Weierstrass eiliptic 


functions and their applications“ (Proceedings of the London math, 
society, Bd. XVIII, p. 263). 


a de dy 

















i 
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§ 6. 
Entwickelung der Function gu in eine Potenzreihe. 
Aus der Definitionsgleichung 


1 


@ 8 


dt 
“=| Vie—ge a 
‘ g _ Vo — ; hv— aw 


8 


schliesst man durch elementare shitiaiiai dass das Product uys , 
je nach dem bei der Integration genommenen Zeichen des Radicals, 
sich einem der Grenzwerthe +- 1 niihert, wenn man s unendlich gross 
werden, also w verschwinden liisst. Beriicksichtigt man ausserdem, 
dass gu eine gerade Function ist, so folgt, dass die Entwicklung der- 
selben nach ganzen steigenden Potenzen von u, wenn eine solche iiber- 
haupt méglich ist, nur die folgende Form haben kann 


(1) Pu= ate + cgu? + cyut + cus +--+, 

Diese Reihe werde nach der von Herrn Halphen (Traité des fonctions 

elliptiques p. 92) angegebenen Methode in die Differentialgleichung 
gy” u= l2pug'u 

eingesetzt, welche aus der bekannten 

(2) (pu)? = 49%u — g.pu — gs 

durch zweimalige Differentiation hervorgeht. Dann ergiebt sich, indem 


man unter Benutzung der Siitze (I), (II), (III) die Coefficienten gleich 
hoher Potenzen von u vergleicht, fiir 4 > 3 die Recursionsformel 


(3) (A—3)(24-+ 1)ea = 3 (C2;-2+ €,€2-3-+ +++ Cara) , 
und die Gleichung (2) ergiebt die weiteren Resultate 


(4) c= 0, =H, _— 


Is 
28” 
sodass eine convergente Potenzreihe (1), welche der Differentialglei- 
chung (2) geniigt, wenn sie tiberhaupt existirt, in eindeutiger Weise 
bestimmt ist, Andrerseits ist klar, dass die Reihenentwicklung (1), 
welche mit den durch die Gleichungen (4) und (3) bestimmten Coef- 
ficienten ¢ gebildet ist, wenn sie convergent ist, der Differentialglei- 
chung (2) geniigen muss. 

Die Formel (3) lehrt nun, dass aus den Ungleichungen 


les] 1, |@)S1,+++ lan} <1 
die weitere |c,] <1 folgt. Nimmt man also an, es sei 
Mathematische Annalen. XXXII. 22 
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(5) \21< 20,  |g3| < 28 
so folgt aus den Gleichungen (4), dass simmtliche Coefficienten c, dem 
absoluten Betrage nach nicht grésser als Kins sind; die Reihe 


C,u? + c,ut + ai Ti 
eonvergirt also sicher, sobald |w| < 1 ist. Unter der Annahme (5) 
giebt es somit einen convergenten Ausdruck 


1 

y = ar tow + cut + cu’ +-- ? 
welcher der Gleichung 

do? 
(2) =40° —n9—9 
geniigt. Differenzirt man diesen Ausdruck g, so ergiebt der Satz (III) 
das Resultai 
st op =. = 2equ + desu? + 6eyu? + + - ‘5 


da nun alle Coefficienten rechts dem absoluten Betrage nach nicht 

grésser sind als die entsprechenden der leicht summirbaren Reihe 
2u+ 4u'+ 6u'+.-.-., 

so folgt, dass die linke Seite fiir alle hinreichend kleinen Werthe von 

wu von Null so wenig, wie man will verschieden ist, und dass fiir kleine 

positive Werthe von wu die Ableitung Ss. negativ ist. Es besteht also 


fiir positive Werthe von u, wenn man die peemeuenianen positiv nimmt, 


die Gleichung 


d6-0 seh 


Vig'— 9 — 9 
also, da g unendlich gross wird fiir u = 0, 


u =f; $9 
— * = $e — = © 
) Vig? — g29 — 9s 


Ebenso erhilt man fiir negative Werthe von «, wenn die Quadrat- 
wurzel positiv genommen wird, 


du a am - ———o 0 
Vie’—no—o” Vig*- en 9s 


Somit folgt, dass fiir alle reellen Argumente u, deren absoluter Betrag 
eine gewisse positive Grenze nicht tiberschreitet, die Gleichung 


=U, pu, at c,u? + ¢,ut + 


besteht, die Function gu also eine convergente Entwicklung nach 
ganzen steigenden Potenzen von u zuliisst, 











Darstellbarkeit der elliptischen Functionen durch Potenzreihen. 327 


Dieses zunichst unter der Annahme (5) bewiesene Resultat kann 
vermittelst der Formel (2) des § 5 auf den allgemeinen Fall beliebiger 
Invarianten ausgedehnt werden; denn man kann offenbar wu so gross 
annehmen, dass die Ungleichungen 


lgou-*| << 20, — |ggu-*| < 28 
bestehen. Dann kann nach dem obigen entwickelt werden 
1 
p(u; gou-*, gu 9) = + ew + cut+--- 
und die Reihe rechts ist convergent; also folgt 
fas 4 1 2 
(U5 Joy Js) = WP P(UU, Jou—*, Jsw-°) = Te + Cmte? + csuout + ---, 
womit die Entwickelbarkeit der Function gu im allgemeinsten Falle 
reeller Invarianten bewiesen ist. 
§ 7. 
Die bestindige Convergenz der Potenzreihe ow. 


Auf Grund der erhaltenen Resultate kénnen jetzt fiir die von Hrn. 
Weierstrass eingefiihrte Function ou die analogen Entwicklungen 
durchgefiihrt werden wie in § 4 fiir die Jacobi’schen Functionen 9, H. 
> Zu diesem Zweck geht man von der Reihe 





ae ts Bt Oe occ ae 
cio es ie tn ' = + 9) 


aus, welche ebenso wie die Reihe 


pum teu taut ts 

convergirt, und, da Potenzreihen gliedweise differenzirt werden diirfen, 
der Gleichung 

(1) gu= — Cu 

geniigt. Dann kann man nach dem Satze (V) eine convergente Potenz- 
reihe ~(w) bestimmen, fiir welche die Gleichung 





‘ wy (wu) d lg w(u) 
(2) a —_ <a _= p(w) 


besteht. Setzt man ferner 


110) =f 9(u) aw 
so ist offenbar auch ‘ 
da 8 O™ = (u); 
also kénnen sich die Gréssen ~(w) und e*™ nur durch einen con- 


a stanten Factor von einander unterscheiden, und dieser kann durch 
22° 
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passende Wahl des in ¥(w) noch willkiirlichen Factors — 1 gemacht 
werden; dann ist 


ex) == wu). 
Hieraus folgen mit Beriicksichtigung der Gleichungen 
p(—u)=— gu), (4) = x(—4) 


die weiteren 
(3) v(u)=—v(—u), ¥(0)=—1. 
Setzt man also 
ou = uy(u), 
so ist ou eine wie ~(u) convergente Potenzreihe, deren erstes Glied 
u ist, sodass die Gleichung 


’ . ou 
(4) o'0 = lim — =I 
besteht und die Gleichungen (2) und (3) ergeben 
(5) 6(—u) = — ou 
f P] 
(6) << = bu, - se = — pu. 


Nun folgt aus dem in § 5 abgeleiteten Additionstheorem (6), wenn 
die Argumente wu, v, w-+-v, w—v dem Werthgebiet (U) angehiren, 
das System der Gleichungen 


p(u-+v) + pu+pv= : g'u—g'v y 


(7) pu—pov 
1 ¢@ iv \2 
p(u—v) + pu+ pv = (> eete?) 
Hieraus ergiebt sich durch Subtraction 
piu) — o(u—o) = sean 


oder mit Beriicksichtigung der Gleichung (1) 
, , ha d ou 
— (utr) + (uv) =— fore. 
Integrirt man nach v und bezeichnet durch a@ eine von v unabhiingige 
Groésse, so folgt 


—€(w+0)—Eu—v) fame. 


pu—gv 
Setzt man speciell v = 0, so ergiebt sich, da 90 = o ist, 
a= 2fu, 
€ ; t 
G(utv) + &(u—v) — 2gu— EN = 7 lg (pu—pr). 


Integrirt man abermals, so erhilt man auf Grund der Gleichung (6) 


ste) 6%—) _ b(pu—po), 


wo durch 6 eine Integrationsconstante, also eine nur von v abhiingige 
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Grésse bezeichnet ist. Multiplicirt man diese Gleichung mit u? und 
beriicksichtigt die Gleichungen (4) und 
lim wou <= 1, 
u—0 
und lisst die Variabele « verschwinden, so ergiebt sich 
= 6(—v) 6v = — o?v, 


Damit ist unter der angegebenen Beschriinkung der Argumente u und v 
die bekannte Weierstrass’sche Fundamentalformel bewiesen: 
Suet. fae. 
du* dv® 
Die Ableitung dieser Formel aus den Gleichungen (7) hat Herr Greenhill 
auf p. 266f. der in § 5 citirten Abhandlung angegeben. 
Driickt man die rechte Seite der Gleichung (8) durch die Function 
6 selbst und ihre Ableitungen aus, multiplicirt beiderseits mit dem 
Product 6?u 6*v und bezeichnet durch G, G,, G, ganze rationale Func- 
tionen der beigefiigten Argumente mit numerischen Coefficienten, so 
erhalt man eine Gleichung 
6(u-+v) 6(u—v) = G(ou, 6v, Ou, ov, ou, ov) 
also, wenn man nach w differenzirt, 
6(u-+-v) 6 (u—v) + 6(u—v)o' (w+) 
= G, (eu, ov, Fu, ov, 6 u, Ov, OU, Ov). 
Setzt man hierin «=v, indem man annimmt, dass auch die Grésse 
2u dem Gebiet (U) angehért, so folgt wegen der Gleichung (4) 
o2u = G,(6u, ou, ou, ou) 


CL re 


. u 
oder, indem man w durch > ersetzt 
Y u , U ”w U am % 
(9) su=G,(o%, 0%, 6 7¢ “). 


Diese Gleichung ist offenbar zuniichst nur fiir diejenigen reellen 
Werthe von u bewiesen, deren absoluter Betrag eine gewisse positive 
Grenze nicht iiberschreitet. Setzt man also die Potenzreihenent- 
wicklung von ou ein, so besteht die Gleichung (9) nach dem Satze 
(1) identisch, d. h. die Coefficienten gleich hoher Potenzen von u 
sind auf beiden Seiten dieselben. Wenn nun A eine positive Grésse 
ist, und die Reihe ow convergirt, sobald |u| < A ist, so gilt nach 
nach dem Satze (IV) dasselbe von den Reihen o’, 6”, 6”; die rechte 
Seite der Gleichung (9) convergirt also schon unter der Voraussetzung 
|u| < 2A. Damit ist dasselbe fiir die Reihe ow bewiesen, und durch 
Wiederholung dieses Schlusses folgt unmittelbar, dass die Reihe ou 
bestiindig convergent ist. 

Der fiir ou erhaltene Ausdruck behiilt somit einen bestimmten 
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Sinn auch itiber das beschriinkte Gebiet reeller Argumente hinaus, fiir 
welche die bisherigen Entwicklungen durchgefiihrt wurden. Man kann 
also durch diesen Ausdruck die Function ou, und dann durch die 
Gleichungen 


, d ’ 
(10) fu <<", pu=-— 7 <* 


die Functionen £ und g fiir beliebige complexe Werthe von  definiren; 
diese allgemeine Definition fihrt dann bei kleinen reellen Werthen 
des Arguments auf die urspriinglich betrachteten Functionen zuriick. 

Fiir die letzteren Werthe besteht nun z. B. die Differentialgleichung 


(pu)? = 4p°u — g.pu — gs, 
die man als von Briichen freie Gleichung zwischen den bestiindig con- 
vergenten Potenzreihen ou, ou, ou, ou darstellen kann; dann lehrt 
der Satz (I) die Giiltigkeit der Gleichung fiir beliebige Werthe von u. 
Es geniigt also auch die verallgemeinerte Function gw der obigen Dif- 
ferentialgleichung; da sie ferner zufolge der Definition (10) eine gerade 
Function und eindeutig bestimmt ist, so besitzt sie, ebenso wie die 
friiher betrachtete specielle Function, diejenigen Eigenschaften, aus 
welchen nach § 5 das Additionstheorem abgeleitet werden kann. Somit 
gilt die Formel 
1 gp u—g'v\? 
p(u+o) + put pv— (> ee—P®) 
fiir beliebige complexe Werthe von uw und v; aus ihr aber ergeben 
sich alle iibrigen Eigenschaften der Function gw nach den einfachen 
Methoden, welche Herr Halphen in dem mehrfach citirten Werke 
angewandt hat. 


Breslau, Januar 1888. 

















Ueber die Entwickelung der doppelt periodischen Functionen 
zweiter und dritter Art in trigonometrische Reihen. 


Von 


Krause und Monrmann in Rostock. 


In zwei Arbeiten gleichen Titels*) ist erstens nachgewiesen worden, 
dass die Entwickelung der doppelt periodischen Functionen zweiter und 
dritter Art, bei denen die Zahl der Nullpunkte grésser ist, als die 
Zahl der Unendlichkeitspunkte, zuriickgefiihrt werden kann auf das 
Problem die Gréssen 

a, (no + na, mrt) 
Oe, ) 





zu entwickeln. Zweitens sind dann zwei Methoden angegeben worden, 
mit deren Hiilfe dieses Problem wirklich gelést werden kann. Diese 
beiden Methoden sind als indirecte bezeichnet worden. Es wurden bei 
der erslen gewisse Restfunctionen als gegeben angesehen und mit 
ihrer Hiilfe die Darstellung der Primfunctionen in der Form von 
trigonometrischen Reihen wirklich gegeben. Etwas ihnliches gilt von 
der zweiten Methode, die allerdings, wie lie folgt, auch in eine 
directe verwandelt werden kann. 

Im Folgenden sollen nun drei directe nisin desselben Problems 
gegeben werden. Die erste ist die in der Theorie der elliptischen 
Functionen gebriiuchliche, welche auf den Eigenschaften der complexen 
Integrale beruht. 

Von besonderem Interesse diirften die zweite und dritte Methode 
sein und zwar, weil sie mit durchaus elementaren Mitteln operiren 
und auf einigen wenigen ebenso einfachen wie durchsichtigen Ge- 
danken beruhen. Beide kénnen als Verallgemeinerung der Methode 
angesehen werden, mit deren Hiilfe Herr Biehler in seiner schon 


*) Ueber die Entwickelung der doppelt periodischen Functionen zweiter und 
dritter Art in trigonometrische Reihen, erste und zweite Abhandlung. Von 
M. Krause. Bd. 30 dieser Annalen p. 425 ff, p. 516 ff. 
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erwihnten Dissertation eine Fiille schéner Reihenentwickelungen findet. 
Die Entwickelung der gewohnlichen elliptischen Functionen kann aus 
den fertigen Formeln durch Specialisirung unmittelbar abgeleitet werden. 
Unter allen elementaren Methoden, die bei der Entwickelung dieser 
Functionen iiberhaupt existiren, diirfte der letzteren der entschiedene 
Vorzug zu geben sein. 

Die beiden ersten Methoden haben das gemeinsame, dass in den 
fertigen Ausdriicken eine Reihe unbekannter Constanten auftritt, so 
zwar, dass man nach einigen Reductionen zu denselben Resultaten 
gelangt wie bei der ersten indirecten Methode der friiheren Arbeit. 

Mit ihrer Hiilfe kommt man dann durch systematische Entwickelung 
auf véllig naturgemissem Wege zu der Definition und Darstellung der 
Restfunctionen, die in der vorigen Arbeit als einmal gegeben an- 
genommen wurden. LErst hiermit kann die Theorie derselben als wirklich 
begriindet angesehen werden. 

Die dritte Methode ist nur fiir den Fall der Functionen zweiter 
Art durchgefiihrt worden, um ihren Gedankengang méglichst klar 
hervortreten zu lassen. Im allgemeinen Falle ist durchaus analog vor- 
zugehen. Inwieweit hierbei sich neue Resultate ergeben, wird bei 
andrer Gelegenheit gezeigt werden. 

Die beiden ersten Methoden sind von Herrn Mohrmann im 
mathematischen Seminar der hiesigen Universitat durchgefiihrt worden. 


$1. 


Erste directe Methode, die Primfunctionen in trigonometrische Reihen 
zu entwickeln. 


Es moége gesetzt werden: 


+a 


2) , 
(1) 10) = Gm Be oom 


—@ 


Es handelt sich darum, die Gréssen a, zu bestimmen. Aus be- 
kannten Theorien folgt: 


+ > 
(2) x = f 90) - o- Saale . dy, 
1 
es 


Zur Auswerthung dieses Ausdruckes nehmen wir das Integral: 


Joo) - e—2xnie, dy 








—4 
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und erstrecken dasselbe tiber den Umfang des Parallelogramms: 
1 


1 1 1 
2s + ss +ytt, — st, 


wobei v eine beliebige ganze positive Zahl bedeutet. Dann wird das 
Integral gleich: 





f “ ‘ie ia 
Joo e—2*ziv. dy +S p(v)- e- 2*aiv. dy +fo (v) - e-2eaziv. dy 
+3 pte 


2 
2 


9° 


+ fo) » e—2eaiv,. dy, 


1 
—ztve 


Da g(v) die Periode 1 hat, so wird das zweite und vierte Integral 
auf der rechten Seite der letzten Gleichung sich gegenseitig fortheben 
und es bleibt: 


_ 1 ve 
4 Jo) -e—2emiv. dy = a, + [oe - e— tunic . dy, 
+ iter 


In dem letzten Integral auf der rechten Seite setzen wir an 
Stelle von: 


oe vivu+rt, 
so wird: 
Str 
Ps (nv-+nvt+na, mt) _ . 
2x niv au 0 2xmi(v-+vrt), 
Jo (v) -e~ -dv f: Lhe. S “A dv 
+ bre 


; 


por a vai[e nat (2x+¥(n—1) "Ye se —2(x-+4-(n—1)») wiv i 


“4 


+5 
Mithin erhalten wir: 


+ . ymil2 D y —1)) 
(3) fot) Jone . dmg, = 5 is 


Das Integral auf der linken Seite kann noch auf andere Weise 
berechnet werden, indem die Summe der geschlossenen Integrale: 


. foley eaaer. dv 
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um die Unstetigkeitspunkte im Innern des Parallelogramms: 
1 1 


1 1 
mak ee att, —-> es 


gebildet wird. Diese Unstetigkeitspunkte sind, wie man sich leicht 
iiberzeugt, die Punkte: 


t 
2? 


Bilden wir das geschlossene Integral 
Joo . en 2eniv F dv 
! 


Die Taylor’sche Entwickelung um diesen Punkt herum lautet: 


um den Punkt 7m — 


8, (nv + na, nt) = efeee— ts + na, nz) + steig. Pot. 


— a ni (ana p= p= nt) 


=i-(— 1)"—!- 3, (ma, mt) -e +-:- 





’ 


9,(v, t) = (v— =" 1 t): 8, (4;-+ T, t) + steig. Pot. 





, a yen “ 
= (v— 2% 1) -i-(—1)™- 8, 


e~ 2 xiv e—(2m-1)xnit + steig. Pot. 
Daraus folgt, dass der Factor von: 


1 


~~ te—i_ 
°—- - Tt 
in der Entwickelung von 
p(v)-e en 2xaiv 
die Form annimmt: 
(4) @,(na, nz) —(2m—1) wi [nat (P= *) (n- Ieper] 
-e 


a, 
Das geschlossene Integral um den Punkt 


gan 21 
2 


hat dann denselben Werth multiplicirt mit 227. 
Demgemiiss nimmt das gesuchte Integral: 


[ow -e@- *enie . dy 


die Form an: 














Brae 
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9: (na, nz) : —(2m—1) i [nap 2"— (nt) etx] 
Qi 218: 82) She . 
i 
r 


oder also wir erhalten die Recursionsformel: 


(5a) 6, = 2 naia—vaic(y(n—1)+22) : y+ (n—1)9 


v ' 2m—1 
+ 22% 4 (na, nz) > ener [na+—"— (n-1)e+xe] 
a, ° 
' 1 


Genau so wiirde folgen: 


(5p) a mn gh Bia + vit (—H(n—1) 42x) —— 
* bed —(n—1)¥ 


? 2m—1 
2m—1) i — = | 
omni Sine, nt) yee m )ni[na rn (n oie | 
1 
1 





So haben wir Recursionsformeln gefunden, mit deren Hiilfe es 
moglich ist, die Entwickelung in trigonometrische Reihen in expliciter 
Form wirklich herzustellen. 

In der That, jedenfalls kénnen wir schreiben: 


(6) 9(v) = Ay ate a,° erniv ot. eee + An—g + E27i(n—2)0 
—2 
‘ © 1 n a gitte+to-ue}e 
>. , n—1)¥ 
1 0 
J n—2 —— : 
+- >: > cima? 


1 0 


Die Ausdriicke @»+(n.-1), kénnen vermége der angegebenen Recur- 
sionsformeln durch die Gréssen a, ersetzt werden. Es ergeben sich 
dann zweierlei Arten von Gliedern, Erstens erhalten wir Glieder, die 
den Factor a, besitzen, zweitens solche, bei denen dasselbe nicht der 
Fall ist. Die Glieder der ersten Art sind leicht zu fixiren. In der 
That, der Factor von a, wird: 


+a 


gnixe > ftatle—tieted teats (v(n—1) +2 x) 


—o@ 


oder also gleich : 
(7) etize. &[(m — 1)v+na-+ xr, (n — 1) Tr]. 


Etwas complicirter gestaltet sich die Summirung der tibrigen Glieder. 
Fiir einen festen Werth von v ergeben sich aus der Summe: 


o n-2 
> > 2ni(x+(n—1)r)0 
\4 * Ox+t(n—1)y* ( + 
1 0 
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die Glieder 





— 2xid, (ma, mt) — e2ti(n—l)vo . Y 
- ? 


1 


wobei gesetzt ist: 


(2y—1)nani+(*%——) (n—1) ai es 


M=e 2 (2y—1) x , g2mixe 
>a { 


0 
(2¥—3) nani+(v— 5) (n—1) wie - 
o- € . >: qee-h= 3 ertixo 
0 
nani +(v— ‘;) (nt) nie a 
+e Z y g® - eamixe, 
0 


Hieraus folgt: 


ia q’” ~1)(m—1) . er Filn—l)o 
Biel! gt ss erie 


1 
(2¥—-1) nani+ (»—) (n- 1) ait 


M=e 


3? 
sneer 1 — q2%-9(m—1) , g2xi(n—t)o 





.< g-* a er tiv 


(n—1) | ,2ai(n—I1)0 


nanit(v—(+)?) (ait é 
é . 2niv 


bie" 
l1—q-e 
oder also: 





(2m+1)2i [na+(n—iye(r—*™**)] Te g*-VAm+, ¢ 2ni(n—1)0 
(8) M= Se r Ta qt. eniv . 


Dieser Ausdruck fiir M ist einzusetzen und dann die Summe nach 
v von 1 bis co zu nehmen. Als Factor von: 


| 


i 
. *. . . . oa + 
ergiebt sich hierbei die folgende Grisse: 
1 
pea ae (n -H(i- #) 1- —_ —— Ne 
q 2niv 
— q- e 
1 
pant) (9 — oe pall al 
+ etzi(n—i)o | gnani , ” i( #) 1—_¢* . pate nil 
q 1—q: e mie 


(n—1) (6 >) 1— gi. e2%i(n—1)0 


+ ebnani.g anio +.:-- 


1—q-e 
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Wir addiren jetzt nach Verticalreihen d. h. fassen alle Glieder 
zusammen, die den Factor: 


1—q*-). eat aio ; — (a1) 





enani, pica. ane etc. 
besitzen. Allgemein wird der Factor von: 
—1) ni oaieageal _j)2 
eam—tynant, 1 — gi? m1) (9-1) , 2(e—I) ate (n—1) (m—-5) 
1— gm). aie 


wie leicht ersichtlich ist, lauten: 


q*—)aG@n-)) « e2(n—1) timo + g* Yeh) @a—)) . e2(n—1) Ai(m-+1)e +} , 


oder also: 

g@-aGe-0 F e2(n—1) aime 
[eae qe am—1) . giln—iaic | 

Das Product der beiden Glieder ergiebt: 


(n—1) (me — + 


en(2m—1) ani | i) e2 (nl) mime 


— 2m—1 . erie 


q 


Dieser Ausdruck ist nach m von 1 bis co zu summiren, so dass 
wir schliesslich erhalten 


1 
) .  (n—1) (m*——) F 
\ n(2m—l)ani . 4/7 | ,2(n—1)a2imo 
9ai- A, (na, nt) SM. e qd e 





a, PP i—_@=. ane 
1 


Genau so wiirden sich aus der zweiten Summe die Glieder ergeben: 


—2xi- 





1—@q 2m—1 aio 


3, (na, nT) Si Gente ” east a 2. n. adliadnaeal 
a, 

0 
Daraus folgt, dass die Summe aller Glieder, die nicht mit einer 


der Gréssen a, multiplicirt sind, lautet: 


1 
fat 
a, (na, mr) > er Amani . . y(m 4 ) . gl) aime 





_— i ov 
nn a eee g’?=—») . tiv ? 
—@ 
oder also: 
(9) we. 214, Mt) | in—aynio , 
a 
+e {a -ne—nialer = ome yet 
= dn ay 
—@ sin #(v + m5 


2 
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Wir kommen hiermit auf véllig naturgemiissem Wege zu der 
Function : 
2m—1 


@ (2m—1) (n—1)ia [ot @— “—-* +507 “it 
e(n—2) mio . : 


‘ m—1 
=e sin x vp =me ts) 





Diese Function unterscheidet sich nur unwesentlich von der Function 


Fyo(v, 7) 
der vorigen Arbeit, so dass wir zu derselben Darstellung der Prim- 
functionen wie friiher gelangt sind, jetet aber auf systematischem und 
naturgemiissem Wege. 


§ 2. 
Zweite directe Methode, die Primfunctionen in trigonometrische Reihen 
zu entwickeln. 


Man kann, wie leicht zu sehen ist, ansetzen: 





+e 
B® 2v 2a, 2 2nAMiv. 
al) Rea Oe Om Be en mens 
desgleichen darf man setzen: 
+o 
( #, (20 + 2a, 27) #,(2a, 2 (20) 1 _—_ _— nm 0. .enniv 
(2) #,(v, 1) oe a, sn xv vv, a) a Cn °€ 


—@ 


oder auch, da 


v(v-+1, a) =— vv, a) 


ist: 
+o 
(2p) v(v,a)= > Congas 2Mtt) mie, 


Da nun v = 0 fiir (v,a@) kein Unstetigkeitspunkt mehr ist, so 


sind wir berechtigt, links und rechts an Stelle von v: vo + — zu 


setzen. 
Wir erhalten dann auf der linken Seite den Ausdruck: 


1 
4 @(2v + 2a, 2r) a (2a, 21 t) i 


en Bilo+2a] o q « wee a SS 
Bo(v, t) a . ( =) ? 

sin z(v -+- — 

2 


auf der rechten dagegen: 
1 +o 
7 > Conga « Q" « 2m tiaie, 


—@ 
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Unter solchen Umstiinden ergiebt sich fiir m(v, a) ein zweiter Aus- 
druck, namlich: 
a 
(3) p(v, a) = xq! - eritotea , (2a, 2s) 
sin x(v ++) 
2 
8 +2 
+g! . exiletza) . > Conga + gq” + e@mtl)aiv, 


Setzen wir in dieser Gleichung: 


1 ) 
Peas. Ol ee 2igq’ . emir, reinate q", 
sin v+—) 0 


so erhalten wir fiir m(v,a) eine zweite Reihe, die nach steigenden 
und fallenden Potenzen von e*‘* fortschreitet. Durch Vergleichung 
ergeben sich die Relationen: 


1) fiir n> 0 


1 


q *a[— ami. 20829) on 4 coy 1] — bans 


(4) Il) fir n < 0 
3 
q* -A- qQ-* - C_an-1) = b_ 2(n-1), 


A = ernia. 





Man sieht ferner unmittelbar, dass die Relationen bestehen: 


y(—2, — @) — y(v, a), y(—v, —a) — Y(v, a). 
Sieht man die Gréssen b und ¢ als Functionen von @ an, so wird: 


b_on(—@) = ben(@), C—(entsy(—@) = Conga (a). 


Setzt man nun in Gleichung (4)n —a an Stelle von a, wobei zu 
beachten ist, dass hierfiir 4 in seinen reciproken Werth tibergeht, so 
geht diese Gleichung tiber in: 


3 

q* + A-*- q-™- C(ana)(— a) = ban (— @), 
oder also in: 

3 

q‘ »A-1 6 G- + Cont = be(n—1) 

oder auch: 
a 4 +n 
Reine = A. bein—1)- 
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Dieser Werth von ¢2,-: in (4); eingesetzt, ergiebt die Recursionsformel: 


9, (2a, 27) 
an 

Es ist dieses dieselbe Recursionsformel, die bei der ersten Methode 
gefunden ist, so dass wir also zu genau denselben Resultaten, wie 
vorhin gelangt sind. 


1 
(5) ben = aie - e2 2 aia ° be(n—1) _ 2aigq 4 e erzia > 


§ 3. 
Dritte directe Methode, die Primfunctionen in trigonometrische 
Reihen zu entwickeln. 


Wir sind jedenfalls berechtigt, innerhalb eines gewissen Bereichs 
die Entwickelung anzusetzen: 


+o + 
a, (v > 2 ni(ko-+ra 
(1) “ete t) => ar. gf - etmiketra) 


und zwar kann hierbei a alle endlichen Werthe annehmen. Setzen 
wir nun an Stelle von a@:a@-+ 7, so wird einerseits: 


_ € 
#,(vt+a+tt) 5° ™ (e++3) _ (va, 1) 
By (v) By (v) 
und andrerseits ergiebt sich fiir die Gréssen a,, die Recursionsformel: 


Qr—1,k—1 = Ayk 
oder 


(2) ay k == Ar—k,o 
Aus dieser Formel folgt, dass es zur Kenntniss der gesuchten Coef- 
ficienten véllig geniigt, die Gréssen: a, fiir alle Werthe von r zwischen 
+ co und —oo zu kennen. Dabei findet zu gleicher Zeit die Re- 
lation statt: 
(3) Gro = G_ rp. 
Ganz genau so kénnen wir setzen: 

(+ ') 


(4) “(> _ Sale a, 7) . eee. + Ss Stud! qe? 1 iaiasiiivaiain 
i 


—2 —@ 


Die Gréssen b,, kénnten genau so reducirt werden, wie die Gréssen 
@,x. Da uns aber an ihrer Bestimmung nichts liegt, so beschrinken 
wir uns auf Aufstellung der einen einzigen Beziehung: 


(5) bye = — b_»-1,-2- 

Jetzt wird genau so verfahren, wie bei der zweiten Methode. Wir 
setzen in Gleichung (4) an Stelle von v: +. Durch Coefficienten- 
vergleichung ergiebt sich die Relation: 

















Elliptische Functionen zweiter und dritter Art. 341 
" arty 
eH) 
(6) Arz1,0 * QUT = Se 
In dieser Gleichung setzen wir an Stelle von r: —r, so erhalten wir : 
r—1)? ; 
Lae 2r—1\? 
ait : ex 


d—r4+i,0* qi" —=— — a —_ tb_,,0° q 


esy 





-¢- bro +g 


oder also: 





>)’ (le ° 


2 aq 
Gio + gq? = — son + tbs,0°¢ 


Setzen wir hierin an Stelle von r — 1: 7, so wird: 


2r+1y* " 
nt ee) 
aro Q” SS + ¢ b04 
Mithin ergiebt sich die PINS -. tah 
e. (rey 
(7) Gr41,0 9°" + arog? = — greg * 
oder auch die Formel: 
; ‘ (r42) (r+) (-+0+ 1 y 
(8) a,0f" = — % [a rd” oe(—1)%@ : | 


+ (= 1) anpngs geet 
Diese Formeln lehren alle Gréssen a,o kennen, wenn a), gegeben ist, 
aber sie geben auch unmittelbar a, in expliciter Gestalt, indem wir 
in der letzten Gleichung » = oo setzen: 


».. = (rta+c) 
ap=— Serr SM-Ip-g 
0 


Die soeben gefundene Form der Entwickelung ist. von der He rmite’- 
schen verschieden, indessen ist die Reduction auf dieselbe so wenig 
schwierig, dass von ihr-abgesehen werden kann. 


Rostock, den 28. Januar 1888. 
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Ueber die Darstellung definiter Formen als Summe von 
Formenquadraten. 


Von 


Davip Hitzert in Kénigsberg. 


Eine algebraische Form gerader Ordnung » mit reellen Coefficien- 
ten und m homogenen Variablen moége definit heissen, wenn dieselbe 
fiir jedes reelle Werthsystem der m Variablen einen positiven Werth 
annimmt und tiberdies eine von Null verschiedene Discriminante be- 
sitzt. Eine Form mit reellen Coefficienten wird kurz eine reelle Form 
genannt. 

Bekanntlich ist jede definite quadratische Form von m Variablen 
als Summe von m Quadraten reeller Linearformen darstellbar. Des- 
gleichen lisst sich jede definite bindre Form als Summe von zwei 
Quadraten reeller Formen darstellen, wie man durch geeignete Factoren- 
zerlegung der Form erkennt. Da die in Rede stehende Darstellung 
den definiten Charakter der Form in der denkbar einfachsten Weise 
zu Tage treten lisst, so erscheint eine allgemeine Untersuchung be- 
treffs der Méglichkeit einer solchen Darstellung von Interesse. Was 
zunichst den weiteren Fall » — 4, m= 3 angeht, so gilt der Satz: 

Jede definite biquadratische terndre Form lisst sich als Summe von 
drei Quadraten reeller quadratischer Formen darstellen. 

Zum Beweise betrachten wir eine biquadratische terniire Form F, 
welche der Summe der Quadrate dreier quadratischer Formen 9, w, 7 
gleich ist. Soll gleichzeitig dieselbe Form F als Summe der Quadrate 
der drei quadratischen Formen g + éqg’, » + ew’, x + &y’ darstellbar 
sein, wo é eine unendlichkleine Constante bedeutet, so fiihrt die Ver- 
gleichung beider Darstellungen nothwendig zu der Relation: 


(1) ' oP + oe +247 =0. 
Die drei Gleichungen: 
(2) p=0, o=0, 4=0 


mégen kein gemeinsames Lésungssystem besitzen. Es miissen dann 
auf Grund der Identitit (1) die vier gemeinsamen Lésungen der beiden 








———— 














~ 
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letzteren Gleichungen die quadratische Form g’ zum Verschwinden 
bringen; hieraus folgt: 


yp =—ap+ yy, 


v' = Bop + &x,, 
4 =dp+ dy. 
Durch Einsetzung dieser Werthe in die Identitit (1) gewinnen wir 
fiir die eingefiihrten Constanten die Relationen: 
a+B=0, y+O=0, €+4=—0. 
Sobald daher die Resultante der drei Gleichungen (2) von Null ver- 


schieden ist, kann jene Identitiit (1) ausschliesslich durch eine lineare 
Combination der drei Lésungen: 


und desgleichen: 


g= 0, g=-2, F—= F; 

y= 4, 0, y=-g, 

g=—-% t= 9% y= 0 
befriedigt werden d. h. es giebt keine mehr als dreifachunendliche 
Mannigfaltigkeit von Formen g, ~, 7, welche dieselbe Form F in 
der fraglichen Weise zur Darstellung bringen. Da das System der 
drei quadratischen Formen 18 Coefficienten, die biquadratische Form F 
dagegen nur 15 Coefficienten besitzt, so folgt aus obigen Betrachtungen, 
dass eine jede biquadratische terniire Form sich als Summe von drei 
Formenquadraten darstellen lisst*). 

Die Coefficienten der darstellenden Formen g, y~, x enthalten 
noch drei willkiirliche Parameter und nehmen daher erst dann bestimmte 
Werthe an, wenn wir ihnen irgend drei von einander unabhiingige 
Bedingungen auferlegen. Ist letzteres geschehen, so giebt es nur eine 
endliche Anzahl von Formensystemen g, ~, x, durch deren Ver- 
mittelung die vorgelegte biquadratische Form F' als Quadratsumme 
dargestellt werden kann. Sollen von diesen Formensystemen bei be- 
liebiger Wahl jener Bedingungen zwei Formensysteme zusammenriicken, 
so ist es den obigen Ueberlegungen zufolge erforderlich, dass die 
Resultante der betreffenden Formen 9, ~, % und in Folge dessen auch 
die Discriminante der darzustellenden Form F’ verschwindet. Der hier- 
durch gekennzeichnete singuliire Fall ist fiir die weitere Schlussfolgerung 
von Bedeutung. 

Ks seien nimlich F, F’, F’” drei definite biquadratische terniire Formen 
und p, py’, p’ drei veriinderliche positive Gréssen, deren Verhiiltnisse 
durch die Punkte im Inneren eines Coordinatendreieckes dargestellt 


*) Das allgemeine hierbei zu Grunde liegende Princip riihrt von L. Kronecker 
her, vergl. Mathematische Annalen Bd. 13, pag. 549. 
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sein mégen. Wir construiren dann al' diejenigen Punkte p, p’, p’, 
fiir welche die Gleichung: 

(3) pF + pF’ +p"P" =0 

eine Curve vierter Ordnung mit zwei oder mehr Doppelpunkten definirt. 
Wie auch die beiden definiten Formen /' und F” gegeben seien, es 
ist offenbar stets méglich, F’” so zu wahlen, dass jene Punkte p, p’, p” 
nur in endlicher Zahl vorhanden sind und wir kénnen demnach die 
beiden Eckpunkte p = 1, p' = 0, p” = 0 und p=0, p' —1, p”=0 
durch eine krumme Linie verbinden, welche ganz im Innern des Coordi- 
natendreieckes verliuft und keinen der vorhin construirten Punkte trifft. 
Betrachten wir jetzt einen Punkt p, p’, p” dieser Verbindungslinie, so 
besitzt die entsprechende biquadratische Curve (3) keinen Doppelpunkt. 
Denn da dieselbe tiberhaupt keinen reellen Punkt hat, so miisste jeder 
etwa existirende Doppelpunkt der Curve nothwendig ein Punkt mit 
complexen Coordinaten sein; der zu diesem conjugirt imaginire Punkt 
wiirde dann ein zweiter Doppelpunkt der Curve sein, woraus sich ein 
offenbarer Widerspruch mit den getroffenen Festsetzungen ergiebt. ° 
Indem wir mit den Gréssen p, p’, p’ dem Laufe der Verbindungslinie 
folgen, gelangen wir von der definiten Form F' durch continuirliche 
Veriinderung ihrer reellen Coefficienten zu der definiten Form F’, ohne 
dabei eine Form mit verschwindender Discriminante zu passiren. Wir 
setzen nun die Form F gleich der Summe der Quadrate dreier reeller 
quadratischer Formen g, ~, zy. Es bleiben dann bei continuirlicher 
Veriinderung der reellen Coefficienten von J’ offenbar auch die Coef- 
ficienten der darstellenden Formen g, w, x stets reell, solange der 
vorhin betrachtete singuliire Fall ausgeschiossen wird. Fiihren wir 
daher die continuirliche Veriinderung von Fin F” auf dem angegebenen 
Wege aus, so folgt nothwendig, dass auch die letztere Form F” die 
fragliche Darstellung als Summe von drei Quadraten reeller Formen 
zulisst. Damit ist unser Satz bewiesen., . 

Die zu Anfang dieser Arbeit angeregte Frage gelangt jedoch erst 
durch die strenge Begriindung des folgenden Theorems zum befriedigen- 
den Abschluss. 

Unter den definiten Formen der geraden Ordnung n von m Variablen 
giebt es stets solche, welche sich nicht als endliche Summe von Quadraten 
reeller Formen darstellen lassen*), Alleinige Ausnahme bilden die drei 
oben erledigten Fiille: 


l n=—=2, m beliebig , 
Il. m beliecbig, m=—2, 
Ill, n=4, m = 3. 


*) Die Existenz solcher Formen hat bereits H. Minkowski fiir wahrscheinlich 
gehalten; vergl. die erste These in seiner Inauguraldissertation: ,, Untersuchungen 
iiber quadratische Formen,“ 
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Der Beweis wird zuniichst fiir den Fall der terniren Form 6! 
Ordnung erbracht. 

Wir nehmen in der Ebene 8 getrennte Punkte (1), (2),..., (8) 
an, von denen weder irgend drei auf einer geraden Linie noch irgend 6 
auf einem Kegelschnitte liegen. Durch diese 8 Punkte lege man zwei 
reelle Curven dritter Ordnung, deren Gleichungen mg = 0 und »y = 0 
seien. Die beiden Curven schneiden sich noch in einem 9'" Punkte 
(9), welcher ebenfalls reell ist und von jenen 8 Punkten getrennt 
liegen mége. Es sei ferner f= die Gleichung des durch die Punkte 
(1), (2), (3), (4), (6) hindurchgehenden Kegelschnittes und g = 0 die 
Gleichung einer Curve vierter Ordnung, welche durch die Punkte 
(1), (2), (8), (4), (5) ebenfalls. einfach hindurchgeht und iiberdies die 
Punkte (6), (7), (8) zu Doppelpunkten besitzt. Dementsprechend sind - 
y, v, f, g terniire Formen mit reellen Coefficienten. Die reellen 
homogenen Coordinaten der 9 Punkte (¢) bezeichnen wir der Kiirze 
halber gleichfalls mit (¢) und erkennen dann, dass die Werthe (9) 
und g(9) von Null verschieden sind. Wire nimlich f(9) gleich Null, 
so kénnte man durch lineare Combination der Gleichungen gy = (0) 
und ~»~=0 die Gleichung einer Curve dritter Ordnung aufstellen, 
welche ausser den 6 Punkten (1), (2), (3), (4), (5), (9) noch einen 
72 Punkt mit dem Kegelschnitte f—0 gemein hiitte. Diese Curve 
dritter Ordnung miisste nothwendig in dew Kegelschnitt und eine durch 
(6), (7), (8) gehende Gerade zerfallen, deren Vorhandensein durch 
unsere Annahme iiber die Lage der 8 Punkte ausgeschlossen ist. 
Wiire ferner g(9) gleich Null, so kénnte man auf demselben Wege 
eine nicht zerfallende Curve dritter Ordnung construiren, welche durch 
die drei Doppelpunkte (6), (7), (8), sowie durch die 6 einfachen Punkte 
(1), (2), (3), (4), (5), (9) und iiberdies noch durch einen beliebigen 
weiteren einfachen Punkt der Curve g = 0 hindurchliefe. In Folge 
dessen miisste die Curve g = 0 in jen¢ Curve dritter Ordnung und in 
eine durch die Punkte (6), (7), (8) gehende Gerade zerfallen; diese 
Folgerung tritt wiederum mit unserer Annahme in Widerspruch. 
Nachdem wir das Vorzeichen der Form f so gewihlt haben, dass das 
Product f(9) g(9) positiv ausfillt, betrachten wir die terniire Form 
der 6" Ordnung: 

p++ pry, 

worin p eine positive Constante bedeutet. Es sei ferner allgemein p; 
die kleinste positive Grésse, fiir welche die Curve: 


P+ + pfg=9O 
in dem Punkte (7) einen Riickkehrpunkt oder einen dreifachen Punkt 


erhilt. Giebt es eine Grésse solcher Art tiberhaupt nicht, so setze 
man p=oo. Die Gréssen p; sind siimmtlich grésser als Null, da 
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dem Werthe p= die Curve g? + y~? = 0 entspricht, welche offen- 
bar die simmtlichen in Rede stehenden 9 Punkte zu isolirten Doppel- 
punkten besitzt. Verstehen wir nun unter [p] irgend eine von Null 
verschiedene positive Grésse, welche kleiner ist als die kleinste der 
Gréssen p;, so besitzt die Curve: 


y+ + (plfy=90 
nur noch die 8 Punkte (1), (2),...,(8) zu isolirten Doppelpunkten, 
wihrend sie den Punkt (9) tiberhaupt nicht mehr trifft. Es ist in 
Folge dessen méglich, um jene 9 Punkte kleine Kreise von der Be- 
schaffenheit zu beschreiben, dass die ternire Form: 


p+wv+ [pif 


iiberall im Inneren jener 9 Kreise positiv bleibt und allein in den 
Mittelpunkten der ersten 8 Kreise gleich Null wird. Da ferner ausser- 
halb jener 9 Kreise der Ausdruck g* + 7? stets von Null verschieden 
ist, so besitzt der absolute Werth des Quotienten: 
9 + y° 
fg 
in dem Gebiete ausserhalb der 9 Kreise ein von Null verschiedenes 
Minimum M. Verstehen wir nun unter [[p}] eine von Null ver- 


schiedene positive, weder [py] noch M erreichende Grisse, so stellt der 
Ausdruck : 


(4) F=¢+v-+ (plifg 

eine terndire Form der 6" Ordnung dar, welche in den 8 Punkten 
(1), (2),..--, (8) Null ist, dagegen fiir alle anderen reellen Werth- 
systeme der Variablen von Null verschieden und positiv ausfillt. . 

Es bedeute P irgend eine definite ternire Form der 6'" Ordnung 
und p wiederum eine von Null verschiedene positive Grésse; die Form 
F + pP ist dann ebenfalls definit und mége sich als Summe von 28 
oder weniger Formenquadraten darstellen lassen, wie folgt: 


5) F+pP=@toep--- +2, 

Wo @,6,..., t gewisse reelle terniire cubische Formen bezeichnen, 
deren Anzahl die Zahl 28 nicht tiberschreitet. Substituiren wir in 
dieser Identitit (5) die Coordinaten des Punktes (9), so ist noth- 


wendigerweise fiir eine jener cubischen Formen etwa fiir die Form @ 
die Ungleichung: 


6) 10(9)| > | /2 


erfillt. Andererseits folgen aus derselben Identitiéit (5) die 8 Un- 
gleichungen: 


—SSS a 
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le(1)1< |YpPO)|, 
(7) |e(2)|<|YpP@)|, 


| 0(8)| <|YpP@)|. 
Da ferner die in Rede stehenden 9 Punkte das .vollstiindige Schnitt- 
punktsystem zweier Curven dritter Ordnung bilden, so herrscht eine 
Beziehung von der Gestalt: 
(8) €,@(1) + &e(2) + +++ + ¢0(8) + ye(9) = 0; 
dabei sind die Gréssen ¢,, ¢, ..., Cg, ¢g von den Coefficienten der 


cubischen Form g unabhiingig und besitzen iiberdies ausnahmslos von 
Null verschiedene Werthe. Aus der Gleichung (8) folgt: 


1¢,@(1)| + | 2@(2)| +--+ + ]¢se(8)| > |ee(9) | 
und mit Benutzung der Ungleichungen (6) und (7): 


lnVPP)| + |qV¥PP@) | +++» +|VPPB)| >| 22. 


Wihlen wir daher fiir p eine Grésse {p}, welche von Null verschieden, 
positiv und kleiner ist als der Werth des Quotienten: 
¢,* F(9) 
28 {/VP()| + laVP(2)| +---+ leVP) |}? 

so erkennen wir, dass unsere Annahme (5) schliesslich auf einen 
Widerspruch fiihrt; d. h.: Die definite terndére Form F +- {p} P von 
der 6" Ordnung liisst sich nicht als Summe von 28 oder weniger 
Quadraten reeller Formen darstellen, 

Angenommen, die Form F+ {p} P wire als Summe von 29 
Quadraten reeller Formen darstellbar, so besteht jedenfalls zwischen 
letzteren eine lineare Relation mit constanten positiven und negativen 
Coefficienten. Von diesen mége der grésste positive Coefficient den 
Werth y besitzen. Dividiren wir dann die in Rede stehende Relation 
durch y» und subtrahiren sie von der Summe jener 29 Formenquadrate, 
so gelangen wir zu einer Darstellung der Form F' +- {p}P durch 28 
positive Formenquadrate. In ahnlicher Weise fiihrt die Annahme einer 
Darstellung durch mehr als 29 Formenquadrate schliesslich wieder auf 
die Darstellung durch 28 Formenquadrate zuriick d. h, die terndre 
Form F + {p}P von der 6" Ordnung lisst sich tiberhaupt nicht als 
endliche Summe von Quadraten reeller Formen darstellen. 

Um die Richtigkeit unseres Theorems fiir terniére Formen von 
beliebiger gerader Ordnung » zu erkennen, sei f= 0 die Gleichung 





irgend einer reellen Curve von der Ordnung + — 3, welche durch 


keinen der 9 Punkte (1), (2), ..., (8), (9) hindurchliuft. Man nehme 
dann auf dieser Curve soviel reelle Punkte (10), (11),... an, dass 
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jede durch diese Punkte hindurchgelegte Curve von der Ordnung 3 


in die Curve f= und in eine cubische Curve zerfallt, wihrend das 
(Gleiche nicht mehr der Fall ist, sobald wir in der Reihe jener Punkte 
(10), (11),... einen Punkt unterdriicken. In Folge dieser Annahme 
und wegen der Lage der 9 Punkte (1), (2), ..., (8), (9) gilt eine 
Relation von der Gestalt: 


€, (1) +e, 9(2)+ +++ €,0(8) +690 (9) + C499 (10) +e, @(11) +---—= 9, 
wo @ eine beliebige terniire Form von der Ordnung ~ bedeutet. Die 


Constanten ¢,, C,, -.+, Cy, Cg, Cio, Cy, .-- Sind von den Coefficienten 
der Form @ unabhingig und die Constanten ¢,, ¢,,..., ¢g, Cy besitzen 
iiberdies von Null verschiedene Werthe. Bedeutet nun P eine definite 
ternire Form von der Ordnung m, so ergiebt sich durch dieselbe 
Schlussweise, wie vorhin, dass die terndire Form Ff? + pP fiir ein 
geniigend kleines positives p nicht als Summe von 5 (n+ 1) (n+ 2) 
Quadraten reeller Formen und folglich tiberhaupt nicht als endliche 
Summe von Quadraten reeller Formen dargestellt werden. kann. 

Was endlich die Formen mit mehr als drei Variablen betrifft, so 
bedarf es vor allem einer Untersuchung der quaterniiren biquadratischen 
Form. 

Wir nehmen zu dem Zwecke in dem dreidimensionalen Raume 
7 getrennte Punkte (1), (2),..., (7) an, von denen nicht vier in einer 
Ebene liegen. Ferner soll es nicht méglich sein, durch irgend 6 jener 
Punkte einen Kegel zweiter Ordnung zu construiren, dessen Spitze in 
den 7 Punkt fiallt. Man lege nun durch jene 7 Punkte drei reelle 
quadratische Flichen pg = 0, »y =O und y =(0, welche sich noch in 
einem bestimmten 8'" Punkte (8) schneiden. Dieser Punkt (8) ist 
ebenfalls reell und liege von jenen 7 Punkten getrennt. Es sei f—0 
die Gleichung der durch die Punkte (1), (2), (3) hindurchgelegten 
Ebene und g= 0 die Gleichung einer Flache dritter Ordnung, 
welche durch die Punkte (1), (2), (3) einfach hindurchgeht und iiber- 
dies die Punkte (4), (5), (6), (7) za Knotenpunkten besitzt. Die reellen 
homogenen Coordinaten der 8 Punkte (i) bezeichnen wir der Kiirze 
halber ebenfalls mit (¢). Wie man leicht einsieht, ist f(8) von Null 
verschieden. Das Gleiche gilt von g(8). Denn ginge die Fliche g = 0 
auch durch den Punkt (8), so miisste sich g in der Gestalt 

rp + svt ty 
ausdriickea lassen, wo r, s, ¢ Linearformen bedeuten. Die Definition 
der Fliche g = 0 erfordert, dass fiir jeden der Punkte (4), (5), (6), (7) 
die ersten Differentialquotienten der Form g nach jeder der vier 
homogenen Variablen also die Ausdriicke: 





Te 





























Darstellung deftniter Formen. 


"tm ss, on +49 


"th +s e+ ot. ? 
Ox 
are + toa? 
On 
ba, + . fe <p = 


4 
verschwinden und da keine der Linearformen r, s, ¢ in simmtlichen 
vier Punkten (4), (5), (6), (7) verschwinden darf, so wiirde folgen, dass 
mindestens fiir einen von jenen vier Punkten die dreireihigen Deter- 
minanten der Matrix: 

| 0 ow Ox 
Ox, , Cx, , On, 
0p oy On 
OX,’ Omg’? OM, 
op Ob OK 
Oks ? On, , OX, 
Op Ops O4 
Ox, ’ Om, ? On, 








gleich Null werden. In letzterem Falle kénnte man von einem jener 
vier Punkte einen Kegel zweiter Ordnung construiren, welcher durch 
alle tibrigen 7 Punkte hindurchgeht. Diese Folgerung befindet sich mit 
den getroffenen Festsetzungen in Widerspruch. Nachdem wir das Vor- 
zeichen von f so gewihlt haben, dass f(8) g(8) positiv ausfallt, kénnen 
wir eine ahnliche Schlussweise wie oben bei Behandlung der terniiren 
Form 6‘ Ordnung anwenden. Dann ergiebt sich, dass der Ausdruck : 
F=P+v+r+pf9 
fiir ein geniigend kleines positives p eine Form darstellt, welche in den 
Punkten (1), (2), ..., (7) Null ist, dagegen fiir alle anderen reellen 
Werthsysteme der Variablen von Null verschieden und positiv ausfallt. 
Da die in Rede stehenden 8 Punkte das vollstiindige Schnitt- 
punktsystem dreier Flichen zweiter Ordnung bilden, so gilt eine 
lineare Identitét von der Gestalt: 


¢, @(1) + & e(2) +--++¢,0(7) + & e(8) =9, 

wo @ eine beliebige quaternire quadratische Form bedeutet und die 
Constanten ¢,, ¢,,...,¢;, ¢, nur von den Coordinaten jener 8 Punkte 
abhiingen. Es bedeute ferner P eine definite quaterniire biquadratische, 
Form und {p} eine Grésse, welche von Null verschieden, positiv und 
kleiner ist als der Werth des Quotienten: 

___ 62 F(8) ; 
85 {le VPQ)|+laVP@)|+---+laVPa|}® 
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Setzen wir dann voraus, dass sich die Form F + {p}P als Summe 
von 35 oder weniger Quadraten reeller Formen darstellen liesse, so 
werden wir in gleicher Weise auf einen Widerspruch gefiihrt, wie oben, 
als es sich um die ternire Form der 6'" Ordnung handelte. Die 
definite quaterniire biquadratische Form F +- {p}P lisst sich somit 
nicht als Summe von 35 oder weniger Quadraten reeller Formen und 
folglich tiberhaupt nicht als endliche Summe von Quadraten reeller Formen 
darstellen. 

Nunmehr bedeute ® eine definite terniire Form der 6' Ordnung 
und ¥ eine definite quaterniire biquadratische Form. Weder ® noch 
Y sei als Summe von Quadraten. reeller Formen darstellbar. Sind 
dann » und m gleich oder grésser als vier, so ist es offenbar ohne 
Schwierigkeit méglich, eine definite Form der n'" Ordnung von m 
Variablen zu construiren, welche durch Nullsetzen einer oder mehrerer 
Variabler in eine der Formen © oder ¥ iibergeht. ine solche Form 
ist ebensowenig als Summe von Quadraten reeller Formen darstellbar - 
wie die Formen ® und ¥ selbst. 

Damit ist der vollstindige, Beweis fiir die Richtigkeit unseres 
Theorems erbracht. 


Koénigsberg i. Pr., den 20. Februar 1888. 





























Ueber hyperelliptische Sigmafunctionen. 
(Zweite Abhandlung.) 
Von 


Feurx Kiem in Gottingen. 


In einer ersten unter vorstehendem Titel verdffentlichten Ab- 
handlung, die ich weiterhin mit I citiren werde*), habe ich gezeigt, 
dass sich die Definition der 6-Functionen, die Weierstrass zuniichst 
nur fiir den Fall p = 1 gegeben hat, bei zweckmiissiger Deutung der 
Weierstrass’schen Formeln in einfacher und naturgemiisser Weise auf 
p=2 iibertragen lisst: ich entwickelte zuniichst, wie die neuen 
o-Functionen aus den zugehérigen #- Functionen entstehen (I, (6), (23)), 
ich gab sodann die Definition der 6 am hyperelliptischen Gebilde ((46), 
(47) ebenda) und beschiftigte mich schliesslich mit gewissen Higen- 
schaften ihrer Potenzentwickelung (Gl. (50), (51) daselbst)**). Ich 
habe seitdem diesen Gégenstand in Vorlesungen weiter verfolgt (Sommer 
1887 und Winter 1887— 88). Hierbei handelte es sich in erster Linie 
darum, die Darstellung in der Weise systematisch zu ordnen, dass ich 
die o-Functionen als den natiitlichen Durchgangspunkt betrachtete, 
um vom hyperelliptischen Gebilde zu den zugehérigen @-Functionen 
zu gelangen. Andererseits strebte ich Erweiterung -aller Entwickelungen 
auf hyperelliptische Functionen beliebigen Geschlechtes an. Ich werde 
im Folgenden hieriiber Bericht erstatten, indem ich mich, wie in 
meinen Vorlesungen, auf eine allgemeine Skizzirung des Gedanken- 
ganges beschriinke und immer nur diejenigen Punkte genauer aus- 
fiihre, die fiir meine Ueberlegung besonders charakteristisch sind. 
Die nothwendige Ergiinzung, welche meine Darstellung hiernach im 
Einzelnen bendthigt, findet sich zum grossen Theile bereits in der 


*) Diese Annalen, Bd. 27, pag. 431 ff. » 

**) Die genannten Entwickelungen sind seitdem von Hrn. Wiltheiss (diese 
Annalen, Bd. 29, pag. 272 ff.) und von Hrn. Brioschi (Annali di Matematica, 
ser. 2, t. XIV, pag. 241 ff.) eingehender untersucht worden. Hr, Brioschi be- 
rechnet die Entwickelungsterme der geraden o-Functionen bis zu denjenigen 
vom zwilften Grade einschliesslich. 
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hier nachfolgend abgedruckten Arbeit des Hrn. Burkhardt, auf die 
ich wiederholt zu verweisen haben werde; Citate auf dieselbe sollen 
. kurz durch den Buchstaben B. bezeichnet sein. Ich darf dabei nicht 
unterlassen anzugeben, dass mir der wissenschaftliche Verkehr mit 
Hrn. Burkhardt auch fiir diejenigen Ueberlegungen, die ich im 
Folgenden selbst entwickele, mannigfach férderlich gewesen ist. 


§ 1. 
Vorerinnerungen. 


Die Bezeichnungen, die ich im Folgenden verwende, sind im 
Grossen und Ganzen dieselben, die ich in I gebraucht habe. Mit f, 
oder kurz f benenne ich die binire Form sechsten Grades, durch 
welche das hyperelliptische Gebilde vom Geschlechte 2 definirt wird. 
Bei der Definition der 6-Functionen hat man zweierlei Zerlegungen 
dieses f zu betrachten: solehe in zwei cubische Formen und andere 
in einen Linearfactor und einen Factor fiinften Grades. Beide will 
ich hier in die eine Formel zusammenfassen f = mw, wo dann, sobald 
es der Deutlichkeit wegen wiinschenswerth scheint, m und ~ im ersten 
Falle den Index 3 erhalten mégen, im zweiten Falle aber g, und 7; 
genannt werden sollen. Die zugehérigen 6 werden dann ausfihrlich 
als Gy,y, und 6y,y, zu bezeichnen sein, wofiir ich gelegentlich der 
Kiirze halber 6», oder auch, wenn es nur auf den Grad der , ~ an- 
kommt, 63,3 und 6;,5 schreibe. Die Integrale erster Gattung, die friiher 
U,, %. hiessen, nenne ich jetzt w,, w,: 


(1) * a (edz ) ait p &(zdz) 
Vi (4 &,) ” . Vi 22) 
Dann ist nach 1,(46) die Definition der zehn geraden o die folgende: 


V i 2u2 V vsy Fr Ys V sy 7 Q2Y 
2V fox: fey 


und die der sechs ungeraden 6 nach I, (47): 


(2) Gy, y, (Wy, Wy) = - 6 


(cy) Vega > WY era. 
V fox + fy 
Hierbei ist Q nach I, min das Normalintegral dritter Gattung: 


4 (fde’) (eds) Vfe Viz + Fees) 
(4) Vie Vf 2(e'2)* : 


(3) Go,y,(M, W,) —_ 
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wo F(z’, 2) die durch 120 dividirte dritte Polare bedeutet: 


a3 
(a) FU, 8) = 39 (Ape a? + ++), 





die man symbolisch so schreiben kann, wenn man /(s) =a, setzt: 

(5b) F(#, 2) =a, a3. 

Ferner sind z,y die Benennungen derjenigen Stellen des hyperellip- 

tischen Gebildes, die zu den Strecken 2, y conjugirt sind (ef. I, p.446). 
Auf der durch /f gegebenen Riemann’schen Fliche fixiren wir 

jetzt, wie in I, pag. 435, 436, ein System canonischer Querschnitte 


A,, A,, B,, B,. Die zugehérigen Perioden der w,, w, bezeichnen 
wir nach I (9) durch das Schema: 





pa [alae 
(6) WwW, @ 14 | 19 | @13 | 44 
W, @o, | oo | @o3 | @o4 





Dabei gilt, wohlverstanden, eine Periode als einem Querschnitte zu- 
gehorig, wenn sie dem Integralwerthe bei Ueberschreitung des Quer- 
schnitts hinzutritt. Wollten wir die Perioden so ordnen, wie sie sich 
bei Durchlaufung der einzelnen Querschnitte A, B ergeben, so miissten 
wir in dem vorstehenden Schema die erste und dritte, wie die zweite 
und vierte Verticalreihe mit einander vertauschen. 

Aus (6) ergeben sich jetzt die Normalintegrale v; und die Theta- 
moduln 7;, nach der Tabelle: 


| A, | 4s | B, | B 
(7) | 0, | he | 0 ' | TH | 712 
V, 0 | 1 | To | Too 





Die Unterdeterminante aus den beiden ersten Colonnen der @ be- 
zeichnen wir mit p,,: 

(8) Pix FS Dy @oq — jo Wo)- 

Aus den v, t denken wir uns des weiteren die 16 #-Reihen ge- 
bildet. Wir unterscheiden dieselben in iiblicher Weise durch eine 
Charakteristik 

9 G2 g 


(9) h, he h 


wo die g;, go, hy, hy je die beiden Werthe Null und Eins annehmen 
kénnen. Wenn z in (1) die Querschnitte A,, A,, B,, B, iiberschreitet 


’ 
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und die v,,v, dementsprechend die in (8) bezeichneten Periodenzuwiichse f 


erhalten, wird das zur Charakteristik | 7 


h gehérige #, das fortan mit 





& (%, %) oder kurz 
| Hi 
bezeichnet werden soll, die Factoren erhalten: j 
7 ; —2ia 9,4 att — ix +2 
1) (— 1, (ay, (hee OD (—1)*-e sshd 


Jeder geraden #-Function entspricht eine bestimmte Zerspaltung 
von f in zwei Factoren g, und y,, jeder ungeraden eine solche in 
gm, und y,. Es wird weiterhin unsere besondere Aufgabe sein, zu 
entscheiden, welche Zerlegung dies in jedem Falle ist und wie also, 
je nach der Wahl des Querschnittsystems (6), die 16 #-Functionen den 
16 6-Functionen zugeordnet sind. Bemerken wir hier nur noch, dass 
die zugehérigen Zerlegungen von f sich insbesondere geltend machen, 
wenn man die #-Functionen nach Potenzen der v,, v, entwickeln will. 
Mit Ag,, Aw, seien, wie in I, die Discriminanten von g,, w, be- 
zeichnet, ebenso mit Aw, diejenige von y,. Ich will der Gleich- 
formigkeit der Formeln wegen hier auch noch das Zeichen Ag, ein- 
fihren, das einfach den Zahlenwerth Eins repriisentiren soll. Die 
Coefficienten von ,(¢,42,) nenne ich ,,, Qj: 


Py (21 22) = Pyy 2 + P122>- 


Dann ist nach I, pag. 438 — 440, vermige der dort citirten Thomae’- 
schen Entwickelungen*) der Anfangsterm der Reihenentwickelung: 


a) beim geraden ?: 





(11a) B(v,, 0.) = V es . /AQ; Ads +-:; 
b) beim ungeraden @: 
1>/ Pe sxx 
(11d) (0, 4) = Y/ Pe, - VAG, BG, - (91% + Outs) +> 


(wo in der letzten Formel die w,, w, noch durch die ihnen gleichen 
linearen Verbindungen der v,,v, zu ersetzen sind, die sich aus (7) 
ergeben: 


(12) 


Wy = 44% HF 2%, 


We = Wy, V, + yo Vo). 


*) Crelle’s Journal Bd. 71. Beitrag zur Bestimmung von @(0,0,...0) durch 
die Classenmoduln algebraischer F'unctionen. 























Hyperelliptische Sigmafunctionen II. 
§ 2. 
Integrale zweiter Gattung. 

Es wird sich jetzt zuniichst darum handeln, die Periodicitiits- 
eigenschaften der 6-Functionen von den Formeln (2), (3) aus fest- 
zulegen. Hierzu haben wir vorab die Periodicititseigenschaften des 
Integrals Q@ zu untersuchen. Zu dem Zwecke wird man sich des be- 
kannten Zerlegungsverfahrens bedienen, welches Weierstrass seinen 
beziiglichen Entwickelungen zu Grunde legt*).’ Inzwischen konnte mir 
die Form, in der dieses Verfahren gegeben wird, fiir meine Zwecke 
nicht geniigen. Vielmehr musste ich versuchen, dasselbe so umzusetzen, 
dass durchweg invariante Bildungen und Processe zur Verwendung 
kamen. Hierzu gehdrte vor allen Dingen eine geeignete Einfihrung 
der beiden, in der Weierstrass’schen Theorie vorkommenden Integrale 
zweiter Gattung, die den Integralen w,, w, der ersten Gattung corre- 
spondiren. Ich werde dieselben nach den in I entwickelten Principien, 
also unter Vermeidung aller unnéthigen Irrationalitiiten und im An- 
schluss an die Verfahrungsweisen der Invariantentheorie so wéihlen, 
dass ihre gemeinsame Unstetigkeitsstelle (an der sie, allgemein zu reden, 
zweifach unendlich werden) eine beliebige Stelle t des hyperelliptischen 
Gebildes ist, wiihrend gleichzeitig thre Perioden von der Wahl dieser 
Stelle unabhingig sind, Letzteres muss sich in der That erreichen 
lassen. Ist nimlich ¢’ eine zweite Stelle des algebraischen Gebildes, 
so wird man auf letzterem eine algebraische Function construiren 
kénnen, welche in ¢ genau so unendlich wird, wie das eine der beiden 
zu ¢ gehérigen Integrale zweiter Gattung, welche ferner in ¢’ héchstens 
doppelt unendlich wird und iiberall sonst endlich bleibt. Subtrahirt 
man nun diese algebraische Function von dem in ¢ unendlich werdenden 
Integral zweiter Gattung, so hat man ein Integral zweiter Gattung 
gewonnen, dessen Unstetigkeitsstelle nach ¢’ verlegt ist, wiihrend seine 
Perioden véllig ungeiindert geblieben sind. — 

Die Durchfiihrung der hiermit angedeuteten Entwickelungen wird 
durch folgende einfache Formeln geliefert. Sei: 


xz 


“(ede) Vie Vit+ Fee.) 
Qa f So. 5 4 ae A 
(12) 40 J Viz 2 (et)? ’ 

y 
d. h. dasselbe Integral, welches unter dem Doppelintegral Q vorkommt, 
sofern man fiir das bei Q benutzte 2’ jetzt ¢ setzt. Dieses Z stellt an 
sich bereits ein Integral zweiter Gattung mit der Unstetigkeitsstelle ¢ 


*) Vergl. beispielsweise die Darstellung bei Wiltheiss im 99 Bande des 
Journals fiir Mathematik, p. 238. 
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vor, an welcher es iibrigens nur einfach unendlich wird. Formen- 
theoretisch ist dasselbe als eine Covariante von f mit den Variabel- 
reihen «2, y, ¢ vom Gewichte (— 1) zu bezeichnen. In den 2, y ist 
Z selbstverstiindlich vom O'" Grade, in den ¢ vom ersten, in den 
Coefficienten von f vom Grade + '/,. Wir gewinnen nun die beiden 
fernerhin zu benutzenden Integrale der zweiten Gattung, die wir Z,, Z, 
nennen wollen, indem wir Z mach t,, bes. t, differentiiren. Wir 
setzen also: 
AZ) aZit) 

(13) Z,% = i 2,0 = = 

Dass diese Z,, Z, allen von uns aufgestellten Forderungen in 
der That entsprechen, ist leicht zu sehen. Um zu zeigen, dass ihre 
Perioden von der Stelle ¢ unabhingig sind, bilde man fiir eine zweite 
Stelle, ¢’, die entsprechenden Integrale Z,“), Z,). Die Differenzen 


Z,9—Z,O, 2,0 —Z 
erweisen sich dann als algebraische Functionen*). 


Ich werde die Perioden, welche die Z,, Z, an den Querschnitten 
A,, A,, B,, B, annehmen, folgendermassen bezeichnen: 





Cue sy we 
(14) Z| — M1 | — Ne | = the,| te. 
2," | —=Seo i ee | ee | — Nw 








In der That sind dies, wie aus der ferneren Entwickelung hervor- 
geht, dieselben Gréssen, die ich in I (33) als »,,,... eingefiihrt habe 
und die ich damals bereits als Perioden der zweiten Gattung be- 
zeichnete. 


Aus (13) folgern wir sofort: 
(15) t,-Z,9 +4,-Z,0 = Z0, 
Da Z als Covariante von f von dem Gewichte — 1 aufzufassen war, 


so ist in dieser Formel das Verhalten der Z,“), Z, bei linearer Trans- 
formation der Integrationsvariabelen z,,2, ausgesprochen. Insbesondere 


folgt, dass die Summe 
(16) w,7¥ ° Z,9 4 wi" - 2, 


— wo die x, y, x, y irgendwelche Grenzen der Integrale bedeuten 
sollen —, eine absolute Covariante der cogredienten Variabelreihen 





*) Vergl. Wiltheiss in diesen Annalen Bd. 31, pag. 137, oder auch die 
Entwickelungen von B, § 2. 
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x’, y¥, x,y, ¢ ist, vom nullten Grade in jeder derselben wie in den 
Coefficienten von f. 

Diese Bemerkungen iibertragen sich auf die Perioden y. Ins- 
besondere lasse man in (16) das x’ nach Ueberschreitung des a'*" Perioden- 
weges mit y’ zusammenfallen, ebenso das x nach Ueberschreitung des 
Ben Periodenweges mit y. Dann folgt, dass nachstehender Ausdruck: 


(17) — Map — MaNep 

eine absolute Invariante von f ist. Die bekannten Bilinearrelationen 
zwischen den w und y, auf deren Theorie wir hier nicht weiter ein- 
gehen (cf. B. § 9, 10), sind lineare Beziehungen zwischen solchen 
Invarianten. 


§ 3. 
Von der Periodicitét der o-Functionen. 


Die Zerlegung des Q@, von der zu Anfang des vorigen Paragraphen 
die Rede war, wird jetzt durch folgende Formeln gegeben: 


, ay wy 
(18a) ay - fs dz '.Z,2) + 2, - a" 
(2 dz’) fe any r zy of a ra “ ay 
ade a [2 (4, 1— Zi) + 2, (2, nn | 


y 


— ee 
+ w74- ZZ, 4+ w,7%- 2, 
y (dz) t ay’ 4 ay" 
a'y' - {5 ° 4,” -{- &y° 2," ’ 


(18b) Qi, 
- f 40) [,, (a5 — 238) + (zis — 23)] 
Zz 


. ay’ a'y' 
+ w79-Z,% + w,79- 2. 


Hier ist ¢’, bez. ¢ ein willktirlicher Hilfspunkt. Zrstere Formel ge- 
brauchen wir, wenn es sich um die Aenderung handelt, die Q erleidet, 
wenn « oder y auf dem hyperelliptischen Gebilde einen Periodenweg 
durchiiuft, letetere Formel, wenn x’ oder y' einen Periodenweg beschreibt. 
Die Ausfiihrung wolle man in der Arbeit von Hrn. Burkhardt ver- 
gleichen, wo auch gezeigt wird, wie man von den so entstehenden 
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Formeln aus zu den Periodicitiitseigenschaften der Function Q:’ und 


schliesslich des einzelnen 6p» gelangt. Das Resultat, wie es sich zu- 
nichst darbietet, lasst sich folgendermassen aussprechen: 

Magen auf irgend einem Periodenwege die Integrale 

W,, W,, 2, 2, 
beziehungsweise um 
@1, Go, — M1, — Ne 
wachsen, dann tritt jeder 6- Function ein Exponentialfactor hinzu von 
folgender Gestalt: 
o, Oy 
oe mot $) tn (mt), 
Was ich hier ausdriicklich erliutern muss, ist die Bestimmung 
des bei dieser Formel zu verwendenden Vorzeichens. Man denke sich 
zu dem Zwecke den geschlossenen Integrationsweg, der die Perioden 
@, — » liefert, aus lauter solchen einfachen Periodenwegen zu- 
sammengesetzt, deren jeder nur zwei Verzweigungspunkte umschliesst. 
Fiir diese besonderen Wege ergiebt sich dann folgende Regel: 

Es sei f= qm-w diejenige Zerlegung von f, welche dem gerade in 
Betracht gezogenen 6 entspricht. Wir werden in der zugehdrigen Formel 
(19) das + oder das — Zeichen anwenden miissen, jenachdem sich die 
beiden Verzweigungspunkte, die der Periodenweg umschliesst, auf p und w 
vertheilen, oder nicht. 

Wiederholte Anwendung dieser Regel ergiebt, wie bereits an- 
gedeutet, die fiir einen beliebigen Periodenweg geltende Vorzeichen- 
bestimmung. 

Wir wollen nun insbesondere diejenigen Factoren (19) in Betracht 
ziehen, welche beim einzelnen 6», in dem hiermit erliuterten Sinne 
den Wegen B,, B,, A,, A, (also der Ueberschreitung von A,, A,, B,, B,) 
entsprechen. Die zugehérigen Vorzeichen mégen beziehungsweéise durch 

(— 1), (—1)4, (— 14, (— 1) 
gegeben sein (wo die g, h die beiden Werthe 0 und 1 jenachdem 
vorstellen sollen). Dann lauten die betreffenden Exponentialfactoren 
in Uebereinstimmung mit 1, (34): 


mn (+S*) + (ws +o" Wits (m+52) + (w2+ =) 
(20) ileal , (—1)me , 
wo (ot SB) + (ot) ou (oct 3) (mt) 
? . 


(—1)-e (—1)he 


Dabei werden von den 16 unterschiedenen o-Functionen keine zwei 
dieselben Zahlen g,, 9,,h,, h. darbieten kénnen; anderenfalls nimlich 
wiire der Quotient der beiden 6 auf dem hyperelliptischen Gebilde ein- 
deutig, was nach (2), (3) nicht angeht. 
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§ 4. 
Darstellung der # durch die o. 


Wir haben gerade mit Bezug auf das zu Grunde gelegte canonische 
Querschnittsystem der A,, A,, B,, B, jedem Gyy vier bestimmte 
Zahlen g,, Jo, hy, ho, deren jede 0 oder 1 sein kann, zugeordnet. 
Ich brauche nun nicht auszufiihren, dass dem einzelnen 6g, unter 
den zum Querschnittsystem gehérigen #-Functionen gerade diejenige 
91 92 
hy hy 
wir also zur Definition des # | eine Formel der folgenden Art haben: 


| 
(21) = Coy > e%™ - oy; 


correspondirt , deren Charakteristik durch gegeben ist, und dass 








a 
A 
Hi 
hier ist G(v,v,) eine homogene quadratische Function der v,, v,, die 


von der Charakteristik | : , resp. der Zerlegung f= g-w, unab- 


hingig ist, wihrend Cy, eine Grésse bezeichnet, in der die v,, v, 
nicht mehr vorkommen, die aber mit der Zerlegung des f wechselt. 
Es handelt sich uns um die expliciten Werthe des G und der C. In 
ersterer Hinsicht ziehen wir die Periodicitatsgleichungen (10) und 
(20) heran und finden aus den beiden ersten Gleichungspaaren: 





@14 @1 Ww, 
(22) G (v, %,) = G4 @oo We |? 2pjo- 
11% + Ny M2 M2 + YW, O 


Die Bestimmung von Cyy erfolgt aus (1Ja), bez. (11b). In der That 
correspondirt in (21), wie wir hier nicht niher nachweisen, jeder 
g 
h 
geraden eine Zerlegung in g,-¥,. Hiernach ist unmittelbar 


geraden Charakteristik | eine Zerlegung von f in g, -#,, jeder un- 





1) im Falle der geraden Charakteristik : 





(23a) Coy = ng - V9; -B%s, 


2) im Falle der ungeraden Charakteristik: 


;, 1! - 6 
(23 b) Cow — rg ' VA Pi- Ay. 
Die Formeln (21), (22), (23) zusammengenommen enthalten die- 
jenige Definition der 3-Functionen am hyperelliptischen Gebilde, die 
24* 
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wir in der Einleitwng in Aussicht nahmen. Man vergleiche hiermit 
die genau analogen Formeln, welche Hr. Weierstrass fir p—1 ge- 
geben hat (Formelsammlung von Schwarz, pag. 42). 


§ 5. 
Die elliptischen o fir mehrgliedriges Argument. 
Wir kehren jetzt einen Augenblick zu den 6- Functionen fiir p= 1 
zurtick. Ich erwiihne zuniichst die Definition, welche ich fiir dieselben 
in I gegeben habe. Sei 


*(g dz) 
24 O= . 
@4) J Vie 
y 
wo fz eine Binirform vierten Grades, sei ferner Q in thnlicher Weise 


definirt, wie oben in (4), [nur dass F(z’, 2) jetzt die durch 12 dividirte 
zweite Polare von / vorstellt], dann war das ungerade o: 


=_— 
(25a) o(w) = 29. ¢? Gs. 
V ta -ty 
Um die geraden 6 zu construiren, musste f auf alle Weisen in zwei 
quadratische Factoren zerspalten werden: 
= P2V- 
Jeder solchen Zerlegung gehdrte dann ein gerades 6 an: 


mt ee 
(25) o(w) = Vox Voyt+VorVoy | (205. 
2V fa fy 


Wir werden im Folgenden die hiermit erhaltenen vier o-Functionen 
zweckmissigerweise wieder nach der zugehérigen Zerspaltung von f 
benennen, also die geraden 6 als 6y,y,, das ungerade 6 aber, bei dem 
in Wirklichkeit keinerlei Zerspaltung von f vorliegt, als oy, y,. 

Die Frage, um welche es sich nunmehr handeln soll, ist folgende. 
Wir denken uns w nicht mehr durch (24) sondern in Gestalt der mehr- 
fachen a ‘eera: 


Wea 
26 “(eds) (ed) 
(26) Vf iff Viz LT ae 
y 


welches ist dann die Definition der 6(w)? 


Die gewohnlichen Additionsformeln der 6-Functionen gestatten, 
diese Frage auf sehr verschiedenartige Weise zu beantworten*). Ich 


*) Vergl. etwa Frobenius und Stickelberger im 88" Bande des Journals 
fiir Mathematik, pag. 146 ff. (wo man eine Reihe weiterer Citate findet), oder 
Schwarz-Weierstrass, Formeln und Lehrsiitze zum Gebrauche der elliptischen 
Functionen, pag. 16 ff. 











ee ee 
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werde in dieser Hinsicht hier Formeln mittheilen, welche spiiter un- 
mittelbare Verallgemeinerung auf p > 1 zulassen. Dieselben gehen 
von der in (25a) enthaltenen Definition der ungeraden o- Function 
fiir eingliedriges Argument aus und fiihren mit deren Hiilfe die 6 - Func- 
tionen mehrgliedriger Argumente (26) auf gewisse einfache Determi- 
nantenausdriicke zuriick. Hierbei spielt also der in (25a) rechter Hand 
auftretende Ausdruck eine bevorzugte Rolle. Ich darf nun gleich hin- 
zuftigen, dass fiir p > 1 ein ganz ihnlicher Ausdruck, von genau ent- 
sprechender Bedeutung, construirt werden kann, der aber nicht mehr 
mit einer der dann zu unterscheidenden 6-Functionen zusammenfillt, 
auch nicht, wenn man die in den letzteren auftretenden Argumente 
specialisirt. Ich werde also fiir den fraglichen Ausdruck (25a) 
schon hier ein von o verschiedenes Zeichen einfiihren, das bei der 
spiteren Verallgemeinerung beibehalten werden kann. Dementsprechend 
schreibe ich: 


1 “ 
‘ (ay) 3Qzy 
(27) See 9 9 sy = Q(x, y). 
Viewty 
Ich will ferner unter M folgendes Aggregat verschiedener Q- Ausdriicke 
verstehen : 


IT [cs y®). ai Te Q(2", (0), ®) . TT] Pf 20°, y®) 


Hier sollen die ¢, k bei den Doppelproducten je die Werthe 1, 2,... v 
durchlaufen, mil der Massgabe, dass bei den mit einem Accent ver- 
sehenen Producten die Glieder mit ¢ = auszulassen sind und jede 
Combination zweier Zahlen i, i nur einmal vorkommen soll*), Dieses 
M ist eine Covariante der Variabelreihen 2’, x”,... 2; y',y” ... y™, 
in jeder derselben von der (— v)'" Dimension, dabei in den Coeffi- 





; v 
cienten von f vom Grade (— 2). 


Ich wende mich nun zur Construction der in Betracht kommenden 
Determinantenausdriicke. Dieselben erhalten je 2v Reihen, die bez. 
von den einzelnen 2’, 2”,... 2), y',y”,...y™ abhiingen. Da das 
Bildungsgesetz der v ersten Reihen genau dasselbe ist, und ebenso 
das Bildungsgesetz der v folgenden Reihen, so wird es geniigen, 
eine einzige Reihe mit « und eine Reihe mit y anzuschreiben. In 
diesem Sinne lautet die Determinante, welche zur Zerlegung f = oy, 
gehort: 


*) In gleichem Sinne wolle man spiiter immer den einem Doppelproduct 
zugesetzten Accent verstehen. 
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(29a) Do al nt ies ee ene 
=H" WY WOW AY Wy eV Ys YoYo” = VH,& 

die zu f= ,%, gehérige Determinante aber: 
BV Pye BAAD. AV Vy BoB Oy | 


YTV Daye —Yy OV Poy YI V boy Yo po V v- =i 


das beidemal zu Grunde liegende Bildungsgesetz tritt noch deutlicher 
hervor, wenn wir Dy», so schreiben: 


(29b) Doy= 





0° V Poss Io V Py X uy? YY, &---,2 b,x 


— WV PY —Y2"V PY WAVY Yo V yy 
Dieses voraufgeschickt haben wir nun fiir das durch (26) gegebene 
Argument w die folgende Definition der Sigmafunctionen: 


(30) { Spy, (W) = 6» M+ Dow, 

6y,y,(wW) =c, - M- Do,y,.- 
Die ¢,’, c, sind dabei numerische (von der in (26) auftretenden Glieder- 
zahl v abhingige) Constanten, mit deren Bestimmung wir uns hier 
nicht aufhalten. — 

Was den Beweis der Formeln (30) angeht, so ist derselbe nach 
bekannten Vorschriften durch Betrachtung der beiderseitigen Ver- 
schwindungsstellen und Periodicitiitseigenschaften zu fiihren. Ins- 
besondere wolle man beachten, dass die 6 vermége (30) Covarianten 
in den a’, w’,..., y', y’, «.. werden, die in diesen Variabelreihen 
iibereinstimmend die Dimension 0 haben; der Grad in den Coefficienten 
von f ist dabei fiir 6»,y, gleich — 1/,, fiir die o»,y, gleich 0, wie es 
sein muss, 

Nimmt man in (30) die Zahl v gleich 1, so kommt man auf die 
Ausgangsformeln (25) zuriick. 








§ 6. 
Entsprechende Verallgemeinerung der o fir p = 2. 
Ks soll sich nunmehr darum handeln, die hiermit fiir p— 1 ge- 
gebenen Entwickelungen auf p= 2 zu iibertragen. Wir schreiben 
also statt der Formeln (1) — Integralsummen : 


( al”) 


a ( ee "ale oe 4 : nied dz) 
ara Vie Vie oop fe 
y”) 
(31) 4 oe 
* ale es, * ale (eds) B_(2 on, 
Vis Vrs + \ a 





y”) 
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und fragen, welche Formeln dementsprechend an Stelle von (2), (3) 
als Definition der 6(w,, w,) zu treten haben. Wir haben im vorigen 
Paragraphen die geeigneten Vorbereitungen getroffen, die uns jetzt 
ohne weiteres zur Beantwortung dieser Frage hinleiten. 

Wir setzen zuniichst, wie in (27): 


1 
+ ory 
(32) Q(a, y) = eM. 
V ta-fy 
Dieses Q (dessen Einfiihrung auch fiir p > 1 wir schon vorhin in 
Aussicht stellten) ist hier, wie im Falle p= 1, eine Covariante der 


beiden Variabelreihen 2 und y, vom Grade (— 5) in den Coefficienten 


von f. Aber es ist nicht mehr, wie damals, von der 0'" Dimension 
in den w, oder y, es ist also nicht mehr, wie im elliptischen Falle, 
eine eigentliche Function der Stellen 2, y des algebraischen Gebildes. 
Trotedem werden wir Q als wesentliches Element der auf p = 2 besiig- 
lichen Theorie betrachten diirfen. Es* hat néimlich auch bei p = 2 die 
Eigenschaft, an keiner Stelle des algebraischen Gebildes verzweigt zu 
sein, oder unendlich zu werden, und nur dann und zwar einfach eu ver- 
schwinden, wenn x mit y zusammenfdllt. Q hat also nach wie vor, 
um es priignant zu bezeichnen, die Eigenschaft eines Primausdrucks*). 

Wir construiren jetzt, wie in (28), das folgende Aggregat ver- 


schiedener Q: 
I] fs (a y*?) 
Ef fom IEICE (cli) gl?) TTL ow y®) , 


wir construiren ferner die folgenden Determinanten: 





(383) Me 


| See Vee OVE Vee 
av, =| 


\—yt V Psy" —ys V psy yi Vvsy--y2 Vibsy 
a Voie Ve a VG a Vba 


i Pun v poems Cn cones oo pat fa v—2 » / " 
i—y Voy —yw Voy  Vosy yr Vesy| 


(34) 





*) Man wolle den Primausdruck Q nicht mit der Weierstrass’schen ,, Prim- 
function“ H(a, y) verwechseln. Letztere ist eine eigentliche Function der Stellen 
xz und y (nicht nur der homogenen Variabelen 2, 7, und 4, Y2), die allerdings 
auch nur dann und zwar einfach verschwindet, wenn x mit y coincidirt, nirgends 
verzweigt ist etc., die aber an einer bestimmten Stelle des algebraischen Gebildes 
einen wesentlich singuldren Punkt besitzt. — Mit dem Ausdruck Q, der sich ganz 
entsprechend in allen héheren Fiillen (nicht nur bei den hyperelliptischen Gebilden) 
aufstellen lisst, ist meines Erachtens ein allgemeiner Fortschritt in der Theorie 
der Abel’schen Functionen gegeben, Man hatte seither, wenn ich nicht irre, die 
ausgezeichneten Eigenschaften des 2 nur desshalb nicht bemerkt, weil man sich 
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Dann ist die Definition der zu den Integralsummen (31) gehdrigen o- 
Functionen die folgende: 

[Fp.w, (%; W,) = + M+ Dy,y,, 

loy,v,(; W,) — Cy * M ‘i Do,y,- 

Die c, ¢ sind dabei wieder geeignete Zahlenfactoren. 


Der Beweis gestaltet sich ganz iihnlich, wie im elliptischen Falle; 
ich darf dieserhalb auf B. § 19ff. verweisen. 


(35) 


§ 7. 
Uebergang zu belicbigem p. Festlegung der zugehérigen Integrale. 


Wir haben jetzt die Entwickelungen fiir p—1 und p = 2 bis 
zu einem Punkte gefiihrt, von dem aus sich unmittelbare Verall- 
gemeinerung fiir beliebiges p erméglicht.*) 

Sei also jetzt f(2) = f2»40(2) = a2? eine binire Form (2p-+-2)'" 
Grades, durch die wir ein hyperelliptisches Gebilde definiren. 

Wir verabreden zuniichst, welche zugehérigen Integrale der ersten, 
zweiten und dritten Gattung wir der weiteren Betrachtung zu Grunde 
legen wollen. 

1) Als fundamentale iiberall endliche Integrale wihlen wir die 
folgenden p: 


— [ #—* @ds) nied *sP— ny (dz), - “ap (edz) 
(36) 2, "ees -| en nf 7 
y 


-Wir notiren gleich, wie sich dieselben umsetzen, wenn man die 2,, 2, 


einer linearen Substitution unterwirft: 

(37) {f on ee 
f= 78, + 02, 

Offenbar sind die w,,...w, homogene lineare Combinationen der 


w,',... Wp. Um das Gesetz dieser Combinationen mdglichst einfach 
zu bezeichnen, sei 


(38) 4 (¢) = w,t,?-' — (p— 1), Wa t.P*t, + (p— 1), wtb? — +--+: 
_ fer teas) | 
Vfe 


(«3 —By=r). 


scheute, auch im Gebiet der irrationalen, bez. transcendenten Functionen con- 
sequent mit homogenen Variabelen zu operiren. 

*) Ich habe die bez. allgemeinen Formeln zum grossen Theile bereits in den 
Gittinger Nachrichten 1887, Nr. i8 mitgetheilt (Sitzung vom 5. November 1887): 
Zur Theorie der hyperelliptischen Functionen von beliebig vielen Veriinderlichen. 
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Wenn wir dann die ¢ ebenso substituiren, wie die ¢ in (37), so haben 
wir offenbar 
(39) at) =x’ (t’) 9, 
worin das gesuchte Gesetz ausgesprochen ist. 

2) Um jetzt zu geeigneten Integralen zweiter Gattung zu kommen 
(deren wir ebenfalls p gebrauchen), beginnen wir wie bei p = 2 mit 
dem Integral 


“(eds)  VieVit tartar 


(40) Zo = Viz "3a? 


Aus ihm leiten wir pen durch Differentiation nach ¢,, ¢, die p funda- 
mentalen Integrale zweiter Gattung ab; wir setzen: 


1 azo —1), a? "ZW 
1) 20 — Gla Gyr 2 = get 
so dass also nach dem Kuler’schen Theoreme: 
(42) tpt. ZO 4 tp-2t, «Ze te tP Zo = ZO, 
Diese Z,,...Z, haben, bei 2 = ¢, allgemein zu reden einen p-fachen 
Unstetigkeitspunkt. Ihr Verhalten bei einer linearen Substitution (37) 
ergiebt sich aus der Covariantennatur des Z“; das Resultat ist, wie 
bei p= 2, dass die Z,,Z,,...Z, den W,, W.,... Wy genau contra- 
gredient sind , 80 dass also der ‘Auaived: 


(43) w,29. Z9 4 w,27 + Z0 +... + wv Zi 
bei (37) durchaus ungedndert bleibt: 
3) Als Integral dritter Gattung endlich bilden wir das folgende 


; d dz’) Freryr. i nah i 
ww er ecraf (age. sep. ot 


Vie Vfe 
sf f an AS _ (eae). Zt 
Vis Vfe : 


7 
seine Rigenschaften betr. Unendlichwerden und Verhalten bei linearer 
Substitution der ¢,, 2, gestalten sich genau so, wie in den Fiillen p= 1 
und p = 2. 


§ 8. 
Periodicitét der Integrale. 


Wir denken uns jetzt auf der durch //f definirten Riemann’schen 
Fliiche 2p canonische Querschnitte gezogen: 


hes Mess) ee” Sees & 
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und betrachten die Perioden, welche unsere Integrale bei Ueber- 
schreitung dieser Querschnitte aufweisen. 

1) Bei den Integralen erster Gattung beschriinken wir uns darauf, 
eine feste Benennung der zugehérigen Perioden zu vereinbaren. Wir 
bezeichnen dieselben folgendermassen : 


yao Se: See | 





Wy | 11° * + @1,p | Dipti + * * D1,2p 


(45) 








p | Mp. * + + @p,p | @Dp,pt1 * * * Op, 2p 


2) Bei den Integralen zweiter Gattung fiihren wir die Perioden 
durch das Schema ein: 


, are Ay | ae By 





4,9 |— 1 >> + — Me |— Wen +> + — Thay 
(46) 


Z| — Mpa + + * — Np.p|— Up.pti °° * — Mp.tp 











Die hier auftretenden 9 heissen die Perioden sweiter Gattung schlecht- 
weg. In der That zeigt sich, genau wie bei p = 2 (oder bei p = 1), 
dass dieselben von der Wahl des bei Construction der Z benutzten ¢ 
unabhingig sind. 

3) Die Periodicitéit von @ ergiebt sich nun wieder aus einer 
doppelten Umsetzung desselben. 

Wir haben das eine Mal: 


(47a) dy —_ a [= ¥ (2,6 —Z i) +::--+4,9" (Zp “ 2,"| 


* ae | eo 
+ w,*¥ 4,0 -f- pid + Wy? Y . Zp"), 
das andere Mal: 


(Tb) G2 — f GAP [apy — 28) +--+ ee Zp — Z19)] 


y 


a’y’ ay’ 
+ w,7¥ . Z,° + eee + W,*! ° Z>“ ‘ 
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Wegen der Folgerungen hieraus, der Bilinearrelationen zwischen 
den w und 7, etc. etc. verweise ich auf die Darstellung von B. § 4ff. 


§ 9. 
Definition der allgemeinen o-Functionen. 


Um jetzt die 2°” zu Yfep42 gehérigen o-Functionen zu definiren, 
wollen wir von vorneherein beliebig vielgliedrige Integralsummen in 
Betracht ziehen, setzen also an Stelle der einfachen Formeln (36) die 
folgenden: 
| 2’ al) 


i aes (sds) 2,°—" (2 dz) 


y y”) 
(48) , 


2”) 


_ f[ sf (sdz) af" (edz) 
Wp _— Vz +: i Viz 


\ y’ 
Uebrigens aber halten wir uns genau an die Resultate, die sich bei 
p = 1, 2 ergeben haben. 

Wir construiren uns also vor allen Dingen den Primausdruck: 





4 gry 
(49) Q(x, y) = ae _ e° 89; 
Vta-fy 
derselbe ist jetzt in den 2 und den y bez. vom Grade — ” — 


u 
Wir setzen ferner, wie friiher: 


(50) M=— [TP Isc y) s 
[If gi (a y). ELPL (a a). EDEL 2 (yy y®) 


Wir betrachten sodann alle Zerlegungen von f von folgender Form: 


(51) f = Pp+it—2u Yppi42n, (u=0, 1, -..[Ptt)), 


d. h. alle Zerlegungen von f in zwei Factoren, deren Grad sich um 
ein Multiplum von 4 unterscheidet. Solcher Zerlegungen giebt es 
gerade 2?” (wobei wir, im Falle p ungerade ist, den Ansatz f= Y2p+2 
mitgeziihlt haben, wie wir ja schon im Falle p = 1 gethan hatten). 

Einer jeden dieser Zerlegungen entsprechend construiren wir jetzt 
eine 2v-reihige Determinante, die im Sinne der friiheren Verabredung 
folgendermassen zu bezeichnen sein wird: 
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(52) D Pp+i—eu Vp+i+2u 


nya pe ate ga ao" pe ay-4/ba 
yr te Vpy oye py yy # Vby yor” Voy 
Hierauf nun fiihren wir die 2°” 6-Functionen durch folgende 
Formeln ein*): 
(53) O91 1—on Wp+i42u —2u Vp+i+2u’ 
Die ¢,“) sollen dabei numerische Constanten sein, die von mw und v 


abhingen und iiber deren Werthe noch weiterhin geeignete Verfiigung 
getroffen werden wird. 


= cy) ° M . Doss 


§ 10. 
Einige Eigenschaften der o-Functionen. 


Die 6-Functionen erscheinen im vorigen Paragraphen als Covarian- 
ten der Formen , # mit den Variabel-Reihen 2’,z”,...2; y’,y”,...y. 
In diesen Variabelreihen sind sie je vom nullten Grade, dagegen in den 


Coefficienten von m, w bez. vom Grade + £ und — f. 


Dabei hat die Definition wegen der Determinanten (52) zuniichst 
nur Bedeutung, wenn v > wp ist. 

Immer kénnen wir die Definition auch noch fiir vy = w aufrecht 
erhalten, wenn wir die Determinante (52), wie fortan geschehen soll, 
in diesem Falle dahin interpretiren, dass sie iiberhaupt keine Colonne 


mit /yw enthilt, sich also auf den einfachen Werth reducirt: 


[ff Vo@- ff vow. 
Es stimmt dies mit der allgemeinen Formel insofern, als die Zahl der 
Colonnen mit /y fiir v > u ja (v—w) betrigt. 

Sollte aber vy < mw sein, werden wir 6, wie wir jetzt verabreden, 
einfach = 0 setzen. 

Es ist jetzt zu zeigen, dass bei geeigneter Abhiingigkeit der Con- 
stanten ¢,“) von der Anzahl v die hiermit eingefiihrten 6 Functionen 
allein der Integralsummen w,, ...W, (48) sind. 

Es ist ferner zu zeigen, dass sie eindeutige ganze Functionen der 
genannten Integralsummen sind, welche geraden oder ungeraden Charakter 
besitzen, je nachdem uw gerade oder ungerade ist. 


#2? a a--* 


(54) (—1): 





2v—1 2v7—1 
ee 


*) In den Géttinger Nachrichten (1. c.) hatte ich die Definition der allge- 


meinen o etwas anders gefasst, indem ich die Function X(a) = Q(a, Yhim (y=2) 


einfiihrte; inzwischen erscheint dies zuniichst weniger zweckmiissig, als das im 
Texte angewandte Verfahren. 
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Es ist endlich zu entwickeln, dass sie als Functionen der w,,...Wp 
fiir v < w genau (u—v)-fach verschwinden. 

Alle diese Nachweise werden von B. (§ 17ff.) erbracht. 

Bemerken wir insbesondere noch das Folgende. Unser letzter Satz 
schliesst ein, dass die 6-Functionen fiir #,...w,=—0...0 w-fach 
zu Null werden. 

Die einzigen 6 also, welche fiir die Nullwerthe der Argumente 
nicht verschwinden, sind diejenigen, die Zerlegungen f = p41 - Vp41 
zugehoren. 

Die einzigen ferner, die fiir die Nullwerthe der Argumente nur 
einfach verschwinden , sind die anderen, die Zerlegungen f= @p-1: Vp+s 
entsprechen, etc. ete. 


§ 11. 
Ueber die Reihenentwickelungen der o nach steigenden Potenzen der w. 


Nach den zuletzt angefiihrten Siitzen kénnen die 6 nach steigen- 
den ganzen Potenzen der w in immer convergente Potenzreihen ent- 
wickelt werden (wobei nur gerade oder nur ungerade Potenzen der w 
auftreten werden, je nachdem mw gerade oder ungerade genommen ist). 

Es besteht nun der wichtige Satz, dass die Coefficienten der 
Reihenentwickelungsterme rationale ganze Functionen der Coefficienten 
von » und y sind, dass also die 6 nicht nur eindeutige ganze Func- 
tionen der w,,...w, sind, sondern ebensolche Functionen der Coeffi- 
cienten von p und y. (Man vergleiche B. § 24, sowie die Darstellung 
bei Wiltheiss im 31" Bande dieser Annalen, pag. 410ff.). 

Ich bespreche hier einige besonders einfache Gesetze, denen die 
in Rede stehenden Reihenentwickelungen unterliegen. 

Man erinnere sich vor Allem, dass vermége der in (53) enthaltenen 


Definition 6 in den Coefficienten von gm den Grad +4 hatte, in den 
Coefficienten von ~ den Grad — ... Nun sind die w ihrerseits in 


den Coefficienten von f= gw von der —>" Dimension. Hat also 


ein Entwickelungsterm in den w den Grad uw + 2@, so hat er in den 
Coefficienten von m den Grad uw +o, in denen von wp den Grad 9; 
wir werden den Inbegriff derartiger Terme mit 

u+2e e+e b) 

WwW, FY; 
bezeichnen diirfen. Aus dem, was tiber das Verhalten des o fiir ver- 
schwindende Argumente gesagt wurde, folgt jetzt, dass die niedrigsten 
iiberhaupt auftretenden Terme diejenigen sind, die @ = 0 entsprechen. 
Ferner ist deutlich, dass @ nur ganzzahlige Werthe annehmen kann. 
Daher wird die Reihenentwickelung des 6 folgendermassen lauten: 
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2 ue Be oO w+2 etl 1 

(55) 9p 41-94 Mp Hitou —(w, P, “+ Ww, ®; ) + ear 
u+2e ot e 
(“o; ‘os w+. 


in Uebereinstimmung mit dem, was iiber den ati , bez. ungeraden 
Charakter der Entwickelungsterme in Aussicht gestellt wurde. 

Man bemerke jetzt ferner, dass die 6, vermége der in (53) ent- 
haltenen Definition, gegeniiber linearen Transformationen der Inte- 
grationsvariabelen Covarianten der gp, w sind. Sei die lineare Trans- 
formation, wie friiher, durch (37) gegeben; mit w’, om’, »’ bezeichnen 
wir diejenigen Werthe, welche dabei aus den w, m,  entstehen, end- 
lich mit 6’ diejenige 6-Function, welche genau so aus den w’, g, y’ 
zusammengesetzt ist, wie 6 aus w, mp, ¥. Dann ergiebt sich nach 
kurzer Zwischenrechnung: 

(56) 6 =r". 9’, 
und also auch fiir jeden einzelnen Term in (55): 
u-+2@ 7 * Duo ot (‘o> = bf 


(67) (“w, 
Nun haben wir in §7 genauer untersucht, wie die w und die w’ 
zusammenhingen. Allerdings waren damals die w als einfache Inte- 
grale vorausgesetzt, wihrend sie jetzt als Integralsummen gelten, aber 
es ist deutlich, dass die Beziehungen zwischen den w und den w’ von 
dieser Unterscheidung unabhiangig sind. Wir werden also wieder die- 
selbe Hiilfsform yx einfiihren diirfen, wie damals, wobei ich nur, was 
jetzt keine Verwechselung erzeugen kann, die in 4 auftretenden 
Variabelen mit 2,, 2, bezeichnen will, so dass wir haben: 

4 (2) = 0,2," — (p—1),w,2,?-*2, + (p—1), w, £,P-*2,? — + - 
Unser Resultat betr. Umsetzung der w war dann einfach (Formel (39)), 
dass 4(2) bei linearer Transformation der z,, 2, bis auf einen hier nicht 
wieder anzugebenden Factor wngedndert bleibt. Wir wollen die w jetzt 
durchweg als Coefficienten dieses x betrachten und demnach die Reihen- 
entwickelung (55) folgendermassen schreiben: 

(58) ‘ wills # 0). M+? w+ ) mv 

Pp+i—2 Vppiten — hr P> +X 4, P, W/+- 
2 a 
fs. @ ‘- > e's 

Die einzelnen Terme rechter Hand sind hier rationale ganze Functionen 
der in (2), ¥(2), x(2) auftretenden Coefficienten, beziehungsweise 
von den beigesetzten Graden in diesen Coefficienten. Formel (57) 
giebt dabei 


u+20 sd g tig ete y’): 
ty Qs 


(59) > =r 








apes eeweere 
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Dies aber heisst, mit Riicksicht auf das bereits hervorgehobene, in (39) 
enthaltene Verhalten der Form x bei linearer Transformation: 

Die einzelnen Terme (x, p, v) in (58) sind simultane Invarianten 
der drei Formen x(2), p(2), w(2). 

Dies ist das hauptsiichliche Resultat, welches hier zunichst abge- 
leitet werden sollte. Wir wollen uns fiir die folgenden Paragraphen die 
Aufgabe stellen, wenigstens den ersten Term der Reihenentwickelung 
(58), also den Term 

H BH 0 
(i, Y, v) ’ 


oder, wie wir kurz sagen werden, den Term 

eH 

Gr, 9) 
zu berechnen. Zur Gewinnung der héheren Terme werden dann die 
Differentialgleichungen dienlich sein, welche Herr Wiltheiss im 99 
Bande des Journals fiir Mathematik (pag. 236 ff.) und neuerdings, unter 


Verwendung invariantentheoretischer Processe, im 31‘ Bande dieser 
Annalen (pag. 134ff.) abgeleitet hat. 


§ 12. 


Vorbereitungen zur Berechnung des ersten Terms der Reihen- 
entwickelungen. 


Indem ich mich jetzt zur Berechnung des Terms (y , 9) hinwende, 
habe ich vor Allem Folgendes zu bemerken. In der Definition (53) 
der 6-Funclionen waren die Constanten c,“ zuniichst véllig unbestimmt. 
Nun haben wir in § 10 verabredet, wie dieselben von der Zahl v ab- 
hingig gemacht werden sollen, niimlich so, dass die 6, unabhingig 
von v, Functionen der Integralsummen w, ... w, werden. Die Ab- 
hiingigkeit der ¢ von der Zahl w ist dabei noch véllig unbestimmt 
gelassen. Wir wollen dieselbe jetzt fixiren, indem wir bedingen, dass 


der Term (x 'q) keinen iiberfliissigen Zahlenfactor enthalten soll. Dies 
hat zur Folge, dass wir bei der folgenden Zwischenrechnung von den 
c,“) tiberhaupt absehen und alle vortretenden Zahlenfactoren einfach 
bei Seite lassen diirfen. Es hat ferner zur Folge, worauf es uns hier 
zuniichst ankommt, dass die Reihenentwickelung derjenigen 6, bei 
denen u = 0 (die also Zerlegungen f= g,41 ¥p41 entsprechen), mit 
+ 1 beginnt. 

Wir betrachten jetzt ein beliebiges 69, ,. 9, vpiii2,° Nach dem, 
was wir gerade verabredeten, wird es auf dasselbe hinauskommen, ob 
wir den ersten Reihenentwickelungsterm fiir dieses o selbst bestimmen 
oder aber fiir einen der Quotienten: 
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“9 p41—2u Vrtitou 
“Ppt Vp 
diesen Quotienten aber kénnen wir, indem wir das c,) des Ziahlers 
wegwerfen, durch den algebraischen Ausdruck 


(60) Pavssan Yossie 
Pp+i p+ 

ersetzen, An ihn also werden unsere weiteren Entwickelungen an- 
kniipfen. 

Wir werden nun, allgemein zu reden, folgendermassen verfahren. 
In den Determinanten D treten die Variabelreihen z’,...2”, y',...y 
auf. Wir lassen jetet die w,...2 den y',..,y™ beziehungsweise 
consecutiv werden, setzen also: 
(1) w@=y+dy, 2’ =y'’+dy’,...2” = y + dy. 
Wir bestimmen zuniichst, welchen Werth der Determinantenquotient 
(60) in Folge dieser Formeln annimmt, sofern wir nur unendlich kleine 
Gréssen der niedersten Ordnung (die hier nothwendig die we Ordnung 
ist) beibehalten. Wir haben andererseits nach (48) fiir die Integral- 
summen w, indem wir Terme hdherer Ordnung bei Seite lassen: 


f 


ye a'dy) 4 om Phy dy) 4g iP dy”) 


V iy V fy" — 


WY, = 


(61) | 


*p-1lje a “p—-1) ” (v) p—1 (, A") (v) 
sap = He Way) 5 ae Py a9) 4... wily dy”) 


Viy V ty” V ty” 
oder fiir das zugehérige (2): 








(y'dy) (rea 4 YY" 49") (a 9\p— (y dy) a 
(62) (2) LED (yz FWD Gyraypaz PI yngye, 
V fy’ V ty” V ty” 
Unsere Aufgabe ist jetst, zwischen dem fiir (60) gefundenen Werthe 
und den Formeln (61), resp- (62) die y, dy zu eliminiren, was médglich 


sein muss. Der Quotient (60) wird dann einem Ausdrucke (co, 9) 


oder (, o) proportional werden, der eben das gesuchte erste Reihen- 
entwickelungsglied vorstellt. 

Die hiermit angedeutete Rechnung soll nun im folgenden Para- 
graphen in besonderer Weise durchgefiihrt werden. Wir wollen nimlich 
zunichst voraussetzen, dass vy = uw sei, wodurch alle Formeln wesent- 
lich vereinfacht werden, Aus dem dann entstehenden particuliren 
Ansatze werden wir sodann vermdge invariantentheoretischer Principien 
das allgemeine Resultat in ganz bestimmter Form ablesen kénnen, 








ee 
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§ 13. 
Die wirkliche Berechnung des ersten Terms. 


Wir nehmen jetzt, wie verabredet, » =m und tragen die dieser 
Voraussetzung entsprechenden Werthe (61) von x in Ziahler und 
Nenner von (60) ein, wobei wir nur Glieder der niedrigsten Ordnung 
beibehalten. 

Was zuniichst den Nenner Dy, ,,y,,, betrifft, so kommt dies auf 
dasselbe hinaus, als wenn wir in ihm einfach 7 —y’,.. - xl”) = y) 
setzten. Durch eine leichte Umstellung, die ich hier nicht ausfiihre, 
wird derselbe dabei zu dem Product der Determinanten proportional: 


meV Gsry eV Prsay| * YW deray «Yo dry | 
d. h. zu folgendem Ausdrucke: 


(63) [TPT or -[[viw.- 


Hier haben 7, & die Werthe 1,2... zu durchlaufen. 

Wir betrachten ferner die Zihlerdeterminante Dy, 9, wyssyou: 
Da v =u, so nimmt dieselbe die vereinfachte in (54) angegebene Form 
an, die wir bei geeigneter Vorzeichenbestimmung der einzelnen Factoren 
auch so schreiben kénnen 


[TPIT ‘(al a) PLP ‘(y y®)) [i] Bi (acl) y(*)) [] V p(x!)-@ (yi ). 


Hier nun tragen wir die Werthe (61) der x ein, so zwar, dass wir 
in jedem einzelnen Factor die Bestandtheile héherer Urdnung einfach 
weglassen. Offenbar kommt: 


(64) EDEL yf [oo [Tv ay. 
Nehmen wir (63), (64) zusammen, haben wir fiir den Quotienten 


(60) (von constanten Factoren abgesehen, die wir vernachlissigten) den 
folgenden Ausdruck gefunden: 


(65) TTT w y)? ‘[[ (y\®) J] eae ‘ 


Hiermit schliesst die Behandlung des speciellen Falles. Wir haben 


jetzt, um zum allgemeinen Falle tiberzugehen, folgende Sachlage 
vor uns: 


Gesucht wird eine simultane Invariante (hy, o) zweier unabhingiger 
binirer Formen 7(2), y(¢), von denen die erste vom (p—1)*", die 
zweite vom (p-+-1—2y)'" Grade ist. Wir kennen den Werth (65), 
den diese Invariante in dem besonderen Falle annimmt, dass (2) 

Mathematische Annalen, XXXII. 25 
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durch (62) mit der Maassgabe vorgestellt wird, dass man das in dieser 


Formel auftretende v durch w ersetzt. Wird hierdurch (y , 9) allge- 
mein bestimmt sein? 
Ich sage, dass dies in der That der Fall ist. Wir wollen voriiber- 


gehend fiir A F sal »+-+ &, ce’, «++ schreiben, so dass das 
besondere z(z) die folgende Gestalt annimmt: 
(66) xe) =e (yer + (yep tt +e (yar. 

Das besondere y(2) ist also invariantentheoretisch dadurch particu- 
larisirt, dass es sich aus nur w (p—1)" Potenzen linearer Formen 
zusammensetzen lidsst. Diese Particularisirung tritt aber nach der Lehre 
von den Potenzdarstellungen der biniren Formen dann und nur dann 
ein, wenn eine gewisse Covariante (u-+-1)'" Grades in den Coefficienten 
von x identisch verschwindet*). Hierdurch aber kénnen keine zwei 





Ausdriicke (, >), die im allgemeinen verschieden sind, einander gleich 
werden. Es giebt also in der That nur eine Bildung (y . 9), die fiir 
unser specielles 4 die Form (65) annimmt, und also muss es miglich sein, 


die allgemeine Form von (, 5) aus (65) abzulesen. 
Uebrigens will ich die Form (65) in Uebereinstimmung mit (66) 
noch folgendermassen schreiben: 


7 HH wry [ow Te. 


Um nun ( . ») wirklich aufzustellen, setze man symbolisch : 
Ee af y,. PT 
Ich behaupte dann, dass die gesuchte Invariante folgenden Werth hat: 


e B 
(68) (i, o) 
(xp)Pti-tey 2-2 (yg) Petite y PHS, --- (ype tide yg wt yet | 
(xp)Pti—e y 2e—Sy, (yp) Pti-ee x 2u—4y2... (yp) Pree yw 8 ye 





i(np)ett2e get yp veo(gg)rtictegse-* | 
Der Beweis hat sich, dem Vorangehenden zufolge, auf den Nachweis 
za beschrinken, dass (68) in (67) tibergeht, sobald man y(2) in der 
besonderen Form (66) voraussetzt. Dies aber ergiebt sich durch eine 
ganz einfache Rechnung, die nicht weiter angefiihrt werden soll**). 


*) Vergl. beispielsweise Gundelfinger im 100" Bande des Journals fiir 
Mathematik: Zur Theorie der binéiren Formen, oder die Dissertation von Hilbert: 
Ueber die invarianten Eigenschaften specieller bindrer Formen etc, (Kénigsberg 1885). 

**) Ich habe den Ausdruck (68) bereits 1. c. in den Géttinger Nachrichten 
mitgetheilt. Inzwischen habe ich ihn dort in unrichtiger Weise eingefiihrt, Unser 
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Ich komme jetzt noch einmal auf die Bemerkung zuriick, mit der 
ich den vorigen Paragraphen begann. Der Ausdruck (68) enthilt 
keinen ohne weiteres erkennbaren abtrennbaren Zahlenfactor. Wir 
werden die in (53) noch unbestimmten Constanten c,“) also definitiv 
dahin fixiren, dass wir verlangen, die Reihenentwickelung der einzelnen 
6 soll genau mit dem Term (68) beginnen. 

Ist w =, so wird dieser Term gleich 1, wie es sein soll. Wir 
betrachten noch insbesondere den Fall w = 1. Setzen wir einen Augen- 
blick p(z) = az,-! + bz,?*z, +--+, so reducirt sich das zugehdrige 


%> o) auf aw, +bw,-+---. Die Reihenentwickelung derjenigen 6 
also, die Zerlegungen f = Mp1 %p+s entsprechen, beginnt je mit einem 
in den w linearen Gliede, das sich einfach ergiebt, wenn man in (2) 
statt der successiven Terme 2,?-1, 2,2-*2,, ... der Reihe nach die 
W,, Wy, ... eimtrigt. 


§ 14. 
Die Periodicitét der o-Functionen. Der Uebergang zu den @. 


Die Frage nach der Periodicitiit der 6-Functionen erledigt sich 
jetzt genau so, wie im Falle p = 2; ich darf dieserhalb durchaus auf 
B. verweisen. Das Resultat ist, dass bei Ueberschreitung der in § 8 
eingefiihrten Querschnitte A,, B, jedem 6 ein Exponentialfactor zu- 
tritt, dessen Werth bez. 


(69) + P| . (wi +") ae >) Ni,k-+p (w; + “ubte) 


ist. Ob hier + oder — zu schreiben ist, hingt von derselben Regel 

ab, die wir in § 3 fiir p—2 aufgestellt haben. Wir bezeichnen die 

Vorzeichen, die dem einzelnen 6 in diesem Sinne an den Querschnitten 
A,, A,,..- Ay; B,, B,... Bp 

zukommen, mit 





Ausdruck verschwindet, sobald wir in (66) eine der Constanten c’, c’,.. . c'”) gleich 
Null nehmen, — in Uebereinstimmung mit dem Satze, dass die ganze o-Function 
(nicht nur der erste Term ihrer Reihenentwickelung) identisch verschwindet, so- 


fern wir die Argumente w, ...w, aus Summen von weniger als w Integralen zu- 


sammensetzen. Aber hierdurch allein ist unser Ausdruck noch nicht definirt; 


me mM 
vielmehr giebt es zahlreiche Ausdriicke . be der hiermit bezeichneten Kigen- 


schaft, worauf mich Herr Hilbert aufmerksam machte. Es ist also unmidglich, 


den in Betracht kommenden Term f. a aus dem Satze vom Verschwinden der 
o-Function allein zu bestimmen, wie ich damals wollte. Immerhin scheint dieser 
Satz fiir die Reihenentwickelung des o tiberaus wesentlich; denn er giebt eine 
Kigenschaft nicht nur des ersten Entwickelungsterms von o, sondern aller folgenden. 


25° 
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(70) —_ 1)", (— 1)”, eee (— 1)”; (— 1)", ¥e 1)", sve (— 1)" ° 


Hierdurch ist dann, da keine zwei 6 dieselben ,,Charakteristiken* g, h 
aufweisen, eine gang bestimmte Zuordnung der o zu den #-Functionen: 
(71) * 


(v, ai os: as U2) +++ Up} Ti+ ++ Tp) 


i| 
h hy hg-+-hy 


gegeben. Die Gréssen v, t werden dabei durch das Schema erklirt: 





-O |, Ty. +++ Tp 


A, Ay-++ Ay|B, By -+> Bp 
0 
1 


1 
(72) .” 0 ++ O | tyq Typ +++ Tap 











(up| 9 O --+ 1 |tpr tre+++ tp 


Um jetzt die Beziehung zwischen dem einzelnen 6», und dem 
zugehoérigen " A explicit festzulegen, schreiben wir wie in § 4 
h 


(73) 9 = x: eft (Pir P25 * + Mp) 
Ia 

wo wieder G eine homogene Function zweiten Grades der v, Cy» aber 
eine von den v unabhingige Constante sein wird, deren Werth von 
der Zerlegung f = p-w abhiingt, die bei Construction des o benutzt 
wurde. Hier bestimmt sich G aus der Periodicitiit der 6, ® Es wird 
iiberfliissig sein, die bekannten Periodicitiitseigenschaften der @ noch 
besonders anzugeben, um so mehr als dies fiir p — 2 in § 1 geschehen 
ist. Der resultirende Werth von G ist folgender: 


Gow, 


(74) G(v,, 2, . + - Up) 
O14 ae eee 1p bed | 
os un + 2p W, |i, @yg + + Mi1p 
@o1 Wo. +++ Map 
= ~ | a 


Wp 


@p1 — << @pp : 
@p1 @p2++* Wpp 
Hi Wi NizWe > Nip Wi 0 














Wie aber bestimmen sich die Cyy? Ich kann nicht zweifeln, dass 
dieselben in Uebereinstimmung mit den Formeln (23) allgemein folgende 
Werthe haben: 
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[en *** 1p 
7 sas ath ies \%e1""" "ee! VK Ay. 
(75) Coy = (Gin)? Ag-Ay 


wo c ein rationaler Zahlenfactor ist und Ag, Aw die Discriminanten 
von o, w vorstellen (die gleich Eins zu setzen sind, wenn der Grad 
von , w auf 1 oder auf 0 herabsinken sollte). Die Entwickelungen 
von Thomae, auf die ich mich in § 4 bei p= 2 stiitzen konnte, 
sind allerdings nicht weit genug durchgefiihrt, um diesen Werth des 
Cyw unmittelbar ablesen zu lassen; sie geben denselben nur in den 
beiden Fillen, dass w = 0 oder = 1 genommen wird. Es kann aber 
nicht schwer sein, die Thomae’schen Entwickelungen in dem hier in 
Betracht kommenden Sinne zu vervollstindigen; es muss dies um so 
mehr gelingen, als wir im vorigen Paragraphen fiir jedes 6 den An- 
fangsterm der Potenzentwickelung aufgestellt haben. Uebrigens ver- 
gleiche man auch Andeutungen von Prym am Schlusse seiner sogleich 
noch einmal zu nennenden Arbeit: ,Zur Theorie der Functionen in 
einer zweibliittrigen Fliiche*).“ Wir bemerken noch, dass der in (75) 
mitgetheilte Werth des C in den Coefficienten von g, y jedenfalls die 
richtige Dimension hat. Die Perioden @ der Integrale w haben niimlich 
in den Coefficienten von g, y ersichtlich die Grade: 


1 1 
oe ™~ 9? 


die Ag, Aw dagegen beziehungsweise die Grade: 
2(p—2u), 0 


O , 2(p+2u); 
die Dimension des C in den 9g, y ist also: 


und 


le be 
“wae + 2° 
Nun hatte oy» seinerseits die Dimension 
+£, —&£ 
9? 2? 


das Product C-6 wird also in den g, wie in den y vom nullten Grade, 
wie es mit Riicksicht auf das Bildungsgesetz der #-Function sein muss, 

Mit den Formeln (73), (74), (75) haben wir nun denjenigen Ziel- 
punkt gewonnen, der in dieser Arbeit erreicht werden sollte. In der 
That geben diese Formeln bei beliebigem p die Definition der # am 


*) Bd. XXII der Denkschriften der Schweizerischen naturforschenden Ge- 
sellschaft, Ziirich 1866. 
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hyperelliptischen Gebilde. Sie sind das genaue Analogon derjenigen, 
die in § 4 fiir p = 2 aufgestellt werden. 

Vermige dieser Formeln kommt ein Theil der Siitze, die wir fiir 
die o aufstellen, naturgemiiss auf solche zuriick, die man fiir die 
#-Functionen bereits kennt. 

Beispielsweise treten unsere Determinanten Dyy in allgemeinster 
Form bereits in der soeben genannten Abhandlung von Herrn Prym 
auf (woselbst algebraische Darstellungen fiir den Quotienten zweier 
hyperelliptischer # gesucht werden); nur ist daselbst die Symmetrie 
ihres Bildungsgesetzes etwas verdeckt, indem sich Herr Prym unho- 
mogener Schreibweise bedient und zwecks Vereinfachung der dann ent- 
stehenden Formeln den einen der (2p-+ 2) Verzweigungspunkte des 
hyperelliptischen Gebildes ins Unendliche wirft. Hierdurch werden 
Fallunterscheidungen nothwendig, die bei unserer Darstellung alle 
fortfallen. 

Andererseits hat bereits Herr Weber angegeben (Math. Annalen, 
Bd. 13, pag. 43), wie viele der 2?” hyperelliptischen @-Functionen fiir 
die Nullwerthe der Argumente keinmal, einmal, zweimal, ... ver- 
schwinden. Nach den Entwickelungen unseres § 10 correspondiren 
diese # beziehungsweise denjenigen 6, bei welchen wu gleich 0, 1, 2,... 
genommen ist. 


§ 15. 
Schlussbemerkungen. 


Der Zweck der vorstehenden Betrachtungen war es, wie wiederholt 
gesagt wurde, die hyperelliptischen @-Functionen durch Vermittelung 
der o-Functionen zu definiren. In Abhandlung I war dies anders 
gewesen: ich hatte dort zunichst (unter Beschrinkung auf p = 2) die 
o-Functionen aus den @ abgeleitet. Dabei fand ich den zu diesem 
Zwecke den #-Functionen zuzusetzenden Exponentialfactor dadurch, 
dass ich verlangte, das Product der geraden 6 solle eine Reihenent- 
wickelung nach Potenzen der w ergeben, in der die Terme zweiter 
Ordnung ausfallen. Wollen wir im Falle eines beliebigen p einen 
iihnlichen Gang einschlagen, so werden wir statt des Productes simmt- 
licher gerader 6 das Product nur derjenigen geraden o in Betracht 
ziehen miissen, deren Nullwerthe nicht verschwinden (die also Zer- 
legungen f = @p41-¥p41 entsprechen). In der That kénnen bei der 
Reihenentwickelung dieses Productes von 6-Functionen quadratische 
Terme wieder nicht auftreten. Dieselben miissten nimlich, wie sofort 
zu sehen, eine rationale ganze simultane Invariante unserer Hiilfsform 
(p-—-1) Grades x und der Grundform (2p-+2)'" Grades f bilden, 
vom zweiten Grade in den Coefficienten von y, vom ersten Grade in 
den Coefficienten von /, und eine solche simultane Invariante existirt nicht. 
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‘Noch einen anderen Punkt méchte ich hier zur Sprache bringen. 
Gewiss ist das Wesentlichste an den vorstehenden Entwickelungen, 
dass ich tiberhaupt o-Functionen einfiihre, d. h. Functionen, die sich, 
gleich den #, an die in Betracht kommenden Zerspaltungen f= py 
in einer vom Coordinatensystem unabhingigen Weise anschliessen, 
ohne doch, wie es die # thun, Irrationalititen zu bendthigen, die 
nicht unmittelbar durch die Zerspaltungen selbst gegeben sind. . Es 
findet dies darin seinen prignanten Ausdruck, dass ich durchaus mit 
dem Integral dritter Gattung @ operire, dessen Sonderstellung in I, 
§ 7 ausfiihrlich besprochen wurde. Hiitte ich im Vorangehenden statt 
Q durchweg das sonst iibliche ,,transcendent normirte“ Integral TT 
gesetzt (das durch die Eigenschaft definirt wird, an den Querschnitten 
A,, A,,...A, verschwindende Periodicitiitsmoduln zu haben), so wiirde 
ich, wie leicht zu sehen, in Formel (53) bei geeigneter Wahl der 
multiplicirenden Constanten direct zu den #-Functionen gefiihrt worden 
sein. Aber ich méchte darauf aufmerksam machen, dass meine Dar- 
stellung noch in anderem Sinne von der sonst tiblichen abweicht. Wir 
haben in (53), bez. (73) eine explicite Definition der 6, resp. #, vor 
uns, Die gewdhunliche Darstellungsweise begniigt sich mit einer impli- 
citen Definition des #, etwa derjenigen, die in der Formel: 


es (") 
ss”  jamae I e: (f-f- f) me 
(76) log —_—-$ = > ne" 


(fff) (f-f- Y f) 3 


ihren Ausdruck findet. Hier sind die a, a’, .. . a‘”) Verzweigungspunkte 
des hyperelliptischen Gebildes, deren Auswahl von der Zerlegung 





f = Pp+i-sy Up+it+en 
abhiingt, zu der die gerade gewiihlte #-Function gehért: 2u der ge- 
nannten Verzweigungspunkte kénnen, unter der einzigen Bedingung, 
dass man sie paarweise zusammenfallen lisst, tibrigens beliebig an- 
genommen werden, wihrend die iibrigen (p-++-1—2y) in die Wurzeln 
von » = 0 zu verlegen sind. Eine ganz ihnliche Formel kann selbst- 
verstindlich fiir das zugehérige 6 construirt werden; sie lautet einfach: 


(f f ‘ -f) *) ¢ f + -f) ") - 
y « ‘ A Coy 7 





(77) log 
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Sicher sind dies sehr elegante Formeln, und ich habe desshalb auch 
nicht unterlassen wollen, sie hier anzufthren. Aber sie stehen doch 
hinter den expliciten Formeln (53), (73) zuriick. Einmal fihren letztere 
ja thatsiichlich weiter, indem sie eine genaue Definition der multipli- 
cirenden Constanten ermdglichen. Dann aber erscheinen sie auch 
principiell einfacher. Ich darf in dieser Hinsicht noch einmal auf B. 
verweisen, indem ich den Leser bitte, die dort § 22ff. gegebene Be- 
griindung der fundamentalen functionentheoretischen Siitze unseres § 10 
mit der sonst tiblichen indirecten zu vergleichen. 


Gottingen den 24, Mirz 1888. 
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Beitrage zur Theorie der hyperelliptischen Sigmafunctionen. 
Von 


Hewricn Burxuarpt in Gottingen. 


Die nachfolgende Arbeit beabsichtigt, die in der vorstehenden 
Abhandlung des Herrn F. Klein*) fiir die Behandlung der hyperellip- 
tischen Sigmafunctionen aufgestellten Gesichtspunkte in'’s Einzelne 
durchzufiihren. Zur Pricisirung der Definitionen und zur Entwicklung 
der Beweise ist dabei fortwiihrend von denjenigen functionentheore- 
tischen Schlussweisen Gebrauch gemacht, welche Herr Weierstrass 
ausgebildet und in verschiedenen Abhandlungen sowie in seinen Vor- 
lesungen bekannt gemacht hat; andererseits aber sind auch diejenigen 
Vorstellungsweisen, wie mehrbliittrige Fliiche, Periodenweg, canonisches 
Querschnittsystem u.s. w. benutzt, auf welchen Riemann seine 
Theorie entwickelt hat. 

Im ersten Abschnitt wird nach einigen Bemerkungen iiber die 
Integrale I. und II, Gattung die Normalform der Integrale II]. Gattung 
einer niheren Untersuchung unterworfen und die analytische Natur 
der durch sie definirten Function festgestellt. Der Verfasser glaubte 
jedoch nicht auf die fiir die folgenden Abschnitte unentbehrlichen 
Entwickelungen sich beschrinken zu sollen; es sind vielmehr auch 
einige naheliegende andere Fragen beriihrt worden, deren Beantwortung 
Nutzen fiir eine Weiterfiihrung der Theorie zu versprechen schien. 
Unter anderem werden die bilinearen Relationen zwischen den Perioden 
der hier zu Grunde gelegten Integrale sowohl nach der Methode von 
Riemann als nach der des Herrn Weierstrass abgeleitet. 

Der zweite Abschnitt discutirt in gleicher Weise die Uebergangs- 
formen, welche Herr Klein benutzt, um von den Integralen zur Defi- 
nition der Sigmafunctionen zu gelangen. Insofern aber diese Ueber- 
gangsformen zum Theil keine Functionen von ¢ allein, sondern eben 
Formen sind, d. h. homogene Functionen von 2, und g,, deren Dimen- 
sion nicht Null ist, schien es zweckmiissig, diesem Abschnitte einige 


*) Im Folgenden kurz mit KI. citirt. 
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allgemeine Auseinandersetzungen tiber den Gebrauch homogener Variabeln 
in der Functionentheorie einzuverleiben. 

Der dritte Abschnitt erliutert die a. a.O. gegebene Definition der 
Sigmafunctionen und entwickelt ihre wesentlichsten Higenschaften. 
Insbesondere wird gezeigt, dass sie eindeutige ganze Functionen der 
Integralsummen sind. Dieser Beweis ist demjenigen nachgebildet, 
welchen Herr Weierstrass*) gegeben hat; nachdem jedoch die voran- 
gehenden Untersuchungen von Herrn Klein zu einer Definition der 
Sigmafunctionen selbst, nicht nur ihrer Quotienten, am algebraischen 
Gebilde gefiihrt haben, ist es erméglicht, die ganze Betrachtung auf 
Potenzreihen allein zu stiitzen, den Gebrauch der Quotienten von 
Potenzreihen aber zu vermeiden und damit an allen denjenigen Schwierig- 
keiten vorbei zu kommen, welche das Auftreten von ausserwesentlich 
singuliren Stellen zweiter Art**) mit sich bringt. Die Untersuchung 
der Abhiingigkeit der 6 von den Coefficienten des algebraischen Ge- 
bildes und die explicite Aufstellung des ersten Gliedes der Reihen- 
entwicklung sammt Bestimmung der numerischen Constanten bilden 
den Schluss der Arbeit; ausserhalb des Rahmens derselben bleibt die 
Verfolgung der Operationen, welche von den Sigma’s zu den Theta’s 
fiihren und damit den eigentlich transcendenten Boden betreten. 

Dem Verfasser ist es eine angenehme Pflicht, auch an dieser Stelle 
mit bestem Danke hervorzuheben, wie sehr der vorliegenden Arbeit 
die lebhafte Theilnahme foérderlich war, welche Herr Klein ihr in allen 
Stadien ihrer Entstehung geschenkt hat. 


I. Abschnitt. 
Integrale. 


§ 1. 
Die zu Grunde gelegten Formen der Integrale. 

Indem fiir die naihere Erliuterung der gebrauchten Bezeichnungen 
durchweg auf KI]. verwiesen wird, mégen hier nur kurz die funda- 
mentalen Definitionen der Integrale der 3 Gattungen zusammengestellt 
werden. 

Die Integrale erster Gattung sind definirt durch: ***) 


(1) we! = f a?" mt" (2d) (Kl. 36), 
y 





VF(2) 


*) Crelle J. Bd, 52. 
**) Weierstrass, Abhandlungen zur Functionenlehre p. 150 ff. 
***) Die griechischen Buchstaben a, ... sollen im Folgenden iiberall die 
Zahlen 1,2...p durchlaufen. 














(2 


(3 


di 


S- @ 


oo P= wD 


o . Ga fot Get Co Gr 
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Als Stammfunction fiir die Integrale eweiter Gattung ist eingefihrt: 


, ‘ Vile) Vit) + Fle,t) (edz) 
(2) Zo -f- sisi Vie (Kl. 40), 





Aus dieser Ssiibietion ergeben sich durch Differentiation 
p Integrale II. Gattung: 


xy 
‘ Fh a, Pa Det 99-8 
(3) ZY = >! hy oye (Kl. 41). 


Das Normalintegral dritter Gattung endlich erscheint in der Form 
des Doppelintegrals : 


ty’ : Vis) Viz) + Fiz. 2’) (edz) (edz) 
4 Y = — —— ——— - - (KI, 44), 
( ) , f 2(28)? Vi?) Vf ie) ( ) 


y y 


§ 2. 
Integrale zweiter Gattung mit verschiedenen Unstetigkeitspunkten. 


An diese Definitionen mége sogleich noch ein Beweis des Satzes 
(Kl. § 2, 8) angeschlossen werden, dass die Differenz zweier gleich- 
bezifferter Integrale II. Gattung eine algebraische Function ist*), Dabei 
soll Gebrauch gemacht werden von der nachfolgenden Eigenschaft der 
homogenen Functionen nullter Dimension von ¢, und g,: bilden wir 
von einer solchen das totale Differential: 


a 
df = #£ de, + $f dzy, 


so kann dasselbe stets so umgeschrieben werden, dass (¢dz) als Factor 
heraustritt. Der iibrig bleibende Factor soll mit d, f bezeichnet werden, 
sodass das Zeichen d, definirt ist durch: 

(5) df = d.f - (edz). 

Nach dieser Vorbemerkung wenden wir uns zu dem erwihnten Be- 
weis. Derselbe beruht darauf, dass der Integrand der Stammfunction 
Z, nimlich: 

Vis) Vit) + Fle, t) (2d2) 

2(et)* VF(2) 
fiir ¢—¢ nur so unendlich gross wird wie das Differential einer 
algebraischen Function von z. Es wird also méglich sein, aus jenem 
Integranden durch Subtraction des Differentials einer algebraischen 
Function von g eine Function von ¢ und ¢ zu gewinnen, welche fiir 
g = nicht mehr unendlich gross wird. Es wird sogar méglich sein, 





*) Vgl. Wiltheiss, math. Ann. Bd. 31, p. 137 Randnote. 
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die zu subtrahirende Function so zu bestimmen, dass der Rest eine 
rationale ganze Function von ¢ wird. In der That tiberzeugt man sich 
durch Ausfiihrung der Division, dass: 





fo 1 (2) VF® , (Gb? Vie) 
“ae 2 a, an (22) + (ay? (#t) 


eine rationale ganze Function von ¢,, ¢,, vom Grade p—1 ist. Wollen 
wir von einer solchen die (y— 1) Polare in Bezug auf ¢ bilden, 
unter Einfiihrung einer neuen Veriinderlichen z’, so erhalten wir die- 
selbe Function in 2’ geschrieben. Bezeichnen wir diese Operation der 
Polarenbildung mit P,, so gelangen wir auf diesem Wege zu der 
Identitit: 


“%)__ 2 (az) VA@) , (a2) VF 
q.Z g ds aay ~ (@e) ile (Az)? eat 


Pp aA 
Bas 9-64 'e- i (az) Vf), (bv? VFO 
-> 8,/?-*g,¢-1 d, Zi) — = ds P,; f! (at) (et) + aa? (et) 








e=l1 


Aus dieser Gleichung kénnen wir nun die gesuchte Beziehung zwischen 
Z und av erhalten, indem wir (py — 1) mal nach 2,’ und 2, diffe- 


rentiiren, mit (¢dz) multipliciren und zwischen y und x integriren. 
Um die erhaltene Formel iibersichtlich schreiben zu kénnen, midge die 
abgekiirzte Bezeichnung eingefiihrt werden: 


Ww: (1.2) Vie) (az)? VF) 
(7) =sty (ae) + ape (22) 








1p, f(z) VFO® , (at? VFO 
"on (zt) + (a2)? (et) 5 


dann erhilt die erwihnte Gleichung die Gestalt: 


ct =), yt ‘ : 
8) Ze— Zi = + iT 3a {Wi.— Wie}. 





Diese Formel enthilt in der That den zu beweisenden Satz: 


Die Differene zweier gleichbezifferter Integrale II. Gattung mit 
denselben Grenzen, aber verschiedenen Unstetigkeitspunkten ist eine 
algebraische Function sowohl der Grensen, als der Unstetigheitspunkte. 

Aus dieser Formel (8) ergeben sich dann die beiden Zerlegungen 
des Integrals III. Gattung (Kl. 47a u. b), welche spiter dazu dienen 
sollen, die Periodicitiatseigenschaften desselben zu erschliessen. Es 
wird aber bequemer sein, erst von dem Verhalten der Integrale in 
der Umgebung einzelner Stellen zu reden, um von den dabei zu er- 
langenden Resultaten spiter gleich mit Gebrauch machen zu kénnen. 
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g 3. 


Verhalten der Integrale I. und II. Gattung in der Umgebung einer 
einzelnen Stelle. 


Das Gebiet, auf welchem unsere Variabeln sich bewegen, ist die 

durch die Irrationalitit: 

Vf(2) 

definirte Riemann’sche Fliche. Das Verhalten der Functionen, mit 
welchen wir zu thun haben, in der Umgebung einer beliebigen Stelle 
dieser Fliche wird zu charakterisiren sein durch Angabe von Reihen, 
in welche sich die Functionen an diesen Stellen entwickeln lassen. 
Fiir die Ausfiihrung dieser Reihenentwicklungen wird es bequem sein, 
von der homogenen Schreibweise der Formeln zu einer nicht homogenen 
iiberzugehen; der invariante Charakter simmtlicher eingefiihrten Func- 
tionen wird es aber gestatten, auch bei nicht homogener Schreibweise 
von einer Unterscheidung endlicher und unendlichferner Punkte der 
Riemann’schen Fliche abzusehen: die Einfiihrung der nicht homogenen 
Variabeln kann in jedem einzelnen Falle so vollzogen werden, dass 
der gerade betrachtete Punkt in’s Endliche fiallt. 

Es sind dann die Punkte der Riemann’schen Fliche nur in zwei 
Categorien zu unterscheiden: einerseits die 2p +- 2 Vereweigungspunkte, 
die im folgenden mit k bezeichnet werden sollen; andrerseits alle tibrigen 
Punkte: diese sollen gewdhnliche Punkte genannt und mit 4, bezeichnet 
werden. Wird ein solcher als gegeben bezeichnet, so ist immer der 


Werth der Quadratwurzel /f(z,) als mit gegeben zu denken; — /f(é) 


gehért dann zu dem ,,conjugirten Werthe“ 2, (Kl. Bd. 27 dieser Ann., 
p. 446). 
Geschieht der Uebergang von der homogenen Schreibweise zu der 


nicht homogenen — wie im folgenden der Hinfachheit halber stets 
angenommen werden mag — durch die Substitution: 
a 
(9) iss 
so ist: 


(¢dz) durch — dz, 
(et) durch «—# 


u. s. W. zu ersetzen, wihrend die Bezeichnung /(2) ununterschieden 
in beiden Schreibweisen gebraucht werden mige. 

Als ,,regulér in der Umgebung einer gewohnlichen Stelle 2, (einer 
Verzweigungsstelle k)** soll dann nach Herrn Weierstrass eine Function 
des Ortes auf der Fliche in dem Falle bezeichnet werden, wenn sie 
nach Potenzen von z — ¢, (van /z— k) mit ganzen positiven Expo- 
nenten entwickelt werden kann. 
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In diesem Sinne sind bekanntlich die Integrale I. Gattung (1) 
tiberall regulir. 

Fiir die Discussion der Integrale II. Gattung (3) sind zwei Fille 
zu unterscheiden, je nachdem der Unstetigkeitspunkt ¢ ein gewéhnlicher 
oder ein Verzweigungspunkt ist. In beiden Fiillen ist ohne Schwierig- 
keit zu zeigen, dass in der Umgebung jeder von ¢ verschiedenen Stelle 
die Stammfunction Z (2) sowohl, als auch die aus ihr abgeleiteten 
Integrale II. Gattung (3) sich regulir verhalten. 

Anders verhilt es sich in der Umgebung von ¢. Um diese Unter- 
suchung durchzufiihren, bediirfen wir der Ausdriicke fiir die Ab- 
leitungen von F’, wie sie sich aus der symbolischen Darstellung dieser 
Form (KI. § 1, 7) ergeben; niimlich: 


(az 1 
02 (5), baa we f (4), 
) er ae 4 
oe oe (ir)... sep F HO 
a, = P + a ee 
(F57),_> 2(2p +1) i" (4), 


(die Accente an f bezeichnen Ableitungen nach 2). 
Ist nun ¢ ein gewdhnlicher Punkt der Fliche, so setzen wir: 


(11) e=t+§; 


damit erhalten wir die Ree Ae a 


(2) F@,)=fO+570-8+—EPy e+: 


und: 
Lf. on 3S Ce. 1 3f'*(t)—27(OF") oy 
(18) Vis Ta | 2 fh bts Pit) Pips 4 


Nun ist: 
(14) (Qp+1)f?—2(p+) ff’ =—42p +) (p+)?-H 


wenn die Hesse’sche Covariante von / fiir: 








fi — oan Site . w 
ie” Qp +2) @p+i) 02, 0%, 
durch: 
hia hie 
| 
for foe 








oder symbolisch geschrieben: 
+ (ab)? a’? bY” 


definirt ist; benutzen wir dies beim Zusammenziehen von (12) und (13), 
so erhalten wir: 


(16) °. See mye — PE A+: 


2 fP@) 
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Zu dieser Gleichung addiren wir beiderseits //f(¢), multipliciren mit: 
1 dz 1 dé 


2 (@—t} 2 ¢ 


und integriren; kehren wir dann zur urspriinglichen Bezeichnung 
zuriick, so erhalten wir: 





ay a 
(16) 20—7fO fo — pay + PE HG 


+ B:(2—t, y— 2}. 


In dieser Gleichung (wie im Folgenden stets) bedeutet $$ eine Reihe, 
welche nach Potenzen der in der Klammer stehenden Griéssen mit 
positiven ganzen Exponenten fortschreitet und deren niedrigste Glieder 
von der durch den Index angedeuteten Dimension sind. Es wird nicht 
erforderlich sein, wenn verschiedene solche Reihen auftreten, dieselben 
auch immer durch verschiedene Zeichen zu unterscheiden. 

Die Formel (16) zeigt, dass die Stammform Z von der ersten 
Ordnung unendlich gross wird, wenn eine der Grensen in den Un- 
stetigkeitspunkt fallt; daraus folgt, dass die Integrale II. Gattung (3) 
in diesem Falle von der p'™ Ordnung unendlich gross werden. 

Jedoch existiren lineare Combinationen der letzteren, nimlich (in 
nicht homogener Schreibweise) : 

Z, 44 G2, PN 
> at’ de ave’ 
welche dort genau von der 1., 2., 3. +--+ (p— 1)" Ordnung un- 
endlich gross werden; daraus folgt, dass die p Integrale II. Gattung 
(3) von einander linear unabhiingig sind. 

Ist aber der Unstetigkeitspunkt ¢ ein Verzweigungspunkt k der 

Fliche, so wird man an Stelle von (11) zu setzen haben: 


(17) e—k+ey 
iiber das hiernach noch disponible Zeichen der Hilfsgrésse § wird man 


so verfiigen kénnen, dass nach Festsetzung eines beliebigen aber bei- 
zubehaltenden Werthes der Wurzelgrésse 


— Vf (k) 
die Gleichung 
(18) Vie=tVPH%+-:- 
auch dem Zeichen nach richtig ist. Ist dies fiir eine Stelle ¢ der Um- 
gebung von k einmal festgesetzt, so wird es in der ganzen Umgebung 
von k richtig bleiben; zu conjugirten ¢ gehdren dann entgegengesetzt 
gleiche §. 
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An Stelle von (12) und (13) treten dann die Entwickelungen: 


l prep. p-f’ (k) 
(19) Fe Dm sl O-O+ casey Ot 
20 1 “a 1 f”(k) ae 
om Vie) = VF) i 4 F® e , 


aus welchen sich — 





' Feb 1 f(b) 5 
en) Vfl) 2 VF ®: a Tp FH Fay pa + 
Multipliciren wir mit: 
-—é  é¢ 
FE 


integriren und kehren zur urspriinglichen Bezeichnung zuriick, so er- 
halten wir: 


1 1 f’'® 
02) 28> 17 W) yeaa rena t TeTD Fy VV) 


+8,(V2—k, Yy—b}- 


Auch wenn der Unstetigkeitspunkt zugleich ein Verzweigungspunkt 
ist, wird demnach die Stammfunction Z in ihm von der ersten Ordnung 
unendlich gross. In diesem Falle erhéht aber jede Differentiation die 
Ordnung des Unendlichwerdens um gwei Einheiten; die Integrale 
IT. Gattung , welche sich auf einen Verzweigungspunkt beziehen, werden 
demnach in diesem wnendlich gross von der Ordnung 2p —1 und es 
existiren lineare Combinationen derselben, welche bezw. von den Ord- 
nungen 1, 3, 5,... 2p —3 unendlich gross werden. 

Nach einem Satze des Herrn Weierstrass enthilt die Reihe der 
Ordnungszahlen der algebraischen Functionen, welche in einem ge- 
gebenen Punkt ¢ und nur in diesem unendlich gross werden, stets 
p Licken. Fiir einen gewéhnlichen Punkt treten diese Liicken auf 
an den Stellen 1, 2, 3, ... p; fiir einen Verzweigungspunkt an den 
Stellen 1,3, 5, ...2p—1. In beiden Fiillen werden diese Liicken 
durch die Integrale II. Gattwng ausgefiillt, was durch die oben ge- 
fundenen Resultate bestitigt wird. 


§ 4. 
Verhalten der Integrale III. Gattung in der Umgebung einer beliebigen 
einzelnen Stelle. 


Bei Untersuchung der Integrale III. Gattung werden wir uns 
ebenso wie dies bei denjenigen der II. Gattung geschehen ist, auf den 
Fall beschriinken, dass die beiden ,,Argumente“ 2, y der Umgebung 
eines und desselben Punktes der Riemann’schen Fliche angehéren; wir 








~~ Dm mm —- © & je ee 


rr 
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kénnen ja den von y nach x fiihrenden Integrationsweg uns immer 
in hinlinglich kleine Theile zerlegt denken und das Integral betrachten 
als Summe gleichartiger Integrale, welche tiber die einzelnen Theile 
erstreckt sind. Beim Integrale dritter Gattung wird nun von den 
Parametern zy’ ganz dasselbe gelten; es wird aber darauf zu achten 
sein, in welcher Beziehung das Gebiet der Parameter zu dem der 
Argumente steht. So bleiben folgende sechs Fiille zu unterscheiden: 

1. Die Argumente liegen in der Umgebung einer gewdhnlichen 
Stelle z,, die Parameter in der Umgebung einer von z, und 2, (§ 3) 
verschiedenen Stelle 2, ; 

2. Argumente und Parameter liegen in der Umgebung derselben 
gewohnlichen Stelle 2); 

3. die Argumente liegen in der Umgebung von 2, die Parameter 
in der Umgebung der conjugirten Stelle 2, ; 

4. Argumente und Parameter liegen in der Umgebung desselben 
Verzweigungspunktes k; 

5. die Argumente liegen in der Umgebung eines gewdhnlichen 
Punktes, die Parameter in der eines Verzweigungspunktes (oder um- 
gekehrt); 

6. Argumente und Parameter liegen in der Umgebung verschie- 
dener Verzweigungspunkte. 


Diese sechs Fiille sollen nun der Reihe nach besprochen werden. 
ad 1. Werden die Umgebungen von 42 und 2, so klein an- 


genommen, dass sie keine Stelle gemeinsam haben, so verhalten sich 
alle Elemente des Integrals regulir und man erhiilt: 


‘ 'y _ Vi@) Vier) + Fe. %) 7. a 
(23) Q aa 2(2,— & "2 VF (Zo) Viele) (a y) (a y) 


+ P;(@—%, y—&%; @— ey, — Z) 
d. h.: 


Im ersten Fall verhiilt sich Q regulir. 
ad 2. Setzen wir wieder: 
s—a=—f, &—4=— 8’, 
so erhalten wir mit Hilfe einer analogen Rechnung wie 12 ff.: 


(24) F(z,#) = (p+1* HA(%) (¢— t’ y+ 


Vie) VE) 4 #4) 
Nun ist fir =<’ (vgl. 10): 
Fiz, #) 


Fie, 2) a 
(25) Vi@) VF) 08 Vie Vie) , 


Mathematische Annalen. XXXII, 26 
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unabhiingig von dem speciellen Werthe von z, fiir welchen die 
Gleichheit eintritt; hieraus folgt, dass in (24) alle noch folgenden 
Glieder durch (€—{’)? theilbar sein miissen. Wird also zu (24) beider- 
seits 1 addirt, mit 
dedv __— agg’ 
ue—s (gE — 8") 
multiplicirt und integrirt, so wird erhalten: 


€ fy’ (a ae x’) = ‘) (p + 1)? H(%) , , 
(26) Of — log Foy gas) ae Pay 9) 9) 


+ $3 (@ — %, ¥ — 3 TF — %, ¥ — %), 
also: 
Im zweiten Falle verhilt sich Q in erster Anniherung wie der 
Logarithmus des Doppelverhiltnisses: 


tones) —. e@') (yy') . 
(e2'9¥) = ey) (ya)? 


nach Subtraction dieses Logarithmus bleibt eine Function, welche sich 
regulér verhiilt. 


Der dem Logarithmus beizulegende Werth ergiebt sich aus dem 
fiir z—=y, « =y' eintretenden Anfangswerth durch stetige Fortsetzung 
lings der vorgeschriebenen Integrationswege. 


ad 3. Die eben durchgefiihrte Entwicklung gilt auch fiir diesen 
Fall, mit dem Unterschiede, dass jetzt die beiden Glieder der Form 
* (€ — €’)?, statt sich zu summiren, sich gegenseitig zerstéren; infolge 
dessen fillt in der Entwicklung des Integrals das logarithmische Glied 
fort und es bleibt: 


iy 1)? H(é) , , 
@7) ony — PF Aah @ — we —9) 


+ $3 (@ — 2, y — &;3 2 — %, y — %), 

d. h.: 

Im dritien Fall verhilt sich Q reguliir. 

ad 4. Setzen wir: 

smh te, ak +E%, 
so erhalten wir analog wie Gl. 19 ff.: 
(28) Vi@ Vie) + Fis, #) 
Vi(@) VEZ) 


= f-1.¢°—-1 (> (¢+¢') dd TS SI) Le. (€2 ne g2)? +.. {. 


Kir ¢ = d.h. §’ = € reducirt sich (vgl. 25) die Function links 
auf 1, ihre erste Ableitung nach ¢ auf 0; fir ¢ =z d. h. (’ =—£ 











-asad 
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verschwindet sowohl die Function links, als ihre Ableitung; infolge 
dessen miissen rechts in der Klammer alle Terme bis auf den ersten 
durch (€ — §’)* und alle einschliesslich des ersten durch (§ + €’)? 
theilbar sein. 
Werden daher beide Seiten von (28) mit: 
dzde 2g’ dédg’ 
Bere (Eee +e) 
multiplicirt und integrirt, so wird erhalten: 

















‘ fv log (Ve ak —Ve =k) Vy—k — Vy) 
= Gey = 08 Vv =) Vy =k Ve) 
ot Pe ee ; , 

tpt) Pik_y V2—k—Vy—k) (V2—k—Yy—h) 


+ B32 —k, Vy —k; Ve —k, Vy —h); 














d. h.: 
Liegen Parameter und Argumente in der Umgebung eines Ver- 
aweigungspunktes, so verhiilt sich Q wie der Logarithmus eines Doppel- 
verhiiltnisses, in welches statt,der Differenzen x — x’ --- die Differenzen 
Vx —k—Ya —Kk --- eintreten; m. a. W.: um dieses Verhalten kurz 
zu beschreiben, hat man die Umgebung des Verzweigungspunktes auf 
einen einfachen ebenen Bereich abzubilden und in dieser Abbildung die 
friithere Formel (26) anzuwenden. 

Zu bemerken ist noch, dass die Wurzelgrésse //’(k), welche 
oben (18) zur Fixirung der Vorzeichen diente, aus (29) weggefallen 
ist; in der That bleibt diese Formel ungeiindert, wenn alle 4 Quadrat- 
wurzeln gleichzeitig ihr Zeichen wechseln. Man hat also bei An- 
wendung derselben nur dafiir Sorge zu tragen, dass /z—k: /x’—k:-:- 
mit /f(z):V/' (a) --- bis auf kleine Gréssen héherer Ordnung iiber- 
einstimmt. 

ad 5 und 6. Diese beiden Fille lassen sich in derselben Weise 
behandeln; man tibersieht sofort, dass in ihnen die Function sich 
reguldér verhdilt. 





Damit sind simmtliche oben aufgestellten Fille erledigt, und es 
ertibrigt nur noch, einen Blick auf die Coefficienten der erhaltenen 
Entwicklungen zu werfen. Wir haben dieselben erhalten aus dem 
binomischen Satze; daraus ist zu schliessen, dass diese Coefficienten 
rationale Functionen der Coefficienten @ von f und der Grdéssen 4, 
Vil%) (bezw. k, Vf’ (k)) sein werden, welche in den a homogen von 
der Dimension null sind, und welche nur Potenzen von /(%)), bezw. 
f’ (k) zu Nennern haben*). Daraus ergiebt sich eine Folgerung, welche 








*) Abgesehen von (23), wo auch eine Potenz von (g)— 2%) im Nenner steht. 
26* 
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fiir spitere Schliisse von Bedeutung sein wird: betrachten wir auch 
die Coefficienten als veriinderlich und setzen etwa allgemein: 


(30) a=a+a 


indem wir unter a, feste Ausgangswerthe, unter a veriinderliche In- 
cremente verstehen, so kénnen wir alle Glieder unserer Reihen nach 
Potenzen der « entwickeln; und diese Entwicklungen werden con- 
vergiren, solange nicht ein Verzweigungspunkt nach z, oder ein 
weiterer Verzweigungspunkt nach & fallt. Ob im iibrigen die Ver- 
zweigungspunkte zusammenfallen oder getrennt bleiben, hat darauf 
gar keinen Einfluss. 


§ 5. 
Festlegung bestimmter Periodenwege auf der Riemann’schen Fliche. 


Fiir einen grossen Theil der im Folgenden durchzufiihrenden 
Periodicitiitsuntersuchungen wiirde es nicht erforderlich sein, mehr als 
den Begriff eines ,,einfachen“ d. i. sich nicht schneidenden Perioden- 
wegs auf der Riemann’schen Fliche und der zugehdrigen Perioden der 
Integrale vorauszusetzen; es wird insbesondere nicht erforderlich sein, 
aus der unendlichen Anzahl verschiedener Periodenwege ein bestimmtes 
System primitiver Wege herauszuheben und alle iibrigen als aus diesen 
zusammengesetzt zu betrachten. 

Indessen wird es doch vielfach eine bequemere Ausdrucksweise 
gestatten, wenn wir in tibrigens ganz willkiirlicher Weise ein be- 
stimmtes solches System von 2p Querschnitten (Kl. § 8): 


4,, 4,...45;5 3B, %...% 
einfiihren. Ueber den positiven Sinn dieser Querschnitte sei wie bei 
Riemann (ges. W. p. 123), so verfiigt, dass im Schnittpunkt von A, 
mit Bs die positive Richtung von A, zur 
~ ‘ie positiven Richtung von By ebenso liegt 


/ wie die Richtung von 0 nach + 1 zu 
pe 5% der von 0 nach + 7; oder anders aus- 


4 ; / gedriickt, dass der Querschnitt A, den By 
XX  Sé 7 von links nach rechts“, Bs den Ag ,,von 

“Ay s rechts nach Jinks“ iiberschreite. 
Fig. 1. Bei Durchlaufung des Querschnitts A, 


erhalt also das Integral w, die Periode — @¢,»;,, bei Durchlaufung 
von B, die Periode + @¢,,. 

Wegen der allgemeinen Bezeichnung der Perioden der Integrale 
I. und Il. Gattung vgl. Kl. § 8; erwihnt sei hier nur, dass aus der 
oben bewiesenen Formel (8) sich unmittelbar ergiebt: 








~“s -~ FF 


a 


a - ~wwnenwt eco&c ec eee. coe. «1 fo Oo oe ee a 
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Die Perioden der Integrale II. Gattung sind unabhiingig von der 
Unstetigkeitsstelle t. 

Die Perioden der Stammfunction Z sind dagegen ganze Functionen 
von t. 

Man findet nimlich: 

(31) pa(t) = — grate? — gaa tyP-* ty — ++ + — pate. 

Soll von einem Periodenweg ohne nihere Bestimmung gesprochen 
werden, so mége ein solcher in Zukunft mit P und die bei Durch- 
laufung desselben auftretenden Perioden mit @., — mq ohne zweiten 
Index bezeichnet werden; verschiedene Periodenwege dieser Art sollen 
durch Accente unterschieden werden. 

Insbesondere wird hie und da von ,,elementaren Periodenwegen 
die Rede sein; darunter sind dann solche zu verstehen, deren Pro- 
jectionen auf die Ebene, iiber welcher die Riemann’sche Fiche aus- 
gebreitet ist, zwei und nur zwei Verzweigungspunkte einfach umgeben. 

Wenden wir uns nun zur Untersuchung des Doppelintegrals Q. 
Solange die Integrationswege (y'... a’) und (y...) auf der Rie- 
mann’schen Fliiche keinen Punkt gemeinsam haben, hat das Doppel- 
integral einen bestimmten, tibrigens noch von jenen Integrationswegen 
abhiingigen, Werth. Die Gesammtheit dieser Werthe stellt einen Zweig 
einer analytischen Function der vier unabhiingig veriinderlichen Argu- 
mente x, y,#’, y dar, welche im Innern des ganzen Gebietes, in dem 
sie durch das Doppelintegral definirt ist, sich tiberall regulir verhiilt. 
Schon in diesem Gebiete ist die Function von den Integrationswegen 
abhiingig und dadurch unendlich vieldeutig. Wir werden aber dabei 
nicht stehen bleiben diirfen: es wird vielmehr fiir alle folgenden Ent- 
wicklungen von grundlegender Bedeutung die Frage sein, ob die Func- 
tion iiber die Grenzen jenes Gebietes hinaus eine analytische Fortsetzung 
gestattet. Wir werden uns davon iiberzeugen, dass diese Frage zu be- 
jahen ist; wir werden aber die Beantwortung in der Weise theilen, 
dass wir zunichst nur Fortsetzungen in Bezug auf eines der vier Argu- 
mente unter Festhaltung der drei tibrigen vornehmen; weiter werden 
wir dann zu untersuchen haben, wie sich aus den Fortsetzungen in 
Bezug auf jedes einzelne Argument diejenigen zusammensetzen, welche 
erhalten werden, wenn man alle vier gleichzeitig auf der Riemann’schen 
Fliche sich frei bewegen lisst. 


§ 6. 
Die Function Q bei unbeschrinkter Veranderlichkeit ihres einen 
Arguments. 
Wir halten zuniichst die drei Veriinderlichen y, y und a sammt 
dem die beiden leteteren verbindenden Integrationsweg fest und be- 
trachten x allein als variabel. Wollten wir die Untersuchung ganz 








394 Heryrica Burxnarpr. 


allgemein durchfiihren, so miissten wir zulassen, dass jener Integrations- 
weg sich selbst durchsetzt. Aber analog wie § 4 kénnen wir jeden 
sich selbst durchsetzenden Integrationsweg in Theile zerlegen: wir 
kénnen ihn zusammengesetzt denken aus sich nicht schneidenden 
Stiicken, aus einfachen Periodenwegen, und aus Schleifen, die sich 
auf einen Punkt zusammenziehen lassen. Die letzteren liefern zu dem 
Resultat der Integration in Bezug auf dz’ keinen Beitrag, sodass wir 
dazu gelangen, nur folgende beiden Fille zu unterscheiden: 

1. der Integrationsweg der Parameter verbindet zwei getrennt 
liegende Punkte y’, x der Riemann’schen Fliche, ohne sich selbst zu 
durchsetzen; 

2. die Punkte 2’, y sind identisch, der Integrationsweg der Para- 
meter ist ein einfacher Periodenweg P’. 

Betrachten wir zuniichst den gweiten Fall als den einfacheren, 
Solange die Definition durch das Doppelintegral platzgreift, kénnen 
wir die Zerlegungsformel (Kl. 47b) anwenden; aus derselben geht 
hervor, dass dieses specielle Doppelintegral, als Function von x be- 
trachtet, sich reducirt auf ein Integral I. Gattung: 


p 
(32), —> Na We’. 
a= 


Die analytischen Fortsetzungen des speciellen Doppelintegrals mit 
Bezug auf x miissen daher identisch sein mit den Fortsetzungen dieses 
Integrals I. Gattung. Die Natur der letzteren ist aber bekannt, sodass 
die Untersuchung dieses Falles erledigt ist. 

Wenden wir uns nun zum ersten Falle. Das Gebiet, auf welches 
die Veriinderlichkeit von x beschrinkt werden muss, wenn wir bei der 
Definition durch das Doppelintegral stehen bleiben, ist dadurch charak- 
terisirt, dass die Function unter dem Integralzeichen fiir kein Element 
desselben unendlich gross werden darf. Wir werden also den von y' 
nach 2’ fiihrenden Integrationsweg der Parameter auf der Riemann’schen 
Flache fiir das x als Querschnitt ansehen und der Variabeln 2 zuniichst 
verbieten miissen, denselben zu iiberschreiten. In dem so definirten 
Gebiet ist aber die Function, wie bereits § 5 erwihnt, noch un- 
endlich vieldeutig: durchliuft_ xz in diesem Gebiete einen Periodenweg 
P, so kénnen wir die Vermehrung, welche Q dabei erfihrt, aus der 
Zerlegungsformel (Kl. 47a) ablesen. Wir finden, dass @Q sich ver- 
mehrt um: 


(33) — s Na Wa", 


wo als Integrationsweg fiir die Integrale I. Gattung natiirlich der ge- 
gebene Weg von y' nach z zu wihlen ist. 
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Lassen wir an Stelle von P einen Weg treten, der den Inte- 
grationsweg (y’...2’) umkreist, so zeigt dieselbe Zerlegungsformel, 
dass Q unverindert bleibt, wenn x einen solchen Weg durchliuft. 

Wir fragen nun, wie wir die so definirte Function von a tiber 
die bisher festgehaltene Grenze hinaus analytisch fortsetzen kénnen 
und welche neuen Werthe wir dadurch etwa noch zu den unendlich 
vielen erhalten, die uns bereits das Doppelintegral lieferte. Zu diesem 
Zwecke miissen wir zuniichst untersuchen, wie sich das letztere in der 
Nihe der Grenze verhilt. Die Mittel zu dieser Untersuchung liefern 
die Formeln (26) und (29); wir kénnen uns den Schnitt ja immer in 
so kleine Theile zerlegt denken, dass fiir jeden dieser Theile die 
Voraussetzungen jener Formeln erfiillt sind. Dieselben zeigen dann, 
dass bei Annaherung an die Grenze die Function Q nicht aufhért sich 
reguliir zuverhalten, ausgenommen 


nur die Punkte y’ und 2’; sie zeigen /,, j, See ~-—Mip--------~. eae 
ferner, dass der Werth, welchen fe meee | oo 


das Doppelintegral in x, auf’ dem 

rechten Ufer von (y'...2') besitet, J 
um 22% kleiner ist als der in dem 
gegeniiberliegenden Punkt x, des linken Ufers erhaltene Werth, voraus- 
gesetzt, dass die Variable x von x, nach 2 auf einem Wege gefiihrt 
wird, welcher bis an das Ufer des Querschnitts zusammengezogen 
werden kann, sodass keine weitere Periode hinzutritt (vgl. die Figur). 
Dabei ist es gleichgiltig, ob wir « den Punkt 2’ in einem oder y’ im 
andern Sinne umkreisen lassen, in Uebereinstimmung mit dem Satze oben. 

Es stehen aber auf der rechten Seite der Gleichungen (26) und 
(29) wohl definirte analytische Functionen von 2, welche ihre Be- 
deutung nicht verlieren, wenn 2 die ihm bisher gezogene Grenze tiber- 
schreitet. Aus den bekannten Eigenschaften des Logarithmus ergiebt 
sich in der That, dass die Function Q iiber diese Grenze hinaus fort- 
gesetet werden kann und dabei nur in den Endpunkten des Weges 
(y’... 2) aufhért regulir zu sein. Lassen wir demzufolge die Variable 
x den Querschnitt von links nach rechts iiberschreiten, so erhalten 
wir um 22% gréssere Werthe, als wenn wir ihn umgehen; oder anders 
ausgedriickt, umkreist « den Punkt 2 in positivem Sinne oder y’ in 
negativem Sinne, so vermehrt sich der Werth von Q um 
(34) 2 xi. 

Damit ist fir das Argument 2 der Function @ unbeschriinkte 
Verinderlichkeit erreicht, und wir kénnen das Resultat der Unter- 
suchung, wenn wir etwa fiir den Moment ein bestimmtes canonisches 
Querschnittsystem (§ 5) eingefiihrt denken, zusammenfassen in den Satz: 

Aus dem Doppelintegral Q entsteht durch Fortsetewng eine analytische 
Function des auf der Riemann’schen Flache unbeschrinkt verdnderlichen 
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Argumentes x, deren siimmtliche Werthe fiir ein bestimmtes x aus einem 
von ihnen hervorgehen durch Hinzufiigung von ganzen Vielfachen der 
2p + 1 Perioden: 


(35) 2x1; me Na, Wa" Y ; D4 Na,2Wa" ¥ +++ > Na,zp Wa” ¥ 


— in Uebereinstimmung mit den Sitzen, die sonst fiir Integrale 
III. Gattung aufgestellt werden. 

Die Darstellung des Integrals III. Gattung als Doppelintegral ge- 
stattet aber, die bisher behandelte Frage dahin zu erweitern, dass man 
Argumente und Parameter als gleichberechtigte und in gleicher Weise 
verinderliche Gréssen auffasst. Insofern dabei vor allem die ersten 
Glieder der Reihen (26) und (29) in Betracht kommen, wird es niitzlich 
sein, zuerst zu fragen, wie der Logarithmus eines Doppelverhiiltnisses 
von vier Punkten mit diesen Punkten sich indert. 


§ 7. 
Von dem Logarithmus des Doppelverhiltnisses von vier Punkten. 
Wir betrachten das Anfangsglied der Reihe (26): 
log 2@) yy) . 


(wy) (ye) 

Der Werth desselben, welcher in jedem einzelnen Falle zu nehmen 
ist, wird bestimmt sein durch den fir s—y, a2 —y' eintretenden 
Anfangswerth 0 und durch die Wege, auf welchen 2, x von diesen 
Anfangswerthen zu ihren Endwerthen gelangen. Wir werden besonders 
den Fall zu untersuchen haben, in welchem die beiden Wege sich 
kreuzen; die Frage ist dann, ob in diesem Falle die Reihenfolge gleich- 
giltig ist, in welcher sie durchlaufen werden. 

Wir diirfen die Wegstiicke, die wir betrachten, uns beliebig klein 
denken; dann kénnen wir sie ohne Beeintrichtigung der Allgemeinheit 
uns geradlinig vorstellen. Es mége etwa angenommen werden, dass 
der Weg (y... a) den Weg (y’...2) von rechts nach links 
iiberschreite. Die vier Punkte werden dann die Ecken eines Vierecks 
bilden, von welchem kein Winkel z iibersteigt, und sie werden bei 
positiver Umlaufung der Vierecksfliche in der Reihenfolge: 


yye a 
getroffen werden (vgl. Fig. 3). Die Winkel an diesen Ecken, in dem in der 


Figur angegebenen Sinne gemessen, seien a, 6, y, 0. Bringt man jede 
der Differenzen « — a etc. auf die Form re?‘, so sieht man“) dass 


*) Vgl. Mébius, ges. W. Bd, 2, p. 205 ff, 
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der reelle Theil unseres Logarithmus gegeben wird durch den reellen 
Logarithmus des aus cen absoluten Liingen der vier Vierecksseiten 
gebildeten Doppelverhiltnisses : 
|e—2'| |y—y'l | 
ja—y|ly—2| 
Dieser reelle Theil ist also nur ab- 
hiingig von der Lage der vier Punkte, 
unabhiingig von den sie verbindenden 
Wegen. Anders verhilt es sich mit 
dem Factor von 7: derselbe ist gleich 
der Summe zweier gegeniiberliegender 
Winkel des Vierecks; es entsteht da- 
her die Frage, welche Winkel in jedem vig. 3. 
Fall zu nehmen und in welchem Sinne dieselben zu messen sind. 
Lassen wir nun zuerst 2 von y’ nach x gehen, hierauf ¢ von x 
nach y, so sind nach Ausfiihrung der ersten Operation z’ und y’ als 
fest zu betrachten. Wir schreiben daher den Logarithmus: 
(36) yee Say “tea 
und definiren die beiden Logarithmen dadurch, dass fir «= y jeder 
derselben sich auf Null reduciren soll; das bleibt in Uebereinstimmung 
mit der friiheren Festsetzung. Schreiben wir dann nur die imaginiren 
Bestandtheile an, so erhalten wir: 














log Sage rite, 
ot hele 
log =v + ai+t-:-,, 
also: 
(37) Ly=—(a@+p)i+-+-- 


Lassen wir aber zuerst ¢ von y nach 2, hierauf 2 von y’ nach 2 
gehen, so gelangen wir auf demselben Wege zu der Gleichung: 
(38) L, = log Sr — log St (B+ 8)i+---- 
Mit Riicksicht auf den Umstand, dass: 

e+Pp+y+o—2xi, 

erhalten wir sonach: 
(39) L, — L, = 22%. 
So sind wir zu dem Satze gelangt der das in (34) bereits erhaltene 
Resultat vervollstindigt: 

Lassen wir x und x auf Wegen sich dndern, welche einander tiber- 
kreugen, so wird der dadurch erhaltene Werth von L, wenn der zuletet 


durchlaufene Weg den zuerst durchlaufenen von links nach rechts tiber- 
schreitet, wm 22% grisser sein als im entgegengeseteten Fall. 
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§ 8. ; 
Q als analytische Function von vier unabhingigen Veranderlichen. 


Nunmebhr sind alle Vorbereitungen getroffen, um die bereits a. E. 
des § 5 aufgeworfene Frage nach der Natur derjenigen Function von 
vier unabhingigen Veriinderlichen beantworten zu kénnen, welche 
durch analytische Fortsetzung in Bezug auf alle diese 4 Variabeln 
aus dem Doppelintegrale Q entsteht. Zuniichst ist klar, dass dieselbe 
Untersuchung, welche in § 6 fiir 2 durchgefiihrt wurde, sich in 
gleicher Weise auch fiir die 3 andern Veranderlichen wird durchfiihren 
lassen; wir werden aber zu fragen haben, ob man durch gleichzeitige 
Fortsetzung in Bezug auf alle vier Variabeln noch zu andern Werthen 
gelangt als denjenigen, die man durch Fortsetzungen in Bezug auf 
die einzelnen Variabeln erreichen kann. 

Um diese Frage zu beantworten, gehen wir davon aus, dass fiir 
das Doppelintegral bei sinngemisser Festsetzung der Integrationswege 
die Identitiit besteht 
(40) C= OF + G7 +e; 
welche folgendes aussagt: der Werth von @, welcher erhalten wird, 
wenn wir von y nach # und gleichzeitig von y’ nach w gehen, wird 
auch erhalten, wenn wir zuerst von y’ nach 2 gehen (dadureh ver- 
mehrt sich Qe um @’), hierauf von y nach x. Fiir diese zweite 
Operation ist dann selbstverstiindlich der nach Ausfiihrung der ersten 
erhaltene Werth zum Ausgangspunkt zu nehmen, sodass noch @. 
zutritt. 

Nach einem bekannten Princip wird die Formel (40) auch fiir alle 
analytischen Fortsetzungen Giiltigkeit behalten; wir kénnen den durch 
sie dargestellten Sachverhalt kurz zusammenfassen in die Worte: 

Wir diirfen uns die Umliufe unserer Variabeln stets als successiv 
denken. 

Die Rethenfolge solcher successiven Fortsetzungen ist fiir das 
Doppelintegral gleichgiltig, nach dem Satz von der Vertauschbarkeit 
der Integrationsordnung bei Doppelintegralen mit unabhingigen Grenzen. 
Sobald aber bei analytischer Fortsetzung die Wege sich schneiden, 
wird Formel (40) insofern illusorisch, als dann in ihr ein Glied auf- 
tritt, dessen Bedeutung nicht mehr von jener Reihenfolge unabhingig 
ist. Es wird vielmehr in diesem Falle der Werth von @Q erst dann 
ein bestimmter sein, wenn nicht nur die Wege gegeben sind, auf 
welchen die Variabeln sich indern, sondern auch angegeben ist, welche 
von beiden eher an die Schnittstelle gelangt. Der Fall, dass zwei gleich- 
zeitig durch eine solche Stelle passiren, wird zu Unbestimmtheiten ahn- 
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licher Art fiihren, wie bei Functionen einer Verinderlichen deren Durch- 
gang durch einen Verzweigungspunkt, und deshalb auszuschliessen sein. 

Wir kénnen uns iibrigens auf die Verianderlichkeit von 2 und 2’ 
allein beschriinken , da es gleichgiltig ist, ob wir eine untere Grenze 
einen bestimmten Weg in einer Richtung oder die entsprechende obere 
Grenze denselben Weg in entgegengesetzter Richtung durchlaufen lassen. 

Ferner wird uns eben Formel (40) gestatten, die Untersuchung 
auf den Fall nur eines Schnittpunkts und auf die Umgebung desselben 
einzuschrinken. Dann treten aber sofort die Formeln (26) bezw. (29) 
in Kraft. In diesen ist fiir alle Glieder rechts, welche auf das erste 
folgen, die Reihenfolge der Operationen gleichgiltig; fiir das erste 
Glied aber ist der Einfluss der Reihenfolge in § 7 untersucht. Ueber- 
tragen wir das dort gefundene Resultat auf unsere Function Q, so 
wird dasselbe lauten: 

Wenn der zuletet durchlaufene Weg den zuerst durchlaufenen von 
links nach rechts iiberschreitet, so wird der dadurch erhaltene Werth von 
Q um 2x1 grisser sein, als wenn die Reihenfolge der Durchlaufung 
die umgekehrte ist. 

Neben diesen Satz stellen wir den unter (34) ausgesprochenen und 
am Schlusse von § 7 schon beigezogenen in einer etwas modificirten Form: 

Wenn der zuletet durchlaufene Weg den euerst durchlaufenen von 
links nach rechts iiberschreitet, so wird der dadurch erhaltene Werth 
von @ um 22% grisser sein, als wenn ersterer den letsteren umgeht. 

Diese beiden Siitze gestatten nun die Erledigung der allgemeinen 


Frage. Es sei: 2 
(Gy) 


irgend ein Werth der aus dem Doppelintegral entstehenden analytischen 
Function, wie er erhalten wird, wenn die Variabeln von y’ nach 2’ 
und von y nach x ganz beliebig vorgeschriebene Wege L’, ZL durch- 
laufen; wir fragen, welche Werthe aus diesem durcli analytische Fott- 
setzung erhalten werden kénnen. Zu diesem Zweck lassen wir x einen 
beliebigen Periodenweg P auf der Riemann’schen Fliche durchlaufen, 
der den Weg L’ 1, mal von links nach rechts, J, mal von rechts nach 
links tiberschreitet; hierauf durchlaufe x’ einen Weg P’, der den Weg 
ZL bezw. P 1,’ (l,”) mal von links nach rechts, /,'(/,”)mal von rechts 
nach links tiberschreitet.*) Setzen wir lings dieser Wege unseren Func- 
tionszweig fort, so haben wir zu beriicksichtigen, dass nach Ausfiihrung 
der ersten Operation fiir die zweite vom Resultat der ersten auszugehen 
ist; dies wird sich bemerkbar machen in den Werthen, welche den 
auftretenden Integralen I. Gattung beizulegen sind. Wollen wir diese 

*) Aus Wiederholung solcher Wege lisst sich jeder Weg zusammensetzen; 
vgl. den Schluss des §. 
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Integrale durchweg so verstehen, dass sie tiber die wrspriinglichen 
(nicht die erweiterten) Integrationswege genommen werden sollen, so 
ist die Formei, welche den resultirenden Werth von Q mit dem Aus- 
gangswerth verbindet, folgendermassen zu schreiben: 


Ory = (C57) — Di nate” + (h—b) 2a 
(41) on 
7 Na (we? > @) + ('—-1/+1,"—1,').2xi- 


Wollen wir x und 2 ihre Wege gleichzeitig durchlaufen lassen, 
so wird an jedem einzelnen Schnittpunkt zu bestimmen sein, welcher 
von beiden Punkten dort eher anlangt; so oft niimlich 2 dort eher 
anlangt als x, ist 1,” bezw. 1,” um eine Einheit zu vermindern. M. a. W. 
bei Bestimmung der Zahlen 1” sind nur diejenigen Punkte mitzuzdhlen, 
an welchen x eher anlangt als x’. Setzen wir aber diese Zahlen als 
so bestimmt voraus, so kénnen wir das Resultat der letzten Paragraphen 
zusammenfassen in den Satz: 

Aus dem Doppelintegral Q entsteht durch analytische Fortsetewng 
in Bezug auf alle vier Argumente eine analytische Function derselben, 
deren siimmtliche Werthe durch die Formel (41) geliefert werden. Diese 


Function soll im folgenden unter dem Zeichen a verstanden werden. 


§ 9. 
Bilineare Relationen zwischen den Perioden I. nnd II. Gattung, nach 
Weierstrass. 


Aus den Periodicitiitseigenschaften der Integrale III. Gattung 
ergeben sich bekanntlich eine Anzahl von Relationen zwischen den 
Perioden der Integrale I. und II. Gattung. Fiir die hier zu Grunde 
gélegte Form des Integrals Q werden dieselben folgendermassen erhalten: 
wir lassen in (41) die Punkte 2 mit y, « mit y’ zusammenfallen; wir 
vertauschen dann die Reihenfolge der Durchlaufung der Wege und 
vergleichen schliesslich die beiden Resultate mit einander und mit 
Formel (39). Dabei setzen wir zur Vereinfachung den Ausgangswerth 
des Q@ und damit auch die der w gleich Null. Durchliuft wie oben 
zuerst « den Weg P, hierauf 2 den Weg P’, so erhalten wir unter 
dieser Voraussetzung: 


(42) Q) = — natu + (y” —h") 2a. 


Lassen wir aber zunichst 2 den Weg P’, hierauf 2 den Weg P durch- 
laufen, so kommt: 


(43) Q = — > nee + (hr hy”) + 2. 
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Nach (39) ist aber: 


Q. — Q = (L." —1,") - 2at; 
also folgt: 


Pp 
(44) > {@01s — 0% Na} = (I," —1,") - 2% 
a=l 


eine Relation zwischen den 2-2p Perioden I. und II. Gattung, welche 
zu zwei beliebigen Periodenwegen gehoren. 

Fiihren wir jetzt insbesondere ein canonisches Querschnittsystem der 
in § 5 geschilderten Art ein, so ergeben sich fiir die dabei auftreten- 
den 4p? Perioden aus der allgemeinen Gleichung (44) durch Speciali- 
sirung 2p?—p Relationen. Zwei Querschnitte A, und A, eines 
solchen Systems schneiden sich nicht, ebenso wenig zwei Querschnitte 
Bg und B,, oder Ag und B,, wenn B27; in allen diesen Fallen ist 
ist daher J,” = 1,” —0 zu setzen. Wihlen wir aber B, fiir P, Ag fiir 
P’, so ist nach der § 5 getroffenen Vereinbarung: 

Og =Oe8, Na=Na,p » Og=—Wa,p+8 Na = —Na, r+p ,"=1, 1,"=0 
zu setzen. So erhalten wir das System von Relationen: 


P 


@a, Nay — Day Nap ge = VY} 
{ 0 


e=1 


Pp 
> {08 Nerts—PaptyNae} = 0; B2y 





(45) : i 
D> {Surpass i @a,p+y Naps} ~~ 0; 
e=1 
P 
> {a5 Na,pt+p — ®a,p-+3Na,p } =— Qui. 
\a=1 


Die Art, in welcher hier diese Relationen abgeleitet sind (der Kern- 
punkt des Beweises liegt in § 7) besteht im wesentlichen darin, dass 
das von Herrn Weierstrass*) angegebene Verfahren in der Weise 
umgeformt ist, wie es die Darstellung des Integrals III. Gattung als 
Doppelintegral bedang. 

Wir kénnen die Ableitung der Gleichung (44) auch noch in etwas 
anderer Weise darstellen; diese andere Darstellung soll hier noch 
gegeben werden, weil sie zugleich die Beziehung zwischen den Sitzen 
(32) und (35) erliutert. Der Einfachheit wegen sei J,”— 1, l,”=0 
genommen, Formel (32) zeigt, dass die dort betrachtete specielle 
Q-Function sich um 





*) Progr. Gymn. Braunsberg 1849, 
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(46) — > 1iv 


vermehrt, wenn x den Weg P durchliuft. Andererseits aber kénnen 
wir den dort behandelten Specialfall auch durch Grenziibergang aus 
dem allgemeinen Fall ableiten, 
fiir den wir (35) erhielten. Be- 
trachten wir niaimlich den Inte- 
grationsweg (y’... x’) zuerst als 
einen Bestandtheil von P’, so 
kénnen wir einen Weg, der von 
einem Punkte y auf dem linken 
Ufer von (y’... 2) lings P 
nach einem gegeniiberliegenden 
Punkte « des rechten Ufers 
s. we fiihrt, ansehen als zusammen- 
a gesetzt aus einem mit P’ Aqui- 
valenten Weg, welcher das 
Stiick (y’... <2’) nicht trifft, und aus einer Umkreisung von y’ im 
Sinne der wachsenden Winkel. Aus (33) und (34) folgt demnach, 
dass sich dabei Q vermehrt um: 


(47) — S'n,wz! — 2ai. 


Dehnen wir nun den Weg (y’... 2’) lings P’ immer weiter aus, bis 
sich schliesslich sein Endpunkt wieder mit seinem Anfangspunkt zu- 
sammenschliesst, so erhalten wir als Periode des so entstehenden 
speciellen Integrals aus (47) 


(48) — Ddnaoy — 2a: 


und die Vergleichung der Ausdriicke (46) und (48), welche dieselbe 
Periode desselben Integrals darstellen, giebt: 


> {een — Naa} = 2ni 
in Uebereinstimmung mit (44). 

Dass die zuerst betrachtete Function in der That identisch ist mit 
der Grenze der zuletzt betrachteten, davon tiberzeugt man sich wohl 
am einfachsten, indem man neben dem Wegstiick (y’ . . . 2’) das andere 
(2 ...y') betrachtet, welches das erstere zu dem vollen Periodenweg 
P’ ergiinzt. Fiir dieses Stiick enthilt (y...2) keine Umkreisung der 
Endpunkte, die zugehdrige Periode ist also: 





(49) on >" wy P Z 
Durch Addition von (47) und (49) erhalten wir nun in der That (48) 








e 


it 
nl 
re 
g 
er 


8) 





Hyperelliptische Sigmafunctionen, 403 


ohne Vollziehung eines Grenziibergangs; die Benutzung eines solchen 
erleichtert aber die Vorstellung, wie man es sich zu denken hat, dass 
von den beiden im allgemeinen Falle (35) méglichen Perioden: 


— 1,02" und — dn, wi! + 20: 
im speciellen Fall (32) die erstere ginzlich verloren geht: der Spiel- 
raum des Weges, auf welchem sie erhalten werden kann, wird beim 


Zusammenriicken von y’ mit x immer mehr eingeschrinkt und schliess- 
lich ganz abgesperrt. 


§ 10. 
Bilinearrelationen nach Riemann. 


Die Relationen (45) sagen bekanntlich aus: Die @, y sind Coeffi- 
cienten einer linearen Substitution, welche die bilineare Form 


> {tate rt Yatpia} 


bis auf den Factor 22% in sich iiberfiihrt. Die inverse Substitution 
muss dann dieselbe Eigenschaft haben: daraus folgt*), dass das Re- 
lationensystem (45) iiquivalent ist mit dem folgenden: 


( _» 


{ 8, a Dy, p+a — 8,p-+a @y, a} ™ 0, 


al 


(50) S ors Ny,pta — O3,p+a Ny,a} SS 


e=1 


0 fir B2y, 
—22i fiir B= 7; 





Pp 
> {Me Uypta — N6,p+a Ny, a} = 0. 


e=1 


In dieser Form werden die Relationen auf dem von Riemann**) ein- 
geschlagenen Wege erhalten; derselbe soll hier noch fiir die hier be- 
nutzten Integrale verfolgt werden. Die Methode besteht darin, dass 
je eines der Integrale mit dem Differential eines andern multiplicirt 
und das Product iiber den ganzen Rand der in canonischer Weise 
zerschnittenen Fliche integrirt wird. 

Die Anwendung dieser Methode auf das Randintegral: 


us dw, 


fiihrt bei Riemann auf die erste der Gleichungen (50). 


*) Weierstrass a, a, O. 
**) Ges. W. p. 124; die erste der Formeln (50) ist dort § 20 a, E. gegeben. 
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Bilden wir ebenso das Integral: 


[2 awe, 


so kénnen wir den Integrationsweg auf einen Kreis um den Punkt ¢ 
zusammenziehen; dann kénnen wir Z“) durch die Reihe (16) ersetzen 
und gliedweise integriren. Dabei ergeben simmtliche Glieder Null, 
mit Ausnahme des ersten, welches 


Vfit) aP—P sf 
(st) Vfiz) 


liefert. Bezeichnen wir die Perioden der Stammfunction Z wie in 
(31) mit @(é), so erhalten wir: 





(edz) = — 2rit,P- tp 


Pp 
(51) > {9 () @f,r4a — Ppta(t) s,a} = — 2xi tP Pir, 


al 


Diese Gleichung muss fiir jeden Werth von ¢ bestehen; durch p-fache 
Differentiationen nach ¢, und ¢, entspringen aus ihr die Gleichungen 
der 2. Zeile von (50). 

Bilden wir endlich das Randintegral: 


[2 dZ® = — {Ze dZ 


und ziehen den Integrationsweg auf kleine Kreise um ¢ und t zusam- 
men, so erhalten wir fiir dasselbe die Summe aus: 





Vi), VIO VIE+FE®) (de) _ 94; VIOVIO+FE,D 
(st) 2(er)? Vive) ™ 2(tr)? 


(é) 
und: 
— (VO. VOVO@+Fe*) Gd) _ 4 94; VOVO+FO® 
(ét) 2(2t)* Vi 2(ct)? 
(t) 


also Null; dies liefert die Relation: 


(52) P {Pa(t) Ppta(t) — Prta(t) Pa (t)} = 0. 


aus welcher wieder durch Differentiationen nach ¢,,¢, und t,, t, die 
Gleichungen der 3. Zeile von (50) hervorgehen. 
Damit ist das System (50) vollstiindig abgeleitet. 
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Il. Abschnitt. 
Uebergangsformen. 


§ 11. 
Die Function Q (x, y) = @3. 


Wir wenden uns nun zur Discussion der Formen, die bei KI. 
(§§ 1, 5, 9) eingefiihrt sind, um von den Integralen zu den Sigma- 
functionen zu fiihren. Es ist dort damit begonnen, dass zwischen den 


Argumenten der Function ay die Relationen: 

(53) =e, yy 

festgesetzt werden. In Bezug hierauf mége sogleich die Behauptung 
an die Spitze gestellt werden: 

Durch die Festsetzwngen (53) wird aus der (vierfachen) Gesammtheit 
der Werthe von Q* tf eine eweifache Mannigfaltigkeit von Werthen heraus- 
gehoben, die aber nicht alle einer und derselben analytischen Function der 
zwei Variabeln x, y angehiren, sondern sich auf wnendlich viele solche 
Functionen vertheilen. Unter diesen Functionen betrachten wir nur eine 
ausgezeichnete: dieselbe ist dadurch definirt, dass zu thr alle diejenigen 
Werthe gehiren, welche man erhdlt, wenn man die Festsetewng 2’ = 2 
auch auf die Zwischenpunkte der Wege (y’...2') und (y...x) erstreckt, 
und dass alle ihre Werthe auf diesem Wege erhalten werden kinnen. 
Diese Function soll im folgenden mit Q (a, y) bezeichnet werden. 

In der That, gehen wir von einem Werthe aus, der der Fest- 
setzung in Bezug auf die Zwischenpunkte gentigt, und setzen diesen 
in Bezug auf # und y analytisch fort, so werden 2’ =z, y’=y sich 
in gleicher Weise mit findern, und es werden 2 und 2, y’ und y noth- 
wendig conjugirte Werthe durchlaufen miissen. Es werden also alle 
Werthe, zu welchen man durch analytische Fortsetzung gelangt, der- 
selben Festsetzung geniigen miissen; und umgekehrt zeigt diese Be- 
trachtung dass man auch zu allen diesen Werthen so gelangen kann. 
Dieselben constituiren also fiir sich eine abgeschlossene analytische 
Function. 

Dass diese Function aber nicht siimmtliche Werthe enthilt, welche 
durch die nur auf die Grenzen bezogenen Festsetzungen (53) aus 
Gy erhalten werden, erkennen wir, wenn wir die Perioden von Q 


bestimmen, die wir ohnedies spiiter brauchen werden. Dieselben wer- 
den aus Gleichung (41) erhalten; bei der Anwendung derselben auf 


unsere Function Q sind aber folgende Umstiinde zu beriicksichtigen: 
Mathematische Annalen, XXXII, 27 
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Erstens geniigt schon der Ausgangswerth der Bedingung, dass fiir 
alle Zwischenpunkte 2’ = ¢ sein soll; infolge dessen hat man: 


(54) we! = — we" 


a 


zu setzen (nicht etwa bloss congruent in Bezug auf das Perioden- 
system). 
Ferner sind die Wege P und P’ conjugirt; das verlangt, dass 
ebenso: : : 
Og = — Ma; ea 
gesetzt werde. 


Dann entspricht jedem Schnitt von P und L’ in einem Blatte ein 
Schnitt von P’ und LZ, der im conjugirten Punkt des andern Blattes 
im selben Sinne erfolgt; es ist also: : 

L,’ = l,, Ll =i, 
zu setzen. 

Als solehe Punkte endlich, in welchen P und P’ sich schneiden, 
‘ treten hier die scheinbaren Doppelpunkte von P 
oge ; mos \P aut, d. h. soleche Punkte, deren conjugirte eben- 
‘ Se? {4 falls dem Wege P angehiéren. Diese sind nach 
a der auf Formel (41) folgenden Bemerkung nur 
| je einmal zu zahlen, und zwar in demjenigen 
| Blatte, in welchem sie von « bei Durchlaufung 
von FP friiher erreicht werden; also z. B. in der 
~~ * Figur @ im oberen, 6 im unteren Blatt, sodass a 
einen Beitrag zu 1,”, b einen solchen zu J,” liefert.*) Werden die 

Zahlen 1” dementsprechend bestimmt, so erhalten wir das Resultat: 

Unsere specielle Function Q(x, y) vermehrt sich, wenn x einen 
Periodenweg P durchliuft, um: 


Pp 
(55) 2 >) me ("+ 4 wre) + (2h +h" —21,—h,") - 2ai. 
axl 


Wiirde man z einen Periodenweg durchlaufen lassen, ohne zugleich 


x durch den conjugirten Weg zu fiihren, so wiirde Formel (41) ausser 
den in (55) enthaltenen noch andere Perioden liefern. Daraus geht 


hervor, dass die Werthe von Q(z, y) in der That nur einen Theil der 
Werthe ausmachen, welche aus der Function al durch die Fest- 


setzungen (53) sich ergeben, wenn diese nur auf die Grenzen und 
nicht zugleich auf die Zwischenwerthe bezogen werden. 





*) Man beachte, dass eine Verzerrung der Figur, welche einen der Punkte 
a, 6 iiber x hiniiberschaffte, auch eine Veriinderung der Zahlen 1,, J, mit sich 
bringen wiirde, 
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Damit ist die vorangestellte Behauptung in allen ihren Theilen ge- 
rechtfertigt. 

An die Formel (55) mégen sich noch zwei Bemerkungen an- 
schliessen. Einmal zeigt ibre Entstehung, dass 
hier jeder Weg als Periodenweg aufzufassen ist, 
der einen scheinbaren Doppelpunkt besitzt, ins- 
besondere also jede Umkreisung eines Verzweigungs- 
punktes. Geschieht dieselbe in positivem Sinne, 
so ist 





,"=1, 1,”"=0 Fig. 6 
zu setzen. (Fig. 6). 

Ferner ist zu bemerken, dass Formel (55): ein gerades Vielfaches 
von 2zi enthilt, so oft der Periodenweg P keinen scheinbaren 
Doppelpunkt besitzt. Insbesondere ist dies der Fall fiir die §5 als 
»elementare* bezeichneten Periodenwege. 

Es bleibt noch iibrig, das Verhalten von Q an den verschiedenen 
Stellen der Riemann’schen Flaiche zu charakterisiren. Von den in § 4 
unterschiedenen 6 Fiillen kommen wegen der Bedingungen (53) nur 
der dritte und vierte in Betracht; dagegen wird ein anderer Fall be- 
sonderer Erwihnung bediirfen, der nicht unter jene Eintheilung fillt. 

_Liegen x und y in der Umgebung einer gewohnlichen Stelle z,, 
so folgt aus (27): 


pes H 
(57) Qe, y) = PEM AO) ey + Be—m, ym). 


Aus dieser Formel folgt u. a. ol Q (d. h. ein bestimmter Zweig dieser 
Function) von der zweiten Ordnung Null wird, wenn x mit y zusam- 
menfallt. 

Liegen aber x und y in der Umgebung eines Verzweigungspunktes 
k, so wird das Verhalten von Q dargestellt durch die aus (29) sich 
ergebende Formel: 


zs 4Va—kVy —k f’ (k) _f/y—k 
@ (7, y) —log 8 Ve —F4Ve= —k pt aepFH r® (VYa—k—-Vy—hy’ 


+¥;(V/2—k, Vy —h). 


In der Umgebung eines Verzweigungspunktes verhiilt sich also Q 
wie der Logarithmus einer bestimmten rationalen Function der Stellen 
x, y, welche unbestimmt wird, wenn x und y sich unabhiingig von 
einander dem Verzweigungspunkte nihern. 

Die Formel (58) bestiitigt zugleich dasjenige, was unter (56) itiber 
die Vermehrung von Q um 22% gesagt ist, welche eintritt, wenn x 
einen Verzweigungspunkt umkreist, ohne zugleich y zu umkreisen. 

Liegen die Punkte z und y nicht in demselben Element der Fliche, 

27* 





(58) 
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so zeigt eine Zerlegung des Weges (y...2) in Theile (vgl. § 6), 
dass @ sich stets regulir verhilt, mit Ausnahme allein des Falles, dass 
xz und y coujugirten Stellen z,, 2 sich nahern, Wir kénnten das 
Verhalten von @ in diesem Falle aus (26) erschliessen; bequemer ist 
es und thut der Allgemeinheit keinen Eintrag, 2, in der Umgebung 
eines Verzweigungspunktes anzunehmen und die bereits abgeleitete 
Forme! (58) zu benutzen, indem man in derselben alles nach Potenzen 
von £2 — 4, y — 2, entwickelt. Dabei werden eine Reihe von Termen 
auftreten, die von x — 2, und y — 4, frei sind; ziehen wir diese zu 
einem zusammen, so werden wir erhalten: 
(59) Q(x, y) = — 2 log (w@—y) + Cleo) + By (@—%, y—%)- 
d. h. Q wird logarithmisch unendlich mit dem Residuum — 2, wenn x 
mit y zusammenfiillt. 

Die Grésse C(z,) in Gleichung ist eine transcendente Function 
von 4, welche fiir alle gewohnlichen Stellen zg, endlich bleibt, tibrigens 
aber noch von dem Wege abhiingt, der von 2, nach z, fiihrt. Die 


Untersuchung ihrer Eigenschaften ist fiir das folgende nicht erforderlich 
und soll daher hier unterbleiben. 


§ 12. 


. ; Qey) 
Die Function e 


sa 
Fassen wir nun den Ausdruck e* Kae ins Auge, so haben wir 
zunichst zu fragen, ob alle die Werthe, welche derselbe annimmt, 
wenn der Function @ alle ihre Werthe beigelegt werden, einer und 
derselben analytischen Function von 2 und y angehdren. Aus der 
Eindeutigkeit der Exponentialfunction folgt aber sofort, dass diese 
Frage zu bejahen ist. Die EKigenschaften dieser Function 
+ dew 
€ > 
fiir welche ein eigenes Zeichen nicht néthig sein wird, sollen im folgen- 
den kurz zusammengestellt werden; sie ergeben sich unmittelbar aus 
den Entwickelungen des vorigen Paragraphen. 
Durchliuft « einen beliebigen geschlossenen Weg P auf der Rie- 
e 


Q 
mann’schen Fliiche, so tritt zu e* der Factor: 


(60) (caper . ta (Ste) 


wobei wiederholt sein mége, dass 1,” — 1,” fiir jeden ,,elementaren “ 








o— gue Ae tte 
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Periodenweg = 0, fiir die Umkreisung eines Verzweigungspunktes 
= 1 ist. (55), (56). 

Der Uebersichtlichkeit halber mége hier auch derjenige Factor 
explicit notirt werden, welcher zutritt, wenn y den Weg P durchliuft; 
derselbe ist: 


(61) aw ue gate tae) 


Die Function e* * ist tiberall reguliir und von Null verschieden, mit 
Ausnahme der Stellen, an welchen x=¥ wird, und der Verzweigungspunkte. 
Liegt « in der Umgebung von s,, y in der von Z, so existirt nach 
(59) eine Entwicklung der Form: 


1i- 
ry Q(z, y) e (80) 


(62) e -s= {1+ PB, (7-4, Y¥—%)}- 


Unsere Function wird also von der ersten Ordnung unendlich, wenn x 
mit y zusammenfiillt. 

In der Umgebung eines Verzweigungspunktes besteht eine Ent- 
wickelung: 


Fen Vek VWy—k 
26 2 «— y— 
ms Va—k+Vy—k 


{1 ay oi Yak — Vy—B) +8; (V2—k, Vy—B}. 


Riickt also x allein oder y allein in einen Verzweigungspunkt k, so 
wird unsere Function Null; riicken aber beide Variabeln gleichzeitig in 
denselben, so wird sie in der Weise unbestimmt, dass ihr Werth von 
der Art der Anniherung von x und y an k abhingt. 

Was die Vorzeichen der in (63) auftretenden Wurzeln betrifft, so 
ist tiber /z—k, Vy —k § 4.ad 4 das Néthige bemerkt. Nachdem diese 
Gréssen fixirt sind, kénnen die Quadratwurzeln aus ihnen jeden ihrer 
beiden Werthe annehmen, indem eine Umkreisung des Verzweigungs- 


punktes den einen in den andern iiberfiihrt. 
= 





Q 
Es ist also die Function e*  relativ zur Riemann’schen Fliche von 
Vf verzweigt etwa wie j/f (ausserdem unendlich vieldeutig durch die 
multiplicativen Perioden (60), (61)). 
7a 
Bemerkt mége noch die Entwicklung von e* in der Umgebung 
von &=%, y= 4, werden, welche nach (57) die Form hat: 


7 zoe e A(% 
(64) ch mp PT BO) ig _ yr t Bee, ym). 
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§ 13. 


Ueber den Gebrauch homogener Variabeln bei Untersuchung 
mehrwerthiger Functionen. 


Bereits oben (3) ist neben den homogenen Functionen nullter 
Dimension der Variabelnpaare 2,2,, ¥, Yo, t,t, ete., mit welchen wir 
operiren, eine Function Z von ¢, und ¢, eingefiihrt worden, welche 
in diesen Variabeln zwar homogen, aber nicht mehr von der nullten 
Dimension ist. Diese Kinfiihrung brachte keinerlei Schwierigkeit mit 
sich; einmal war die Dimension dieser Form eine ganze Zahl; dann 
war es nicht erforderlich zu untersuchen, welche Verinderungen Z 
erfihrt, wenn ¢, und ¢, irgendwelche geschlossenen Wege durchlaufen. 
Beides wird sich im folgenden anders gestalten: wir werden mit homogenen 
Functionen gebrochener Dimension zu thun bekommen, und es werden 
uns bei denselben gerade diese Veriinderungen interessiren. 

Ebenso wie die Variabeln treten auch die Coefficienten von f in 
homogener Weise in unsern Formeln auf; wir werden aber auch Func- 


tionen bekommen — und //f selbst ist schon eine soleche — welche in 
diesen Coefficienten homogen von gebrochener Dimension sind und bei 
welchen deshalb fihnliche Fragen auftauchen, sobald die Abhingigkeit 
von den Coefficienten Gegenstand der Untersuchung wird. 

Um alle solchen Fragen nicht bei jeder der spiiter auftretenden 
Functionen fiir sich behandeln zu miissen, sollen sie in diesen Para- 
graphen einer allgemeinen Untersuchung unterworfen werden. 

An die Spitze dieser Untersuchung midge die Definition treten: 

Als ,,analytische Form“ werde eine analytische Function von zwei 
Verdinderlichen 2, und 2, bezeichnet, welche fiir alle Werthe derselben, 
fiir welche sie definirt ist, der Gleichung geniigt: 


(65) f (t2,, te.) =f (2,, 2); 


darin bedeutet A eine reelle Zahl, welche die Dimension der Form 
heissen soll. 

Es sei dabei sogleich hervorgehoben, dass wir uns solcher Formen 
nur als Durchgangspunkte bedienen wollen; wir werden von ihnen 
immer wieder durch Quotientenbildung zu wirklichen Functionen von 
#,:%, — Formen nullter Dimension — zuriickkehren. 

Der Vollstindigkeit halber und zum Zwecke der Orientirung iiber 
die auftretenden Fragen mége nun zunichst der Satz bewiesen werden: 

Eine analytische Form nullter Dimension ist eine analytische Func- 
tion des Verhiiltnisses: 
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Das wird bekanntlich so gezeigt: man setze in Gleichung (65) 
t=, 
. . . % 
so geht sie tiber in: 


(66) f(#1%) =f(Gt, 1) = Fe). 


Damit ist fiir eimdeutige Functionen die Sache in der That erledigt; 
bei mehrdeutigen wird noch ein Einwand geltend gemacht werden 
kénnen. Legen wir niimlich in einer Function von zwei Verinderlichen 
der einen von ihnen einen constanten Werth bei — wie hier den 
Werth 1 — so werden wir nicht ohne weiteres behaupten kénnen, 
dass die Gesammtheit der so erhaltenen Werthe einer und derselben 
analytischen Function der andern Veriinderlichen — 2 — angehdre; 
es kénnen vielmehr diese Werthe in verschiedene analytische Func- 
tionen zerfallen. Es ist daher noch zu zeigen, dass das hier nicht 
eintritt. 

Zu diesem Zwecke sind einige Erliuterungen vorauszuschicken. 
Die Gesammtheit der complexen Werthepaare 2, 2, repriisentirt eine 
vierdimensionale Mannigfaltigkeit, jedes specielle Werthepaar ¢,, 2, 
eine Stelle (,,einen Punkt“) derselben. Lassen wir 2, und 4, sich 
continuirlich findern, so sagen wir ,,der Punkt (¢,, 2.) beschreibt in 
seinem Gebiete einen Weg.“ Dieser Weg wird sich schliessen, wenn 
z, und g, zu ihren Anfangswerthen zuriickkehren. Betrachten wir 
gleichzeitig die Wege, welche dabei ¢,, 2, in ihren Ebenen beschreiben— 
die Projectionen des Weges von (¢,, 2.) in diese Ebenen — so sehen 
wir, dass zwar durch Angabe des Weges von (¢,, #,) die Wege von 
g, und zg, mitgegeben sind, dass aber die letzteren den ersteren erst dann 
bestimmen, wenn sie einander Punkt fiir Punkt zugeordnet sind. 

Ziehen wir nun auch noch das Verhiiltniss: 


gen S. 

heran, so sehen wir: durch den Weg von (é¢,, @,) ist zugleich dem 2 
in seiner Ebene ein bestimmter Weg vorgezeichnet; aber jedem Wege 
von ¢ entsprechen unendlich viele Wege von (é,, 2,). 

Fiir unsere Gleichung (66) ergiebt sich aus diesen Erérterungen: 

Stimmtliche Werthe einer homogenen Function nullter Dimension 
von 2, und 2, werden erhalten, wenn wir « allein variiren — denn zu 
jedem Wege von 2,, 2 kénnen wir entsprechende von ¢ angeben, 
also jede Aenderung der linken Seite von 


f(@, 2.) =f (z, 1) 
auch auf der rechten Seite erzielen — aber auch alle Wege von (4,, 2) 
welche demselben Weg von 2 entsprechen, bringen dieselbe Aenderung 
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von f hervor; — denn ein bestimmter Weg von ¢ fiihrt zu einem be- 
stimmten Werth der rechten Seite. M. a. W.: 

Um eine homogene Function nullter Dimension zu untersuchen, 
brauchen wir nicht das vierdimensionale Gebiet von 2, und 2, heran- 
zuziehen, sondern reichen aus mit der Ebene z. 

Damit ist nun auch der Untersuchung der allgemeinen Formen 
ein bestimmtes Problem gestellt: wir fragen, in wie fern die letzte 
Behauptung auch fiir soleche Formen gilt, deren Dimension von Null 
verschieden ist. 

Fihren wir 2 in eine solche Form ein, so erhalten wir: 

(67) f (21, @) = #,'f (2, 1) = 2,4 F(z). 

In dieser Gleichung spielt nun aber z, eine ausgezeichnete Rolle; es 
wird dem Princip der homogenen Variabeln besser entsprechen, die 
zweite Variable unbestimmt zu lassen, etwa eine Linearform mit wn- 
bestimmter Nullstelle uw einzuftthren und an Stelle der Gleichung (67) 
die folgende treten zu lassen: 

(68) (441%) = (uf Gate were) = ew. 

Damit ist die vorgelegte Function in zwei Factoren zerspalten, deren 
einer nur von (¢#), der andere nur von g abhingt. Wir kénnen also 
den Einfluss der Veriinderungen von ¢ und von (zu) fiir sich unter- 
suchen und haben dadurch wieder den Vortheil erlangt, dass wir die 
vierdimensionale Mannig/altigheit (2,, 2.) auch hier entbehren kinnen. 
Wir werden zwar neben der Ebene z auch noch die Ebene (zu) be- 
nutzen miissen, allein es wird ausreichen, die Wege in beiden Ebenen 
zu kennen, ohne dass wir eu wissen brauchen, wie diese Wege einander 
Punkt fiir Punkt eugeordnet sind. 

Wir kénnen nun aber durch eine Reihe conventioneller Fest- 
setzungen die Verhiiltnisse noch weiter vereinfachen, Wir wollen 
zuerst aus dem Gebiete (z,, 2,) alle diejenigen Stellen ausscheiden, fiir 
welche 





(69) (ew) = 0 
oder : 
(69a) (@u) == 90 


wird, unabhiingig von dem Werthe der Unbestimmten u,, u,*). Alsdann 
kénnen wir weiter festsetzen: 2,, 2, sollen sich mur so verdndern, dass 
(eu) bestindig seinen Werth behdlt, etwa geradezu den Werth 1. 
Dadurch ist dem Punkte z der Werth wu verboten, wihrend sonst z in 
seiner Veriinderlickeit nicht eingeschriinkt ist. Eine Consequenz dieser 
zweiten Festsetzung wird daher die folgende dritte sein, dass wir bei 


*) Also 2,= %=0, ferner 2,—= ©, = % und =o, %,= %. 
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Abztihlung der Null- und Unendlichkeitsstellen einer Form die Stelle u 
nicht mitrechnen, dagegen bei Schilderung der Verzweigung die Um- 
kreisungen dieser Stelle mit in Betracht ziehen, 

Wir diirfen diese Uebereinkunft treffen, ohne der Allgemeinheit 
der Anwendungen zu schaden, weil bei der Riickkehr zu wirklichen 
Functionen der Einfluss von « ohnedies verschwindet; wir wollen sie 
treffen, weil sie uns die Formulirung der Siitze erleichtert. 

Treffen wir alle diese Festsetzwngen, so reichen wir bei Untersuchung 
auch der Formen mit der Ebene 2 aus. 

Betrachten wir etwa, um alles dies zuniichst an einem Beispiel 
zu erliutern, die einfache Form: 

— s—t 

(69) V (et) =V (eu) Ye. 

Den eben getroffenen Festsetzungen gemiiss werden wir das Verhalten 
dieser Form folgendermassen zu schildern haben: sie wird nirgends 
unendlich: gross und nur Null fiir ¢=¢; die Ebene ¢ ist fiir das 
Studium dieser Form behaftet zu denken mit einem Verzweigungs- 
schnitt, der den Punkt ¢ mit einem willkiirlichen Hilfspunkt « ver- 
bindet. In der That reicht die Kenntniss dieser Eigenschaften aus, 
um den Quotienten zweier solcher Formen — der uns ja schliesslich 


doch allein interessirt — zu discutiren: wir kénnen aus ibr fir: 
(70) Viet) __ Vite 2—t,) : (te—w) — =" 
Viet’) V (te) 2—t,’) : (ug 2 — 4) Rs—t, 


die Nullstelle bei ¢, die Unendlichkeitsstelle bei ¢’, den Verzweigungs- 
schnitt von ¢ nach ¢’ unmittelbar ablesen. 

Ganz ebenso verhiilt es sich nun auch im allgemeinen Falle. In 
der That, was die erste der oben getroffenen Festsetzungen betrifft, 
so hingt das Verhalten an den durch dieselbe ausgeschlossenen Stellen 
nur ab von dem Verhalten von (¢u)*; also nur von dem Werthe der 
Dimensionszahl 4. Kehren wir also von Formen zu Functionen zuriick, 
so wird der Einfluss dieses Factors aufgehoben, und wir kénnen die 
Natur einer solchen Function von ¢ vollstiindig angeben, auch wenn 
wir jenen Factor ganz ignorirt haben. Denn der Veriinderlichkeit von 
z ist durch jene Festsetzung gar keine Schranke auferlegt, 

Was die zweite Festsetzung betrifft, so kann dieselbe allerdings 
unter Umstiinden die Bedeutung haben, dass wir, wenn wir uns an 
sie binden, statt einer vollstindigen analytischen Function von 2, und 
2, nur einen Zweig einer solchen untersuchen. Aber auch dies wird 
wieder nur von A abhiingen: bilden wir wieder einen Quotienten, der eine 
Function von ¢ allein ist, so werden wir zu simmtlichen Werthen dieser 
Function gelangen, auch wenn wir von Zihler und Nenner nur die unter 
der angegebenen Kinschriinkung erhaltenen Werthe beriicksichtigen. 
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Ganz dasselbe gilt nun auch von unserer dritten Festsetzung: auch 
die bei « etwa liegenden Null- und Unendlichkeitspunkte der Function 
F (2) werden fiir alle Functionen desselben 4 dieselben sein, also in Quotien- 
ten sich wegheben. In der That kénnen solche Besonderheiten immer 
nur der Function F(z) zukommen, niemals der Form f(2,2,) selbst, 
aus der F(z) entstanden ist: diese hat ja mit der unbestimmten Stelle 
« gar nichts zu thun. 

Das wir in Bezug auf die. Verzweigung bei u eine andere Fest- 
setzung treffen, ist dadurch veranlasst, dass wir fiir die Verzweigungs- 
schnitte, die von andern Punkten — in unserm Beispiel von ¢ — aus- 
gehen, einen bestimmten Endpunkt haben wollen. 

Damit sind die simmtlichen oben getroffenen Festsetzungen motivirt. 
Wie dieselben von der schlichten Ebene z auf beliebige Riemann’sche 
Flachen und von einer Verinderlichen auf mehrere gleichzeitig homogen 
gemachte zu iibertragen sind, bedarf wohl keiner weiteren Erérterung. 
Als Beispiel fiir den letzten Punkt mége nur das bereits zu Anfang 
dieses Paragraphen erwahnte der Coefficienten von f noch einmal beriihrt 
werden: wir werden die Fiille ausschliessen diirfen, dass diese alle gleich 
Null werden oder dass einer derselben unendlich gross wird. In diesem 
Sinne wird die am Ende von § 4 ausgesprochene Behauptung zu ver- 
stehen sein. 


§ 14. 
Der Primausdruck Q(x, y), insbesondere bei ungeradem p. 


Es sind nunmehr alle Vorbereitungen erledigt, welche nothwendig 
waren, um zur Discussion des Primausdrucks: 


/ (ey) of Oe” 
(71) Qe, y) =e 
Vt@)Vty) 
(Kl, 49) tibergehen zu kénnen, Dieser Ausdruck ist in z,, x, (ebenso 
in ¥;, ¥,) von der Dimension: 


also fiir ungerade p von ganzer, fiir gerade von gebrochener Dimen- 
sion. Infolgedessen wird er in beiden Fiillen etwas verschiedenes Ver- 
halten zeigen; wir werden sie daher auch gesondert untersuchen. 

Legen wir die im vorigen Paragraphen eingefiihrten Festsetzungen 
zu Grunde, so wird die in (72) enthaltene Definition noch durch eine 
Vorzeichenfixirung ergiinzt werden miissen. Dieselbe soll folgender- 
massen getroffen werden: 
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Wenn x mit y so zusammenriickt, dass der beide Grossen verbindende 
Integrationsweg*) unendlich klein wird, sollen /f(x) wna j/f (y) susam- 
menfallen. 

Um die Nothwendigkeit einer solchen Vorzeichenfixirung einzu- 
sehen, betrachten wir erst die Eigenschaften von Q. Um sein Ver- 
halten an einzelnen Stellen za erkennen, werden wir wieder Reihen- 
entwicklungen benutzen; zur Vereinfachung derselben sei es gestattet, 
die im vorigen Paragraphen benutzten Hilfsgréssen wu, = 1, u, =O zu 
setzen und die vortretenden Factoren 

aa. aes 


2 gi 
Ly Y2 


zu unterdriicken. Alsdann folgt aus den Gleichungen (62)—(64): 
wenn x und y in der Nihe einer gewdhnlichen Stelle 2, liegen: 


(72) Q(a, y) = Via = : Fos ( ((@—#,)-+(y 40) + P(e, ye); 


wenn « und . in der Niihe eines Verzweigungspunktes k liegen :**) 
(73) Q(w, y) = 7 a V2 —F—-Vy — BE + Bek, Vy— y—k)}; 
wenn xz in der Nihe von g,, y in der von 4, liegt: 
ef (%) 
(74) Q(x, y) = Vw {1 + $,(7#— 4, y—%,)}- 


is diesen Formals ol alle serneage woe wage der 








interaamelgl Aus den weiter unten abzuleitenden Periodicititseigen- 
schaften ((75), (76)) folgt, dass es nicht méglich ist, von einem Werthe 
des Ausdrucks (71), welcher der oben getroffenen Vorzeichenfixirung der 
4. Wurzeln geniigt, durch analytische Fortsetzung zu einem andern 
Werthe zu gelangen, welcher jener Vorzeichenfixirung nicht geniigt. 
Diejenigen Werthe von (71) also, welche ihr geniigen, constituiren 
fiir sich eine analytische Form im Sinne des vorigen Paragraphen; 
diese soll unter dem Zeichen Q(”, y) verstanden werden, 

Sehen wir weiter zu, wie sich diese Function verhilt, wenn 2 oder 
y einen Periodenweg durchliuft. Die Aenderungen des Zahlers sind 
durch (59) und (60) gegeben; was die im Nenner stehenden Formen 


Viz), Vfly) oder genauer geschrieben V/f(x), V/f(y) betrifft, so 
sind dieselben tiber der Riemann’schen Fliche von f(z) tiberall un- 
verzweigt, mit Ausnahme der Verzweigungspunkte dieser Fiche. 





*) Es sei gestattet diesen kurzen Ausdruck auch fiir solche Functionen bei- 
zubehalten, die nicht mehr rein durch Integrale definirt sind. 
**) Wegen des Vorzeichens vgl. Glchg. 18. 
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Durchliuft also 2 (bezw. y) einen geschlossenen Weg auf dieser Fliche, 
so wird j/f (x) (bezw. j/f(y)) méglicherweise sein Vorzeichen wechseln; 
insbesondere wird dies der Fall sein fiir alle diejenigen Periodenwege, 
die wir als ,,elementare“‘ bezeichnet haben (§ 5). Mit Riicksicht hierauf 
miissen wir sagen: 

Durchliiuft x (bezw. y) auf der Riemann’schen Fliche von Vf einen 
elementaren Periodenweg, so tritt zu Q(x, y) der Factor: 

wed st. 
(75) _ al tA. ) 
bezw.: 
2 1 
(76) -" (—2"+ Fe) 
Fiir einen beliebigen Periodenweg werden wir dann das Vorzeichen 
bestimmen, indem wir denselben in elementare Wege auflésen. 

Zusammenfassend kénnen wir also sagen: 

Q(x, y) ist eine iiber der Riemann’schen Fliche von Vf unverzweigte 
analytische Form, welche nirgends unendlich und nur fiir x = y Null 
wird, welche ferner bei Durchlaufung der Periodenwege Factoren der 
Form (75) resp. (76) annimmt. 


§ 15. 
Der Primausdruck Q(x, y) bei geradem p. 


Im Falle eines geraden p sind die Entwicklungen des vorigen 
Paragraphen in einem Punkte zu modificiren. In diesem Falle ist 
nimlich //f(z) im Sinne des § 13 iiber der Riemannschen Fliiche von 
Vf(«) nicht nur in den Verzweigungspunkten verzweigt, sondern auch 
in dem Hilfspunkt u. Wir werden also einen kleinen Kreis, der diesen 
Punkt umgiebt, selbst als elementaren Periodenweg mitziihlen miissen: 
eine Durchlaufung desselben wird das Vorzeichen von Q dndern ohne 
gleichzeitig andere Aenderungen zu bedingen. Die Folge davon ist, dass 
wir durch analytische Fortsetzung von den Entwicklungen (73)—(75) 
aus zu andern Entwicklungen derselben Form gelangen kénnen, welche 
sich von jenen nur durch das Zeichen unterscheiden; fiir gerade p 
bilden also alle in (71) enthaltenen Werthe eine analytische Form; 
diese ist nach ihrem Gesammtverlaufe durch (71) vollstiindig definirt, 
ohne dass noch eine Vorzeichenfixirung nothwendig ist. Dafiir werden 
wir in diesem Falle solche Vorzeichenfixirungen néthig haben, wenn 
wir aus Producten und Quotienten der Q zusammengesetztere Ausdriicke 
(Formen oder Functionen i. e. 8.) aufbauen. (Vgl. z. B. § 17). 

Im iibrigen gelten alle Formeln des vorigen Paragraphen auch fiir 
gerade p; nur muss fiir (75), (76) der ,,elementare Periodenweg“ so 
definirt werden, dass er den Punkt u von den beiden Verzweigungs- 
punkten trennt. 
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§ 16. 
Beiliufige Bemerkungen. 


Im Falle eines ungeraden p folgen aus (73) und (75) die Glei- 
chungen : 


(77) Q(z, y) = — Q(z, y); 

Q(z, y) = Qy, x) 

in dem Sinne, dass jedem Werth der rechten Seite ein Werth der 
linken und umgekehrt entspricht; fiir gerade p treten neben diese 
Gleichungen als gleichberechtigt die andern: 


oc y= ly, 2); 


ac y) x pL Qy, x); 


(78) Q(x, y)—= = Q(z, y); 


Q(z, y) = — Q(y, x). 

Die Formeln (75) und (76) zeigen, dass jeder Werth von Q(z, y), 
den wir erhalten kénnen, wenn wir beide Argumente «, y beliebige 
Wege durchlaufen lassen, auch erhalten werden kann, wenn wir y 
festhalten und z allein durch geschlossene Wege fiihren. Setzen wir also: 


y = const. 


so erhalten wir aus unserer Form von 2 Variabelnpaaren eine analy- 
tische Form von « allein (nicht etwa mehrere getrennte solche Formen). 
Besonders erwihnt mégen unter diesen die 2p + 2 Formen werden, 
welche entstehen, wenn y in einem Verzweigungspunkt k festgehalten 
wird. In der Umgebung des betreffenden Verzweigungspunktes lautet 
die Entwicklung einer solchen Form: 
: 2Va—k “~ . 

(79) Q(e, k) — FE=* {1 + B(e—0} 
— im Falle eines geraden p ist +- vorzusetzen.*) ° 

Von grésserer Bedeutung als diese nebensichlichen Bemerkungen 
ist die folgende, die aber hier ebenfalls nur kurz beriihrt werden soll, 
um nicht zu weit von dem Ziele dieser Arbeit abzufiihren. Der Um- 
stand, dass Q nur fiir «—y Null und nirgends unendlich wird, 
gestattet es, Functionen mit vorgesthriebenen Null- und Unendlich- 
keitsstellen als Quotienten von Q-Producten aufzubauen. Wie man 
auf diesem Wege zum Abel’schen Theorem und seiner Umkebrung, 
zum Riemann-Roch-schen Satz etc. gelangen kann, soll hier nicht 
gezeigt werden: dagegen midge ein Beispiel einer derartigen Darstellung 
an dieser Stelle Erwihnung finden, weil spiter von derselben gelegent- 
lich Gebrauch gemacht werden wird; es ist dies die Formel: 


*) Wegen des Zeichens von Vz —k vgl. Glchg. 18. 
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'y — log 2 #). 2,9) | 
(80) Gey = 108 Oe, ¥) 2,2) 


Die Richtigkeit dieser Formel erkennt man daraus, dass beide Seiten 
gleichzeitig und mit denselben Residuen Null und unendlich werden 
und beide dieselbe Periodicitiit besitzen. Damit aber das letztere der 
Fall sei, diirfen die rechts zu benutzenden Werthe der unendlich viel- 
deutigen Functionen nicht beliebig gewihlt werden; es muss vielmehr 
zwischen den dieselben definirenden Integrationswegen eine Beziehung 
bestehen, die man etwa folgendermassen formuliren kann: man ver- 
binde einen beliebigen Punkt O mit x, y, x’, y’ durch beliebige Wege; 
aus diesen sind die Wege zusammenzusetzen, welche die vier Punkte 
paarweise verbinden. Damit ist zugleich auch bestimmt, welcher Werth 
von @ sich in jedem Falle ergiebt. 


Ill. Abschnitt. 
Sigmafunctionen. 


§ 17. 
Definition. 


Es sind nun alle Vorbereitungen getroffen, um zur Discussion 
der Sigmafunction iiberzugehen, wie sie bei Kl. (Glehg. (28) ff. fiir 
p= 1; (33)ff. fir p= 2; (54)ff. fiir beliebige p) definirt sind. Wird 
die a.a.O. noch unbestimmt gelassene numerische Constante den KI. 
§ 10 gestellten Forderungen gemiss bestimmt, so ist die zu einer 
Zerlegung: 

(81) f= Ppti—ou Vp+i+au 
gehérige Sigmafunction durch folgende Gleichung definirt*): 


1 
wut e(u +1) 
, ” . , ” (— 1) ad a 
(82) Gpy (a, 2”... 2%; yyy”... y] =- — Dow: UM; 





darin bedeutet, um es hier zu wiederholen, D,, die Determinante: 


ca) | VE BPH Oey VER) «221 FO) 


— die zuniichst nur fiir v > w eine bestimmte Bedeutung hat — und 
M den ,,transcendenten Zusatzfactor “: 

*) Fiir die algebraischen Argumente des o sind hier eckige Klammern be- 
nutzt, um die runden fiir die transcendenten (die Integralsummen) zu reserviren, 
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84 [LE [2 es") 
- TT T@° y") LT pf 2 2) EE PT Q(y® yt) 


Diese Definition bedarf nun noch einzelner Erginzungen, bei 
welchen wieder die Fille eines ungeraden und eines geraden p zu 
trennen sind. Betrachten wir zuniichst den Fall eines wngeraden p. Was 
die Determinante D betrifit, so ist dieselbe tiber der Riemann’schen 


Fliche von /f(«) zwar zweiwerthig, aber nicht verzweigt: wir kénnen 
von einem ihrer Werthe zum andern nur gelangen, indem wir eine 
der Verinderlichen einen Periodenweg durchlaufen lassen, was eine 
gleichzeitige Aenderung von M mit sich bringt. Wir miissen daher 
noch einen Werth fixiren, von welchem wir ausgehen; wir wollen dies 
dadurch thun, dass wir festsetzen: Wenn zwei der 2y Punkte x, y — 
sie seien mit z, 2’ bezeichnet — so zusammenriicken, dass der sie ver- 
bindende Integrationsweg sich auf einen Punkt reducirt, so soll 
V9(2)=Ve%), VO@)=V He) 

genommen werden. Was dann den Factor M betrifft, so wird aus 
der Gesammtheit der Werthe, welche derselbe annimmt, wenn man 
den Q unabhingig von einander alle ihre Werthe beilegt, eine analy- 
tische Function durch folgende Festsetzung tiber die Integrationswege 
herausgehoben werden (vgl. § 16a. E.): 

Von irgend einem Hilfspunkt O aus ziehe man ganz beliebige Wege 
nach stimmtlichen Punkten x, y; dadurch sind Wege definirt, welche 
diese Punkte unter sich verbinden. Diese Werthe bestimmen die eu 
wihlenden Werthe der Q. : 

Hat man nimlich fiir ein bestimmtes Werthsystem der x, y einen 
dieser Definition geniigenden Werth als Anfangswerth genommen und 
setzt diesen analytisch fort in Bezug auf simmtliche Variable z, y, 
so wird man stets nur zu Werthen gelangen, welche derselben Defi- 
nition geniigen. Umgekehrt aber kann auch jedes solche Wegesystem 
durch continuirliche Bewegung der Punkte x, y in jedes andere tiber- 
gefihrt werden, welches bei gleicher oder anderer Wahl des Punktes 
O derselben Bedingung geniigt. 

Die Gesammtheit der unserer Festsetzung geniigenden Werthsysteme 
bildet also in der That eine in sich geschlossene analytische Form; nur 
diese soll im folgenden mit 


(85) Mid, x”... OO; y’, 9”... 9] 








bezeichnet und zur Construction der Sigmafunctionen verwendet werden. 
Dass der Ausdruck (84) ausser den Werthen dieser analytischen 
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Form auch noch andere umfasst, wird sich in § 20 bei Untersuchung 
der Periodicitit ergeben. 

Um auch iiber das Vorzeichen von M keinen Zweifel zu lassen, 
werde ausdriicklich festgesetzt, dass in den mit fi] Pe] bezeichneten 
Producten in allen Factoren: 

i<k 
genommen werden soll. 

Der Fall eines geraden p unterscheidet sich dadurch, dass hier 
sowohl die Determinante D, als das einzelne Q und damit der Factor 
M das Zeichen wechselt, wenn eines der Argumente den Hilfspunkt 
wu (§ 13) umkreist. Hier tritt also eine Trennung in zwei Functionen, 
die wir im Falle eines ungeraden p schon bei Q und D vornehmen 
mussten, erst bei der Sigmafunction auf (vgl. den vorletzten Satz von 


§ 15); wir wollen unter o stets diejenige von beiden verstehen, deren 
Zeichen dadurch bestimmt ist, dass 


Vo (2) Q(z, 2’) 1 
86 ‘ ——~ 
( ) Vole) (2, 2) VF(@) 


werden soll, wenn 2, 2’ in derselben Weise wie oben zusammenriicken. 

Die so definirte Sigmafunction ist in beiden Fiillen eine symme- 
trische Function sowohl der v Stellen x, als der » Stellen y auf der 
Riemann’schen Fliche; die mit gleichem Index beseichneten x, y stehen 
keineswegs in anderer Bezichung zu einander als solche mit ver- 
schiedenen Indices. Wollen wir darauf verzichten, diese Symmetrie 
auch in der Schreibweise hervortreten zu lassen, so kénnen wir nach 
den Principien des § 16 die in M enthaltenen Factoren in mannig- 
facher Weise zusammenfassen. Von diesen Umformungen midge eine 
erwihnt werden, welche jedes x mit dem mit gleichem Index versehenen 
y in Beziehung setzt und sich auf (81) stiitzt; sie lautet: 


ih Q(x y® _ SISSY 92) 
(37) M = (—1)- I] ts ay 22 2200 
EDP] (cc) 6) 

Endlich mége auch noch einer Umformung der Determinante D 
Erwahnung gethan werden, welche zwei willkiirliche Hilfspunkte be- 
nutzt und darauf beruht, dass die Colonnen der Determinante beliebig 
zu einander addirt werden kénnen, ohne dass der Werth der Deter- 


minante geindert wird. Es ist nimlich, entsprechend dem invarianten 
Charakter der Sigmafunction: 


(88) D 


~ (erro 
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wenn 
(wa yere-1// p(x), + +» (wt! Wp (a) 
— (yet (y), += + (yt 4§ Voy) 


Det =— 
gesetzt ist. 


§ 18. 
Unendlichkeits- und Nullstellen. 


Die Sigmafunctionen theilen mit dem Primausdruck Q die Eigen- 
schaft, dass sie in threr Abhiingigkeit von den siimmtlichen x, y be- 
trachtet, an keiner Stelle unendlich gross werden. Sie erscheinen zwar 


° . 0 . . 
in der unbestimmten Form >, wenn zwei Punkte x oder zwei Punkte 


y oder ein Punkt 2 mit einem Punkte y oder y zusammenfillt; man 
kann aber zeigen, dass in allen diesen Fiillen ein und derselbe be- 
stimmte endliche Grenzwerth erreicht wird, in welcher Weise auch 
die beiden zusammenriickenden Punkte einander sich nihern mdgen. 
Der Kiirze halber sei dabei hier und im folgenden nur von einer 
Sigmafunction die Rede; die Beweise sind fiir alle in gleicher Weise 
zu fiihren. 

Es mégen etwa zwei Punkte 2’, x” einer und derselben gewdhn- 
lichen Stelle z, der Riemann’schen Fliche sich niihern. Es bleiben 
dann alle Factoren des Nenners von Null verschieden, mit Ausnahme 
des einen Q(2’, x”); dieser aber ist nach (73) 

_ Vis {1 + $,(t@— 2, y—%,)} . 
Ebenso kann die Determinante, wenn man die zweite Zeile von der 
ersten subtrabirt, auf algebraischem Wege umgeformt werden in das 
Product aus 2 — 2” in einen Ausdruck, der beim Zusammenriicken 
von «# mit «” regulir bleibt. Die Division mit 2° — 2” lisst sich also 
ausfiihren; und die Richtigkeit der oben ausgesprochenen Behauptung 
ist fiir diesen Fall bewiesen. 

Riicken 2’ und 2” in einen Verzweigungspunkt k zusammen, so 
kann ganz dieselbe Schlussweise durchgefiihrt werden, wenn man an 
Stelle der Differenz x’ — x” die andere: 





(89) V@ —k—Ya—k 


treten lasst. 
In derselben Weise sind die Fille y — y® und a) == y™ zu 
erledigen. 
Riicken mehr als zwei Punkte x (oder zwei Punkte y etc.) einer 
Mathematische Annalen. XXXII. 28 
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Stelle z, (bezw. k) unendlich nahe, so tritt aus der Determinante 
das Product der Differenzen je zweier dieser Gréssen (bezw. der 
Differenzen von der Form 89), sodass auch fiir diesen Fall die End- 
lichkeit des 6 gesichert ist; das gleiche gilt, wenn einige der z etc. 
in einen Punkt und gleichzeitig andere in andere Punkte zusammen- 
riicken. 

Fiir den Fall aber, dass ein 2 mit einem y zusammenriickt, wird 
das Verhalten der o in § 19 eingehend untersucht werden; unter Vor- 
wegnahme der dort zu erhaltenden Resultate, kénnen wir zusammen- 
fassend sagen: 

Als Function der x, y betrachtet werden die Sigmafunctionen nirgends 
unendlich. 

Zu bemerken ist jedoch, dass der Satz, in dieser Form nur richtig 
ist unter der bei seiner Ableitung gemachten Voraussetzung, dass die 
Verzweigungspunkte, also die Wurzeln der Gleichung 


(90) fop+2(z) = 0, 


alle von einander verschieden sind. Ist dies nicht der Fall, so werden 
die mehrfachen Wurzeln von f wesentlich singulire Punkte der Sigma- 
functionen; aber fiir alle iibrigen Stellen der Riemann’schen Fliche 
bleibt der obige Satz gleichwohl richtig. Das letztere ergiebt sich aus 
den Schlusssiitzen von § 4, deren Geltung sich auch auf alle seitdem 
eingefiihrten Functionen erstreckt. 

Wir wenden uns nun zur Frage nach den Nullstellen; da M 
nirgends Null wird, kénnen wir uns dabei auf die Betrachtung von D 
beschriinken. Die Determinante wird Null zuniichst, wenn zwei ihrer 
Zeilen identisch werden; diese Fille haben wir eben schon untersucht 
und gefunden, dass in ihnen 6 von Null verschieden bleibt. Soll aber 
D = 0 werden, ohne dass zwei Zeilen einander gleich sind, so muss 
es moglich sein, das System linearer Gleichungen mit den 2v Unbe- 
kannten a: 


gy [SAE + wer esvee—o 
(3 ‘ 
— ayy,"te V(y) +--+ + dev yo” “Vv (y) = 0 


durch solehe Werthe dieser Unbekannten zu befriedigen , welche nicht 
alle gleich Null sind. M. a. W. es muss eine ganze algebraische Form: 


(92) Gr4u—1(2) V@ () + Yrn—a() VO (2) 


ies ‘ . @ . : 
existiren, mit g, y als rationalen ganzen Functionen von x von den 
angegebenen Graden, welche an den Stellen: 


2, ax”. Me: x”, y; y”. a y” 


Null wird. 
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Fiir manche Zwecke bequemer ist eine andere Form dieses Satzes, 
die man erhilt, wenn man (92) mit /g(x) multiplicirt: 
Damit Gyy gleich Null werde, muss eine rationale ganze Form: 


(93) Gpty—u(t) + Yr—n—-1 (2) VF (a) 
existiren, welche die p + 1— 2u + 2» Stellen: 
w’,... 0, yf... y", Wh’... Met) 


zu Nullstellen hat, unter den k die Nullstellen von p verstanden. 

Mit Hilfe der zu Anfang dieses Paragraphen angedeuteten Um- 
gestaltung der Determinante kann man sich iiberzeugen, dass dieser 
Satz auch dann noch seine Giiltigkeit behilt, wenn die Stellen x, y 
nicht alle von einander verschieden sind: riicken 4 derselben in einen 
Punkt zusammen, so muss, damit 6 verschwindet, die Form (92) bezw. 
(93) in diesem Punkte 4-fach verschwinden. 

In diesem Sinne kénnen wir das Resultat so aussprechen: 

Die Sigmafunction verschwindet dann und nur dann, wenn die 


Punkte x,y, k durch eine Gleichung der Form: 


G (a) + v(z) VF(@) = 9 


mit einander verkniipft sind. 


§ 19. 


Zusammenhang zwischen o-Functionen von 2y und von 2v — 2 
Argumenten. 


Wir gehen nun iiber zur Untersuchung der Frage, was eintritt, 
wenn ein Punkt 2 und ein Punkt y — wir kénnen unbeschadet der 
Allgemeinheit annehmen 2 und y — in einen Punkt zg der Fliche 
zusammenriicken. Der Ausdruck fiir die Sigmafunction erscheint dabei 


“ : . 0 : ‘ ‘ 
zuniichst in der unbestimmten Form >; es ist zu zeigen, dass ein be- 


stimmter Grenzwerth auftritt, dass dieser Grenzwerth von 2 unabhiingig 
ist, und dass er identisch ist mit dem Werthe der gleichnamigen Sigma- 
function der 2v — 2 iibrigen Argumente x, y. 

Wir diirfen voraussetzen, ¢ sei ein gewOhnlicher Punkt der Fliche; 
die Modificationen, welche die Entwicklung fiir den Fall eines Ver- 
zweigungspunktes erfahren muss, sind dieselben wie Nr. 89. 

Beginnen wir mit der Betrachtung der Determinante D. Wir 
wihlen den Punkt ¢ als Hilfspunkt fiir die Umgestaltung (89); dann 
verschwinden, wenn x und y mit g zusammenriicken, in D** alle 
Glieder der ersten und (y-+-1)'" Zeile, mit Ausnahme je des (v-+-m)'" 
und des letzten. D** reducirt sich also auf das Product zweier Unter- 
determinanten, multiplicirt mit (— 1). Die eine derselben ist: 


28* 
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(ste p(2) (sty-""'Y ve) | _ a 
| et hep mtafere | 200873 
—(2typt"tVp(2) (at V'v (2) 
aus der andern heben wir aus jeder Zeile einen Factor heraus und 
erhalten: 


[[ [] vs: Det, (2, a += = as yy” = + yl), 


Edvei wir also zur urspriinglichen Bezeichnung zuriick, so er- 
halten wir: 


(94) D{e, x"... 2; ayy”... y) 


st The id a DPJ) HTveo. Dy, y [2", 2" ...2; yy”... y). 


Wir gehen ther zur Seiatainat von M. Den Factor: 
Q@y) 
(wy) ? 
der allein die Unbestimmtheit veranlasst, trennen wir zuerst ab; der- 
selbe erhilt nach (72) den ganz bestimmten Grenzwerth: 
1 
Vf(@) 
Die iibrigen Factoren von M bleiben endlich und von Null verschieden; 
wir setzen direct z fiir x’ und y’ in sie ein und heben die im Zahler 
und Nenner auftretenden Factoren: 


J] 20) und FT 2) 


weg; dabei tritt ein Factor (— 1)’-1 auf. Es bleibt also: 
—1)""" (») 
(95) ay a”... Os 99" .--9)  G23...e) 
ion ok (ali) g). [T (ey) 
ieee oe OM yy”... yl] 


Nun ist aber zufolge (83), wenn wir die Argumente unterdriicken: 





Guy = (— 1)” 4 DB. My 
Gu y—1 2 Du ya M,, y-1 


also erhalten wir aus (94) und (95): 
(96) ofe, 2", 2"...0; 2, y”, y”...y] =o [2", 2"”...2)s y”, oy”... yl] 
d. h.: 
Fallt ein x mit einem y zusammen, so reducirt sich die Sigma- 
function von 2v Argumenten auf eine solche von 2v — 2 Argumenten. 
(Die bei Kl. unbestimmt gelassene Constante c) ist nimlich hier 
in richtiger Weise von v abhingig gemacht worden). 
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Dieser Satz, der zunichst nur fir » > w+ 1 eine Bedeutung 
hat, da wir Sigmafunctionen von weniger als 2u -+ 2 Argumenten 
bisher nicht definirt hatten, fiihrt uns nun dazu, die Definition in 
dieser Richtung zu vervollstiindigen, indem wir festsetzen, dass er 
auch fir »<m-+1 gelten soll. Wir erhalten so die Regel: 

Um eine Sigmafunction von 2u oder weniger Argumenten zu bilden, 
fiigen wir zu diesen so viele Paare neuer Argumente x, y hinzu, als 
nothwendig sind, wm dieselbe Sigmafunction nach der urspriinglichen 
Regel bilden zu kinnen, und lassen dann die sugefiigten Argumente 
paarweise zusammenfallen. 

Sehen wir zu, was wir dabei erhalten. Lassen wir, um zuniichst 
auf vy =p zu kommen, in einer Sigmafunction von 24+ 2 Argu- 
menten deren zwei zusammenfallen und verfahren wie oben, so ge- 
langen wir zu einer Determinante: 


x, /p(z), a2, p(x)... t_2—1// (a) , 
—y2"" Voy), —y2**yV p(y). — ¥24 VY p(y) 


Wir sehen also: 


(97) Duwp= 


Eine Sigmafunction von 2 Argumenten ist in der Weise zu bilden, 
dass die Determinante Colonnen mit w tiberhaupt nicht enthdlt (KI. § 10). 

Lassen wir aber jetzt abermals ein 2 mit einem y zusammen- 
riicken, so erhilt die Determinante zwei gleiche und entgegengesetzte 
Zeilen, und wir finden daher: 

Eine Sigmafunction, fiir welche die Grade von p und wy um 4u 
differiren, verschwindet identisch, wenn die Anzahl der Argumente unter 
2u herabsinkt. (Kl. a, a. 0.) 


§ 20. 
Periodicitét der Sigmafunctionen. 


Durchliuft eine der Variabeln, z. B. 2’, auf der Riemann’schen 
Kliiche von f(x) einen elementaren Periodenweg P*) — auf solche 
Wege diirfen wir uns beschriinken — so erhilt jedes 6 einen Factor, der 
sich aus den auf die Determinante und auf die einzelnen Q beztiglichen 


Factoren zusammensetzt. 
_ Das einzelne Q erhilt nach (75), (76) den Factor: 


Bret +504) 


’ 


*) Ob derselbe den Hilfspunkt w (§ 17) umschliesst oder nicht, ist gleich- 
giltig, da D und M dadurch gleichmissig afficirt werden. 
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der Zihler also: 





Zn, { Bue +5} 
(— lve ; 


der Nenner ebenso: 


wae ee 


Nach den § 17 getroffenen Festsetzungen ist aber: 


(98) wo? yo we * = wi yd 
ohne zutretende Periode; definiren wir also die Integralswmme w, durch 
die Gleichung (KI. (26), (31), (48)): 


(99) We = Bo wo” 0 


i=l 
so ist der zu M tretende Factor: 
D> 7,,(w . 7) 
(100) —e tales ) 

Die Veriinderung, welche die Determinante D bei Durchlaufung 
des elementaren Periodenwegs P erleidet, beschrinkt sich auf die 
Méglichkeit eines Zeichenwechsels. Jenachdem niimlich die beiden 
Verzweigungspunkte, welche P umschliesst, bei der Zerlegung f—gy 
getrennt werden oder nicht, werden g(a’), (a) bei Durchlaufung 
von P ibr Zeichen beide wechseln oder beide beibehalten: das gleiche 
wird demzufolge von der Determinante D selbst gelten. In (100) steht 
aber fiir jeden elementaren Periodenweg das Minuszeichen; daher kommt 
die Regel (Kl. § 3): 

Durchliuft ein x einen elementaren Periodenweg P, so tritt zu 6 
der Factor: 

Na (w + @ 
(101) 4 zl a+ 7%) 


? 


dabei gilt das obere Zeichen, wenn die beiden von P wumschlossenen 
Verzweigungspunkte bei der Zerlegung f= pw getrennt werden; das 
untere, wenn sie vereinigt bleiben.*) Der zutretende Factor ist unab- 
héingig von der Auswahl des x. 

In dieser Form gilt der Satz tibrigens nur unter den Festsetzungen 
des § 17 beziiglich der die Q definirenden Wege, da nur unter diesen 
die Gleichung (98) besteht; daraus geht hervor, dass die durch jene 


*) Analoges gilt natiirlich fiir die y. 
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Festsetzwngen definirte analytische Form M in der That nur einen Theil 
der in (85) enthaltenen Werthe umfasst, wie a. a, O. behauptet, aber 
nicht bewiesen wurde, 


§ 21. 
Die Sigmafunctionen hingen nur von den Integralsummen w, ab. 


Betrachten wir nun 2 Sigmafunctionen, deren Argumente durch 
die Gleichungen: 


(109 w= Si Saf 
(=i 


i=l 
mit einander verkniipft sind, so wird der Quotient: 
‘ o[&,] 
aa ‘ala, yl 
zufolge (101) bei Durchlaufung der Periodenwege ungeiindert bleiben 
und folglich eine rationale Function der sofort niher anzugebenden 
Argumente auf der Riemann’schen Fiche sein. 

Die Angabe dieser Argumente erfordert einige Bemerkungen. Um 
uns kurz ausdriicken zu kénnen, wollen wir von den Resultaten des 
§ 19 in dem Sinne Gebrauch machen, dass wir uns in (102) die Zahlen 
v und v beide > gemacht denken. Dann konnen wir die simmt- 
lichen Punkte x, y, 7 und v’ — p von den Punkten & als unabhingige 
Veriinderliche betrachten; die p iibrigen § sind dann durch (102) als 
algebraische Functionen der ersteren definirt. Durchliuft nun irgend 
eine der unabhiingigen Variabeln auf der Riemann’schen Flache einen 
Periodenweg, so werden die abhiingigen Variabeln dabei gleichzeitig 
solche Wege durchlaufen miissen, dass deren Gesammtheit jenem Wege 
iquivalent ist, soweit die Integralsummen in Betracht kommen; zufolge 
(101) wird dabei der Quotient (103) ungeiindert bleiben: derselbe wird 
also eine algebraische Function der unabhdngigen Verdnderlichen sein, 
welche fiir jede dieser Veriinderlichen auf’ der Riemann’schen Fliche von 
Vf eindeutig ist. 

Um niiheres iiber diese algebraische Function zu erfahren, fragen 
wir, wo sie unendlich gross wird. Der Zihler bleibt stets endlich, 
der Nenner wird nur Null, wenn eine Function: 


G(x) + 7(2)VF(2) 

(93) existirt, welche die Stellen: 
x, y, k’ 
zu Nullstellen hat. Zufolge der Umkehrung des Abel’schen Theorems 
und der Gleichung (102) existirt aber dann stets auch eine Function: 


G(x) + (2) Vf(@) 
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derselben Art, welche die Stellen: 
f, 0, k’ 


zu Nullstellen hat; dann verschwindet aber auch der Ziihler von (103), 
sodass wir sagen kénnen: 

Zihler und Nenner von (103) verschwinden stets gleichzeitig. 

Der eigentlich noch erforderliche Beweis, dass sie auch immer 
von gleicher Ordnungszahl Null werden, lasst sich auf folgende Weise 
umgehen: Unsere friiheren Untersuchungen zeigen, dass der Nenner 
da, wo er Null wird, im Allgemeinen nur von der ersten Ordnung 
Null wird; d. h. soll er von héherer Ordnung Null werden, so miissen 
noch weitere Bedingungen erfiillt sein. Der Zihler wird als Function 
der €, von der ersten Ordnung Null; als Function der hier als un- 
abhiingig veriinderlich geltenden Gréssen kénnte er sonach nur da 
von niedrigerer als der ersten Ordnung Null werden, wo die § als 
Functionen der letzteren verzweigt sind. Die Stellen also, an welchen 
unser Quotient etwa unendlich gross werden kénnte, bilden in dem 
2(2v + 2v° — p)-fach ausgedehnten Gebiete unserer 2v +-2v' — p 
Verinderlichen héchstens eine Mannigfaltigkeit von 2(2v-+ 2v’ —p)—4 
Dimensionen. Eine algebraische Function von m Veriinderlichen aber, 
welche keine Constante ist, wird an einer (2m — 2)-fachen Mannig- 
faltigkeit von Stellen unendlich gross. Daher kénnen wir schon jetzt 
schliessen: wnser Quotient muss eine Constante sein. 

Die Richtigkeit dieses Schlusses wird auch nicht beeintriichtigt 
durch diejenigen Stellen, an welchen die abhingigen Variabeln als 
Functionen der unabhiingigen unbestimmt werden. Man kénnte zwar 
vermuthen, es wiirde an einer solchen Stelle auch der Quotient (103) 
unbestimmt; aber unser voriger Schluss zeigt, dass man bei keiner Art 
der Anniherung an eine solche Stelle zu einem unendlich grossen 
Werthe des Quotienten gelangt, was doch bei Unbestimmtheitsstellen 
der hier betrachteten Art*) nothwendig fiir irgend eine Art der An- 
niherung eintreten miisste. 

Um nun den constanten Werth des Quotienten (103) zu bestimmen, 
bewirken wir, dass die x mit den &, die y mit den 7 zusammenfallen, 
was stets méglich ist. Dann wird der Quotient zu 1, also muss er 
immer = 1 sein. Damit haben wir das Resultat: 

Die Sigmafunctionen héngen nur ab von den Integralsummen: 


v 

(1) ,(¢) 

We = > we 
é=1 


— und selbstverstindlich von den Coefficienten von p und wy. (KI. § 10). 
Es bleibt die Frage iibrig, was fiir unctionen dieser Gréssen sie sind. 


*) D. h. solchen, welche auch bei algebraischen Functionen vorkommen kénnen, 
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§ 22, 


Die Grenzen als Functionen der Integralsummen fiir kleine Werthe 
der letzteren. 


Diese Frage soll nun ihre Beantwortung nach der Methode finden, 
welche Herr Weierstrass*) gegeben hat. Da jedoch, wie bereits 
in der Hinleitung erwihnt, hier eine Definition der Sigmafunctionen 
selbst, nicht nur ihrer Quotienten, am algebraischen Gebilde vorliegt, 
so wird es méglich sein, den Beweis unter ausschliesslicher Anwen- 
dung von Potenzreihen zu fiihren und den Gebrauch der Quotienten 
von Potenzreiben zu vermeiden. 

Herr Weierstrass beginnt mit dem Beweise des Hilfssatzes, dass 
sich die # als Functionen der w in Reihen entwickeln lassen, welche in 
einem gewissen Bereiche convergiren. Von diesem Bereiche wird a.a. 0. 
nur zu wissen gefordert, dass er nicht unendlich klein ist; hier da- 
gegen wird eine genauere Angabe iiber seine Ausdehnung nothwendig 
sein, Ks sei daher gestattet den Beweis des Herrn Weierstrass fiir 
diesen Hilfssatz in der Sprache und mit den Bezeichnungen, die hier 
gebraucht sind, zu reproduciren. 

Ks seien die p Integralsummen w,, w,,...W, als Functionen der p 
Stellen x,,%,,... 2, der Riemann’schen Fliiche — nach den Resultaten 
von § 21 diirfen wir uns auf diese Zahl von algebraischen Argumenten 
beschrinken — gegeben durch die Gleichungen (99), welche ausfiihrlich 
geschrieben lauten werden: 


( a. 
“2P (edz) ve (edz) — ~\(ed2) 
w, = 
; ~ V fia) vio TS Ve 
2’ ax(P) 
a? *2(ed2) 2)? ~*z,(2d 2) os 2 2.(¢dz) 
(104) 9972 = Wa ay! “ ee nT: 
-; sn 
- f. oo) 
“a? —"(edz) (sds) waft ede) 
pee ft : 
” i. + Tié ae! ‘a Vie) 
y y 





Verlangt wird, die oberen Grenzen 2 als Functionen der Integral- 
summen w fiir hinlinglich kleine Werthe der letzteren in Potenzreihen 
zu entwickeln. Um das zu kénnen, miissen wir voraussetzen, dass 
die y keine ,,Specialgruppe“ bilden, d. h. dass nicht zwei derselben 


*) Crelle J. Bd. 52, 
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conjugirt sind, also auch nicht zwei in denselben Verzweigungspunkt 
fallen; wir wollen aber der Einfachheit halber auch voraussetzen, dass 
die Stellen y alle verschieden sind und keine derselben eine Ver- 
zweigungsstelle ist. Nach den Resultaten von § 21 erhalten diese An- 
nahmen eine Beschrinkung der Allgemeinheit zwar fiir den gegen- 
wiartigen Hilfssatz, aber nicht fiir die Entwicklung der Sigmafunction. 

Sind dieselben erfiillt, so lassen sich aus (104) die w nach Potenzen 
der Differenzen 2)— y in Reihen entwickeln, deren Anfangsterme, 
nicht homogen geschrieben, folgendermassen lauten werden: 








* a pa) (tp) — y(P)) 4. 
Vi) V tty) 
om ee <A Oa ae stats coes ee tae (p) ‘ 
(105) {°”? vgs * — 9) V tly) -apimeiogl 
en Le a” ee eT ‘ie 
to — TG * —¥) — 


' Die Determinante der Coefficienten in diesen Anfangstermen ist: 


oT ET) 


also unter unseren Voraussetzungen von Null verschieden; daraus 
folgt*) dass sich aus (105) umgekehrt die Differenzen x) — y® in 
Reihen entwickeln lassen, welche nach ganzen positiven Potenzen 
der w fortschreiten. Die Anfangsterme dieser Reihen modgen ge- 
schrieben werden: 


BY = Oy, W, $F MQW, + +++ + hip +-->; 
(106) a" — yf” = 6g, W, + My Wy + +++ + AapWp + --s, 


a?) —y(Pla= Op Wy + Mpg W, +--+ + hppWp + - 
Die Coefficienten dieser Reihen sind rationale Functionen der y, Y/(y) 
und der Coefficienten von f, deren Nenner nur Potenzen der Differenzen 
x) — y® und der Yf(y) zu Factoren haben. 

Die Reihen (106) convergiren sicher, wenn die w einem gewissen 
Gebiete U, angehéren, das folgendermassen zu definiren ist: 

Man beschreibe in der Ebene des Arguments x um die Punkte y 
Kreise, von welchen jeder jeden andern sowohl, als die siimmtlichen 
Verzweigungspunkte ausschliesst. Wird dann jedes x auf das Innere 
des Kreises um den entsprechenden Punkt y beschrinkt, so ist da- 


*) Vgl. etwa Biermann, Theorie d. analyt, Funct, p. 234 ff. 
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durch in dem 2p-fach ausgedehnten Gebiet der Verinderlichen x ein 
Bereich X definirt. Jedes Werthsystem (x) dieses Bereiches erfiillt die 
Bedingungen, welche wir oben den y auferlegt haben; infolge dessen 
gehéren zu verschiedenen Stellen desselben auch immer verschiedene 
Werthsysteme der w. Es entspricht ihm also im Gebiet der w ein 
2p-fach ausgedehnter Bereich U. Da die Stelle (a = y’, --- a?) = yl?) 
im Innern von X liegt, liegt auch die Stelle w, —0O---w,=—0O im 
Innern von U; infolge dessen kann man eine Grosse @ so bestimmen, 
dass alle den Ungleichungen: 

(107) |w,|< e, |w,| << @,- ++ |p| <e@ 

geniigenden Stellen dem Bereich U angehéren. Durch diese Un- 
gleichungen ist der Bereich U, definirt, von welchem behauptet wird, 
dass in ihm die Reihen (106) convergiren. 

Ist niimlich (w) eine Stelle im Innern von U, so entspricht ihr 
eine Stelle (x) im Innern von X. Jede solche Stelle (x) geniigt den- 
selben Bedingungen wie oben (y); fassen wir also benachbarte Stellen 
(w + dw), bezw. (+ 0%) in’s Auge, so werden sich die dx” ebenso 
nach Potenzen der dw entwickeln lassen, wie oben die 2) — y nach 
Potenzen der w. Um so mehr gilt dies von jeder Stelle im Innern 
von U,. Wiirden aber die Reihen (106) nicht im ganzen Innern von 
U, convergiren, so wiirde im Innern von U, mindestens eine Stelle 
liegen miissen, an welcher keine solche Entwicklung der dz nach den 
dw moglich wiire. 

Also convergiren die Reihen (106) im ganzen Innern des oben de- 
finirten Bereiches U;,. 

Es sei bemerkt, dass Satz und Beweis unabhangig davon sind, 
ob die Wurzeln von f(x) =O alle von einander verschieden sind 
oder nicht. 


§ 23. 


Die Sigmafunctionen sind eindeutige ganze Functionen der 
Integralsummen. 


Nunmehr kann der Beweis, dass die Sigmafunctionen eindeutige ganze 
Functionen der Integralsummen sind, in folgender Weise gefiihrt werden. 
Wir zeigen zuniichst, dass sie nach Potenzen der «— y in Reihen entwickelt 
werden kénnen, welche innerhalb des eben definirten Bereiches X con- 
vergiren; diese Reihen setzen wir in andere um, welche nach Potenzen 
der w fortschreiten und innerhalb U, convergiren. Wir kénnen aber 
auch fiir o(mw,, mw,...mnw,) Reihen erhalten, welche convergiren, 
wenn (nw) innerhalb U, liegt. Diese gehen durch Vertauschung von 


w mit i w in Reihen fiir 6(w,...w,) tiber, welche innerhalb eines 
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Gebietes U, convergiren, das mit Vergrésserung von  in’s unendliche 
wichst. Daraus folgt, dass die Sigmareihen bestiéndig convergiren. 
Um dies nun im einzelnen durchzufiihren, beginnen wir mit der 
Entwicklung der 6 nach Potenzen der x“ — y, Wir betrachten eine 
Sigmafunction von 2p Argumenten und ordnen jedem y das gleich- 
bezifferte 2 zu; die y kénnen wir uns mit Riicksicht auf die Resultate 
des § 21 immer so gewihlt denken, dass sie den Bedingungen von 
§ 22 geniigen. Die Determinante D wird sich dann innerhalb X 
in eine Reihe entwickeln lassen, deren Coefficienten rationale Func- 


tionen der y, p(y), Yw(y) und der Coefficienten von g, w sind. 
Den Factor M schreiben wir in der Form (88): die Exponential- 
function lisst sich auf Grund von (27) in eine Reihe nach Potenzen 
der x — y entwickeln, deren Coefficienten rationale Functionen der 
y, Vf(y) und der Coefficienten von f sind und welche ebenfalls inner- 
halb X convergirt. Dann bleiben noch die Factoren: 

2 (a! y) 

(ay)? 
die wir bereits unter (73) in Reihen thnlicher Art entwickelt haben, 


und: 
1 


deren Entwickelung keine Schwierigkeit bietet. Multipliciren wir alle 
diese Reihen aus, so finden wir: 

Innerhalb X liisst sich ein bestimmter Zweig des Sigma in eine 
Reihe nach ganzen positiven Potenzen der x — y entwickeln, deren 
Coefficienten rationale Functionen der Coefficienten von gp und wy und 
der Grissen y, Vp(y), V¥(y) sind. 

Nun setzen wir in diese Reihen die Entwickelungen (106) ein und 
ordnen nach den w; dann kommen wir zu dem weiteren Satze: 

Die Sigmafunctionen lassen sich nach ganzen positiven Potenzen der 
w in Reihen entwickeln, welche sicher innerhalb U, convergiren. 

Es handelt sich nun darum, nachzuweisen, dass der Convergenz- 
bereich dieser Reihe nicht auf U, beschrinkt ist, sondern beliebig weit 
ausgedehnt werden kann. Zu diesem Zwecke betrachten wir die Function: 


(108) 6 [~’, “, x"; x"; eo y'?), y?) "r 5 (2, ’ 20, vid) 2 wp) 
(wo die w nach wie vor durch (104) definirt sind). Dieselbe erscheint 
zwar zunichst in unbestimmter Form; gehen wir aber aus von: 

ola’ tay’, a, a” 4da", 2” --- y+dyin, yn) 
und lassen die dx und dy unabhingig von einander unendlich klein 
werden , so erhalten wir einen ganz bestimmten Grenzwerth, indem 
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Zahler und Nenner durch das Product der dx, dy theilbar werden 
(vgl. § 18). Wir diirfen daher alle Factoren auf die Glieder nied- 
rigster Ordnung in den dz, dy reduciren. Die Determinante D 
geht dabei iiber in das Product aus simmtlichen dz, dy in eine Deter- 
minante D,, deren Bildungsgesetz angedeutet sei durch Angabe von 
zwei Zeilen: 


a(a2P?t—' Vo@))  . a(a2?-*-" Vo @)) 














(109) D,= ee ar 
A(x P?t*-*Vo@) —.. a(a?-*“*Vo(@)) 
Ox, 0%, 


In M treten die (xy) in der vierten Potenz auf, aus (2, y), 
(x-+ dz, y), (x, y+ dy) und (x4 + dz, y + dy) entstehend, ebenso 
die verschiedenen 2, im ganzen also die 4. Potenz des Ausdrucks 
M{2’, x”... y')], wie er unter (84) notirt ist; ausserdem aber noch 
im Nenner Factoren Q(x + dz, x) und Q(y-+ dy, y), die sich auf 
a. i 
Via)’ Vfy) 
die dx, dy weg, so bleibt: 





reduciren. Setzen wir alles dies ein und heben 


(—1ye er) 
92H, (2p + p—y 
x [] Vie OTOH 


= 6(2w,, 2w, +++ 2w,). 


(110) 





-D,[a', a” +++ yo)» Mla’, x” ++ ~ ylers 


Der Ausdruck auf der rechten Seite theilt nun alle diejenigen 
Eigenschaften, welche wir oben von 6(w,, w,... Wp) benutzten: wir 
kénnen ihn zunichst innerhalb X nach Potenzen der x — y( ent- 
wickeln und in diese Entwicklung dann die w einfiihren. So gelangen 
wir zu einer Entwicklung von 6(2w,, 2w, ... 2w,), welche sicher 
convergirt, wenn die Werthe w dem Bereich U, angehéren. Ersetzen 


wir in ihr die w. durch = Wa, 80 erhalten wir eine Entwicklung von 


6(W,, W,... Wy), welche sicher in einem Bereiche U, convergirt, der 
durch die Ungleichungen: 
(111) |w,| < 20, |w,|<2e +++ |wy| <2@ 
definirt ist, in welchen @ dieselbe Bedeutung wie in (107) hat. 

Diese Entwicklung kann aber von der friiheren nicht verschieden 
sein. Denn nehmen wir (2w) innerhalb U, an und definiren Punkte § 


durch die Gleichungen: 
p 
2W. = > wv, 


isl 
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so fallen diese Punkte € innerhalb X und die Gleichung 
o[§" ewe E(P); y + yf?) = ofa’, , y'?), y'P)) 


wird nach § 21 gerade von denjenigen Werthen der o erfiillt, welche 
wir hier entwickelt haben. Die friihere und die jetzige Entwicklung 
liefern demnach dieselben Werthe, solange die |w| < > @ sind; also 
miissen sie identisch sein. 

Die urspriinglich gefundene Reihenentwicklung des 6 convergirt also 
nicht allein innerhalb U,, sondern auch innerhalb U,. 

Dieselbe Entwicklung aber, welche hier fiir o(2w) durchgefiihrt 
worden ist, liisst sich ganz ebenso fiir 6(mw) durchfiihren. Man erhiilt 
eine Function von 2p algebraischen Argumenten, welche zu je m zusam- 
menfallen; nehmen wir die Argumente zuerst verschieden an, so kénnen 
wir den zunichst in unbestimmter Form erscheinenden Ausdruck ganz 
wie oben umformen. Es tritt dann eine Determinante D, auf, deren 
Bildungsgesetz angedeutet sei durch Angabe von drei Zeilen: 








a (a,"? +"! Vg (@)) #-*(a,2?-0— Vw(a)) 
oa," Sel ta ou," iad 

or! (a,*Pte—1 Voia)) a (a,%?—-#—1 Vw(x)) 

(112) De=| da" dm + 02," 


Fae ("Pte -1 Voiz)) “be Fe (a,%?—#-1 Vp(a)) 
aa," oa 














Der Factor MZ wird ebenso behandelt wie oben; schliesslich er- 
halt man: 


pnt} u(u+)) 











(113) <<) a a eeercy? 
=. ((me+?S-)(met > —1)---(np+?> n+)" 
n(n—1) 

>< Da[a’, 2” +++ y?)]- Mia’, 2” xr (PVF) * 


= 6(NW, +++ NWp). 


Definiren wir nun ein Gebiet U, durch die Ungleichungen: 
(114) || < me, |w,|< ng --- |wp| <neQ, 
wo @ dieselbe Bedeutung hat wie in (107), also ganz unabhiingig von 
der Zah! » definirt ist, so gelangen wir auf demselben Wege wie oben 
zu dem Satze: 

Die Reihenentwicklungen der 6 convergiren mindestens innerhalb U,. 

Wie gross aber die w auch genommen werden mdgen, immer 
kénnen wir fiir m einen so grossen Werth finden, dass fiir ihn die 
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Bedingungen (114) erfiillt sind. Die Sigmareihen miissen also besténdig 
convergiren, und die Antwort auf die am Ende des § 21 gestellte 
Frage hat demnach in ihrem ersten Theil folgendermassen zu lauten 
(Kl. § 10): 

Die Sigmafunctionen sind eindeutige analytische Functionen der 
Integralsummen w,, welche fiir alle endlichen Werthe ihrer unbeschrénkt 
verdnderlichen Argumente den Charakter ganzer Functionen besitzen. 


§ 24. 


Die Sigmafunctionen sind ganze eindeutige Functionen der Coefficienten 
von p und #*), 

Die Coefficienten der einzelnen Reihenentwicklungen, aus welchen wir 
die Reihen fiir o(w, ...w,) aufgebaut haben, waren rationale Functionen 
der Coefficienten a, b von @ und wy und der Gréssen y, /p(y), V¥(y), 
mit rationalen Zahlencoefficienten. Die gleiche Eigenschaft wird also 
auch den Coefficienten der Sigmareihen selbst zukommen. Ueberdies 
haben die Nenner der Coefficienten jener Reihen nur Potenzen der y, 


Vo(y), Vv(y) und der Differenzen y — y® zu Factoren; auch in 
den Coefficienten der Sigmareihen werden daher nur solche Nenner 
auftreten. Andererseits aber ist in § 21 gezeigt, dass die Sigma- 
functionen allein von den w und den a, b, in keiner Weise aber von 
den y abhiingen. In Folge dessen miissen die y aus den Coefficienten 
herausfallen; das ist nicht anders méglich, als wenn jene Nenner 
iiberhaupt sich wegheben. Wir kénnen sonach neben den Satz des 
vorigen Paragraphen den weiteren stellen (Kl. § 10): 

Die Coefficienten der Sigmareihen sind rationale ganze Functionen 
der a,b, mit rationalen Zahlencoefficienten. 

Der Beweis fiir diese Behauptung lisst sich auch noch anders 
darstellen. Wir gehen aus von irgend einem Werthsystem der a, b, 
welches ganz beliebig gewahlt sein soll; nur schliessen wir den 
Principien des § 13 gemiss diejenigen Werthsysteme aus, fiir welche 
p(y) oder w(y) unabhiingig von den y Null oder unendlich wiirde. 
Dann bestimmt das Ausgangssystem der a, b ein System von Ver- 
zweigungspunkten k von /g und /y; wir setzen nichts dariiber voraus, 
ob diese alle verschieden sind. LErtheilen wir den a, b kleine Varia- 
tionen da, 0b, so variiren auch die k innerhalb gewisser Bereiche. 
Da wir nun die Wahl der y in der Hand haben, so kénnen wir sie 
ausserhalb aller dieser Bereiche annehmen. Dann kénnen wir die 
Kreise um die y, durch welche wir § 22 den Bereich X und damit 
den Bereich U definirt haben, so klein wihlen, dass sie alle in Betracht 
kommenden Werthsysteme der & ausschliessen. Dadurch ist im Gebiet 


*) Vgl. Wiltheiss, Bd. 31 dieser Ann, 
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der w und der a,b ein Bereich A definirt, innerhalb dessen wir alle 
in den o auftretenden Functionen nach Potenzen der w und der da, 
6b entwickeln kénnen. Die Coefficienten der Reihen fir die 6(w,...w,) 
sind also Functionen der a, b, welche in der Umgebung jedes end- 
lichen Werthsystems derselben nach Potenzen der da, 3b entwickelt 
werden kénnen, also iiberall den Charakter ganzer Functionen be- 
sitzen. Da sie aber homogene Functionen der a, b sind (Kl. § 11), 
miissen sie rationale ganze Functionen derselben sein. 

Die oben ausgeschlossenen endlichen Werthsysteme der a bilden 
eine Mannigfaltigkeit von zu geringer Dimension, als dass sie diesen 
Schluss stéren kénnten. 

Damit ist der oben ausgesprochene Satz abermals bewiesen. 


§ 25. 


Der Werth von o,,,,y,,, fiir die Nullwerthe der Argumente. 


pt 

Ks bleibt noch iibrig nachzuweisen, dass die numerische multipli- 
cative Constante, welche in der Definitionsgleichung (83) der Sigma- 
functionen auftritt, in der That den Kl. § 10 gestellten Forderungen 
in ihrer Abhiingigkeit von wu geniigt — soweit sie von vy abhiingt, ist 
dies bereits § 19 geschehen. 

Betrachten wir zuniichst den Fall «» —0( und zeigen, dass in 
diesem : 
(115) 6(0,0...0)—1 
ist. 

Der Factor M zunichst nihert sich, wenn die w verschwinden, also 
‘die « mit den y zusammenriicken, einem bestimmten Grenzwerth, den 
man durch wiederholte Anwendung der Formel (95) erhilt, niimlich: 


Miy ... ys; yy... yO) = — OEE Pciemettshns 
Ye I= Trem ET oP 


Setzen wir ferner in der Determinante D 


(116) 


Pp Mp1 — 
a? Vp(a)... tPVp(a), «PV y(x)...cP7Vv(a) 
—yP"V p(y)---—yP “V9 (y); YP" V0(y)- Ys 1/7 vy) 


z® = y und subtrahiren allgemein die (p + 7) Zeile von der 7, 
so zerfallt D in ein Product von zwei Unterdeterminanten, niimlich: 


| 2y,2-" p(y)... 2y.?* p(y) | 


und 


| me VOY) --- yr AVY) |. 
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Die erste derselben ist: 


ef [vow PT PT vo 
Flvoe® [FT wy). 


Die Determinante reducirt sich daher auf: 


ef vFv FT PT voy. 


Nun ist hier: 


die zweite: 


o=2-?.f. M, 
also folgt in der That: 
Die zu Zerlegungen: 


fopt2 = Ppt Vp4i 
gehirenden Sigmafunctionen reduciren sich fiir verschwindende w auf 1. 
(Kl. § 12). 


§ 26. 
Die Anfangsterme der Sigmareihen als Functionen der y, dy. 


Um die Constantenbestimmung auch fiir u > 0 durchzufiihren, 
ist es erforderlich, die Glieder niedrigster Dimension in den w zu 
berechnen, welche in den Sigmareihen auftreten. Diese Rechnung soll 
hier folgendermassen gefiihrt werden: wir setzen in der Determinante 


D Pp+i—2 ue Vp+14+2 u 

xv) == y®-+- dy und bestimmen die Glieder niedrigster Ordnung in den 
dy (§ 26); hierauf werfen wir allgemein die Frage auf, welche Gestalt 
eine Function der y und dy haben muss, um in eine Invariante der 
Form 4?—' (Kl. 38), als deren Coefficienten die w betrachtet werden, 
tiberzugehen, wenn man die dy durch die linearen Glieder der Reihen 
(106) ersetzt (§ 27); schliesslich wenden wir die damit gewonnene all- 
gemeine Vorschrift auf unsern speciellen Fall an (§ 27). 

Um dies nun auszufiihren, denken wir uns die Determinante ent- 
wickelt nach Producten von Unterdeterminanten aus den (p-+-«) ersten 
Colonnen, welche g, und aus den (p—y) letzten, welche w enthalten. 
Von diesen Producten werden wir aber nur diejenigen beibehalten, welche 
Terme der niedrigsten Ordnung in den dy liefern. 

Zur Bequemlichkeit der Ausdrucksweise denken wir uns, fiir jedes 
solche Product von Unterdeterminanten, die x und die y in verschiedene 
sogleich niiher zu charakterisirende Gruppen: 


€, x, X, 
n,», Y,¥% 


Mathematische Aunalen, XXXII. 29 


bezw.: 
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getheilt, in der Weise, dass solche Punkte, welche in der urspriing- 
lichen Bezeichnungsweise denselben Index tragen, in der neuen durch 
Buchstaben desselben Alphabets bezeichnet werden sollen. 

Betrachten wir nun eine Unterdeterminante aus den (p+) ersten 
Colonnen; sie sei bezeichnet mit: 


wPterVop(x) +++ wpte-1V/p (x) 


— yPret p(y) ++» — yt 7 (y) | 

Sie wird enthalten: 

1) eine gewisse Anzahl 4 von Paaren gleichbezifferter x, y; diese 
nennen wir &, 7; 

2) eine Anzahl m von einzelnen x, ohne die entsprechenden y; 
diese nennen wir 7; 

3) eine Anzahl m von einzelnen y, ohne die entsprechenden 2; 
diese nennen wir Y. 


(117) 


Dabei ist: 
(118) 2A+m+n—ptu 
und: 
A+m+un<p 
also: 
(119) A>uwp. 


Die zu (117) complementire Unterdeterminante: 
x,P-# 1/y (@)++- sft V(x) 


(120) 
PHY (y) + + yr oy) 
enthilt dann: 
1) die m den yx entsprechenden y; 


2) die n den Y entsprechenden X; 

3) = (p—w—m—n) = A — uw Paare x, y; diese nennen wir X, 9). 

Lassen wir nun die x zu den y consecutiv werden, so wird (117) 
unendlich klein von der Ordnung 4, (120) von der Ordnung 4 — u; 
das Product aus beiden also von der Ordnung 24 —w. Zufolge der 
Ungleichung (119) ist w der kleinste Werth, welchen diese Zahl an- 
nehmen kann; da sich nun zeigen wird, dass die Glieder der Ordnung 
uw sich nicht gegenseitig zerstéren, so haben wir zuniichst: 

Die 69,15 94 Vpri—o, Werden fiir verschwindende w unendlich klein 
von der Ordnung w (Kl. § 10). 

Zu gleicher Zeit sehen wir aber: 

Um die Glieder der Ordnung w eu erhalien, braucht man nur 


diejenigen Producte von Unterdeterminanten zu beriicksichtigen, in 
welchen: 


(121) A=u 








(12 
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ist, also Paare x,y mit gleichem Index uur in der ersten Unterdeter- 
minante, nicht in der zweiten vorkommen. 

Jede dieser Unterdeterminanten, die wir nun weiter untersuchen, 


ist ein Differenzenproduct, multiplicirt mit Producten der /p, Vv. 
Um diese Differenzenproducte bequem schreiben zu kénnen, fihren 
wir folgende Bezeichnungen ein: 


aQe=fif pf Gm, i<e; 
RE, 0) =f] PJ Gon); 


ACE, n) = ACE) - A(m) - RE, 9) 
(alle 3 Formeln auch dem Zeichen nach); ferner sei: 
e(é, r) — + 1, 
je nachdem die Reihenfolge (&’, §”.. . &, x’, x”... 7) wenn man die 
Bezeichnung x restituirt, eine gerade oder ungerade Anzahl Inversionen 
der Indices 4 aufweist. (Die & u. s. f. wnter sich sollen stets in der- 
selben Reihenfolge genommen werden, in der sie unter den « auf- 
treten). 
Die Unterdeterminante (117) wird dann: 


(—1yeEn) (0, ¥)-O6nn2)[ [YO] [vow] [vom] [vo% 
wo: 
Ar, %, Y) = AG,x)-A (uy, Y)-R Gn) RE, Y)-RG,1)-RG, ¥). 


Setzen wir jetzt 
S=y+dyn, r=y+dy, 
so geht: 
1 
> &(e+rl) 
R(&, 9) ther in: (—1)** a(n) | [aa 
R(r, 0) in: (—1}"™ R(n, 9); | 


die Unterdeterminante (117) reducirt sich also auf: 


(122) | ree a(n, y)-€(n, Y) | [vow] [vo%] [(a)-men) 
>< At (nA(y) A(Y) BR (y, ») Ry, Y) RQ, Y). 


Ebenso wird nun die Unterdeterminante (120) umgestaltet; man 


erhilt zunichst: Ty 
a(X,») | [Ve] [veo 


und beim Uebergang zur Grenze: 


(123) (—1)"A@)A(¥) RW, Y)] [Yom] [/o). 


29* 
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Nun ist aber: 
A(y) = + A(m) A(y) A(Y) Ry, ») Ry, Y) RW, Y); 
also wird das Product aus (122) und (126) gleich: 
See et a a 


(—1) e(n, ») e(n, ¥)-A°y) J [vf] [v7 
>< A? (n) | [ (pa) (a an). 


In der Entwickelung der Determinante D erscheint dieses Product 
mit einem Vorzeichen, das wir: 


e(&,r, 0, ¥| X,») 
schreiben kénnen und das sich durch die bereits eingefiihrten ¢ folgen- 
- dermassen ausdriickt: 
(—1)"+" &(&, X) e(x, X) e(y, y) e(Y, »). 

Nun ist aber: 

é(§, X) = é(n, Y), 

e(r, X) = (—1)""e(¥, »), 
also wird das Vorzeichen mit Riicksicht auf (118) und (121) 


(—1)"e(y,-9) e(n, Y) 
und damit das Entwickelungsglied der Determinante D: 


be (p—t)-+ = # (u—1) as 
= 2 -At(y): (y)-A2(n)- J Peo aan. 
(124) (—1) A? (y) | [viw (n) | | Vic 


Die Determinante D selbst entsteht aus diesem Glied, wenn wir das- 
selbe fiir alle Méglichkeiten der Vertheilung der y in die 3 Gruppen 
ny, ), Y bilden und alle so erhaltenen Glieder addiren. Die y, Y 
treten aber in (124) gar nicht mehr gesondert auf, sondern nur die 7; 
zu bestimmten 4 gehéren 2”-* Arten die », Y zu bestimmen; also 
wird die Determinante D: 


up+hu (uti) 


a5) UH woe [TODS rn] T2924, 


die Summe erstreckt tiber alle Combinationen » der y au je w. 

Multipliciren wir hier mit dem in (116) gefundenen Werth von M 
und mit der in (83) angegebenen numerischen Constanten, so erhalten 
wir den gesuchten Ausdruck fiir die Glieder niedrigster Ordnung der 
6 in der Form: 


(126) >o [7] ones 2 


mit derselben Bedeutung des Summenzeichens. 
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§ 27. 
Die Anfangsterme der Sigmareihen als Functionen der w. 

Um nun zu sehen wie sich der eben gefundene Ausdruck in eine 
Function der w umsetzen lisst, fragen wir umgekehrt, wie eine Func- 
tion der w sich in eine solche der y, dy umsetzt, wenn nur die ersten 
Glieder der Reihen (105) beriicksichtigt werden. 

Die Function der w sei symbolisch durch die xy ausgedriickt 
(Kl. Glehg. 38) *). 

Betrachten wir zuniichst eine Form, welche nur ein Symbol x ent- 
hilt, so kénnen wir dieselbe jedenfalls in die Gestalt (ay)?+' setzen. 
Dann liefert die Umrechnung: 


(ay)? = a,P—' 4? — (p—1),a,2* a4, 4." -* + —--- 

=a? wv, + (p—1),4,?-*a,w, + +++ 
' y dy® 
=» {a, p—ly P—lL (p —1), ay? ayy, P-? y, + + } rh. a ) 

ye ani ay yay) 
V f(s y®) 2 

Kine Form mit zwei Symbolen x’, 4” kénnen wir jedenfalls unter 
Einfiihrung von zwei Reihen symbolischer Coefficienten solcher Be- 
schaffenheit, dass erst die Producte a,?—*a,*—' b,?-?b,°-! bestimmte 

Bedeutung haben, in folgender Weise schreiben: 

(azP(by" > 


=> DD DI (pap — Vpareaye1b-9 dP 


y dy®) (yay) 





>< y, OP—ey, Da-1y (hp—B wet 
Dkr mage Viv") Viy”) 


aria AC) 1 (yay) (y ay) 


=D'D!- Viy A) ) V fly! (8) <—se 


So fortfahrend gewinnen wir die allgemeine Regel: 

Gegeben sei eine Form der w beliebigen Grades durch ihren sym- 
bolischen Ausdruck vermittelst der y. Soll diese unter Beriicksichtigung 
nur der Anfangsglieder in Function der y, dy ausgedriickt werden, so 
ersetze man, unter i,k... irgend welche der Zahlen 1, 2,...p verstanden: 

ta he durch — y, yw", 
mr ’ Me durch —y, y,®, 


multiplicire mit diy Product 





*) Sodass also yy?—? = wy, 44”? x, = — top, «+» 4,7? = (— 1)“, 
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(yay) (yay) 





Vty®  VFy™) 
und bilde von dem gewonnenen Ausdruck die Summe, indem man jede 
der Zahlen i,k... wnabhiingig von den andern die Werthe 1, 2,...p 
durchlaufen ldsst. 

Umgekehrt zeigt diese Regel, wie eine Function der y, dy be- 
schaffen sein muss, wenn sie in eine rationale Form der w sich soll 
umsetzen lassen, und wie diese Umsetzung, wenn sie tiberhaupt még- 
lich ist, sich ausfiihren lisst. 

In unserer Forme! (126) erstreckt sich nun die Summe allerdings nicht 
iiber Variationen mit Wiederholung, sondern iiber Combinationen ohne 
Wiederholung. Allein der einzelne Term ist eine symmetrische Func- 
tion derjenigen y, die er iiberhaupt enthailt, und verschwindet, wenn 
zwei derselben einander gleich werden. Also kénnen wir in (126) die 
Summe auch auf Variationen mit Wiederholung erstrecken, miissen aber 
dann mit w! dividiren. Fiihren wir hierauf die Umsetzung aus, so gewin- 
nen wir fiir den Anfangsterm der Sigmareihe den symbolischen Ausdruck: 





fa t—1 4 
1 ; ; ; a 
(127) ullo gene [el [‘] (x6 y@)2 


welcher, wie leicht zu sehen, mit (KI. 68) identisch ist. 

Durch diese Entwicklung ist sowohl der von Kl. gegebene Ausdruck 
fiir den Anfangsterm der Sigmareihe von neuem abgeleitet, als auch 
die a. a. O. noch unbestimmt gelassene numerische Constante bestimmt. 

Einige Beispiele mégen explicit gegeben werden. Seien fiir 
p= 2,3,4 die Formen @ bezw.: 

PX + Pp Xo, 
QP X,? + 2p, 4X, + P2X,", 
Pi %° + 3H, %,? x, + 39,4, x, + Y,x,', 

so werden als erste Terme der zugehdérigen Sigmareihen erhalten: 
p=2, u=1:9,0,+9,%,, 
P=3, U=1: 9,0, +29, 0,+ G30, 

U=2: 0, w,— w,", 
p=4, u=1:9,0,+39,0,+39,0,+9,%,, 

U2: p,*(W, wW3—W,*) + P, P2(W, W, — W, Ws) + Py? (w, W, — W;?). 

Fiir alle in der vorangehenden Abhandlung des Herrn Klein postu- 
lirten Eigenschaften der Sigmafunctionen sind somit die Beweise erbracht. 


Gottingen, den 10. April 1888, 




















Ueber die Reduction hyperelliptischer Differentiale in rationaler 
Form. 


Von 


GzorG Pick in Prag. 


Die Zerlegung hyperelliptischer Differentiale in eine Summe von 
(irreduciblen) Normalbestandtheilen wird gewéhnlich unter der Voraus- 
setzung bewerkstelligt, dass die im Nenner des gegebenen Differentials 
enthaltenen ganzen Polynome in avfgelister Form gegeben sind.*) 
Kine solche Reduction ist jedoch schon ohne diese Voraussetzung mig- 
lich, und zwar in ausreichender Weise, sofern es sich um die Erledigung 
von Fragen handelt, welche an sich zum gegebenen Differential in 
rationaler Beziehung stehen. LEirie solche Frage ist beispielsweise die 
nach der algebraischen Integrabilitit eines hyperelliptischen Differentials, 

Ich erlaube mir im Folgenden die Vorschriften zusammenzustellen, 
nach denen man sich bei Ausfiihrung der Reduction in rationaler Form 
etwa zu richten hat.**) Bei dem heutigen Stande der Algebra binirer 
Formen ist an eine allgemeine Lésung des Problems durch explicite 
(covariante) Ausdriicke natirlich nicht zu denken; doch habe ich die 
wesentlichen auftretenden Gleichungen, aus denen die Bestimmung der 
Reductionsgréssen zu erfolgen hat, jedesmal in covarianter Gestalt 
nochmals unter den Text gesetzt, um auf die covariante Natur der 
Gréssen nachdriicklich hinzuweisen. 

Beziiglich der Durchfiihrung ist noch zu bemerken, dass von einer 
Riicksichtnahme auf scheinbare Ausnahmefiille , welche durch die nicht 
homogene Schreibweise sich einstellen, giinzlich abgesehen worden ist. 
Alle Angaben iiber Grad etc. der vorkommenden Polynome haben also 
nur bei homogener Schreibweise unbedingte Geltung. 


*) Vgl. zB. Kénigsberger, Vorlesungen iiber die Theorie der hyper- 
elliptischen Integrale. 

**) Wegen des analogen Problems fiir das terniire Gebiet vgl. Noether 
im XXIII. Bande dieser Annalen. 
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1. 
Partialbruchzerlegung. 
Es sei 
Mdz (___ Mla, %)- (ada) _ 
(1) NV ( Wes) Viens) 


ein gegebenes hyperelliptisches Differential; d. h. f ein ganzes Polynom 
in vom Grade (2p-+2) mit lauter verschiedenen Linearfactoren; M 
und N aber beliebige ganze Polynome in z, nur der Bedingung unter- 
worfen, dass der Grad von M den von N um (p—1) ibersteigt. 

Um dieses Differential in der gewiinschten Weise reduciren zu 
kénnen, zerlegen wir zunichst N in folgender Weise.. Erstens spalten 
wir N mit Zuhilfenahme von f in zwei Factoren, deren einer gegen 
f theilerfremd ist, deren anderer aber aus Linearfactoren besteht, die 
siimmtlich in f aufgehen. Zweitens zerlegen wir jeden dieser beiden 
Factoren weiter, indem wir immer alle Linearfactoren, welche in 
gleicher Multiplicitét auftreten, zusammenfassen und aussondern. Zu 
alledem sind nach bekannten Sitzen nur rationale Operationen erforder- 
lich. Im Ganzen zerfallt also N in lauter Factoren von der Form 


gy’; 
worin h eine positive ganze Zahl, » ein rational bekanntes Polynom 
mit lauter einfachen Linearfactoren bedeutet, welches entweder gegen 


f theilerfremd, oder ein Theiler von f ist. Alle in N auftretenden 
Polynome @ sind untereinander zu zweien relativ prim. 


Hieraus folgt weiter eine Zerlegung von yin lauter Summanden 
von der Form 


Bar 
g" 


worin der Grad des Polynoms » den von g* um (p—1) iibersteigt. 
Die Méglichkeit einer solchen Partialbruchzerlegung ist unendlich viel- 
fach und beruht auf folgendem. Wenn A, B zwei ganze Polynome 
ohne gemeinsamen Theiler sind, C ein beliebiges drittes Polynom, so 
lassen sich’ stets zwei Polynome ®, Y auf rationale Weise so bestim- 


men, dass 
C y ® 
— om ao oe 


Denn hiezu hat man offenbar nur die unbestimmte Gleichung 
(2) AO+ BY=C 
aufzulésen, was unter den gemachten Voraussetzungen stets méglich 


ist. Es sei ©, Y, ein Auflésungspaar, so lautet die allgemeinste 
Auflésung 
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=o, +0U-B, 
Y=Y¥,—U-A, 


unter U ein willkiirliches Polynom verstanden. Man kann dann U 
jedenfalls so bestimmen, dass der Grad von Y den von A um irgend 
eine beliebige Zahl iibersteigt, also z. B. um ebensoviel, als der Grad 
von C den von A- B. Dann stellt sich von selbst die gleiche Differenz 
der Grade fiir ® und B ein. 

Da die Auflésung von Gleichungen der Form (2) auch im folgen- 
den bestindig als Postulat wiederkehrt, mége hier noch eine dies- 
beziigliche Bemerkung Platz finden, Man bewerkstelligt die Auflésung 
entweder mittelst der Methode des gréssten gemeinsamen Theilers, oder 
auch durch Ansetzung von ® und ¥ mit unbestimmten Coefficienten, 
und Bestimmung dieser Coefficienten aus linearen Gleichungen; oder 


aber — was wenigstens theoretisch einer expliciten Auflésung am 
nichsten kommt — man geht von der bekannten Relation 
AX+BY=R 


aus, in welcher R die Resultante von A und B bedeutet, X und Y 
aber gewisse in Determinantenform gegebene Polynome sind; man hat 
niimlich so direct ein Lésungspaar von (2) in der Form 


c C 
o=X-5, V=¥- 5: 


2. 
Reduction der einzelnen Partialbriiche. 


Durch die bisherige Zerlegung stellt sich unser Differential als 

Summe einer Reihe von einfacheren Differentialen der Form 

eda 

o'Vi 
dar, welche je nach dem Verhalten von p zu f noch von zweierlei 
Beschaffenheit sein kénnen. 

Es sei m der Grad von g, und erstens angenommen, dass » 
gegen f relativ prim sei. Wir stellen die Forderung, ein Polynom Y 
vom Grade [m(h—1)-++-p-+-1] derart zu bestimmen, dass der Ausdruck 

pdx » 

o'Vi “rl 
in den Nullpunkten von nur mehr in der (k—1)'*" Ordnung unendlich 
wird. Sei @ irgend eine Wurzel von g = 0, so lautet das erste Glied 
in der Entwickelung von (3) nach Potenzen von (*—a) 

dx (a) ¥(a) 
@— oF wali + —) Fer Vie | 
Wir haben also fiir jede Wurzel von mg = 0 die Relation zu erfiillen: 
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¥(a) + (h—1)¥ (a): p'(a) = 0. 
Die m Gleichungen, welche hiedurch repriisentirt sind, lassen sich 
offenbar in die eine Identitaét zusammenfassen : 
(4) ¥=2Q-p—(h—1)¥- 9), 
in welcher Q ein Polynom vom Grade [m(h—1) + p] vorstellt. Aus 
dieser Identitaét ist Y nach den am Schlusse der vorigen Nummer aun- 
gegebenen Regeln zu berechnen. Diese Berechnung, welche iibrigens 
selbstverstiindlich im Allgemeinen noch eine Reihe von Constanten in 
¥ willkiirlich lisst, ist méglich, sobald 

h>1 

ist. Fiir h = 1 dagegen fihrt (4) zu dem Resultat, dags ~ durch 
theilbar sein miisste, wihrend von vornherein jeder gemeinsame Theiler 
von g und w auszuschliessen ist. 

Bilden wir jetzt die Differenz (3) mit Riicksicht auf (4), so nimmt 
dieselbe nach Ausfiihrung einer Partialbruchzerlegung, wie sie in 1. 
geschildert worden ist, die Form 

wy, dx o, dx 
ot WF 
an. Es ist nun klar, dass durch neuerliche Anwendung des oben 
erliuterten Processes auf den ersten Theil des gefunden Ausdrucks der 
Exponent von gm im Nenner abermals um eine Einheit herabgedriickt 
werden kann, und dass man, so fortfahrend, endlich auf einen nicht 
mehr reducirbaren Rest von der Form 
Boda 
olf 
gefthrt wird, wie aus dem vorhin Gesagten hervorgeht. Im Ganzen 
stellt sich also die bewerkstelligte Reduction so dar: 
pdx dx dx Vy eR 
©) oot We t Neh 

Wir machen zweitens die Voraussetzung, dass p ein Theiler von 

f ist. Suchen wir hier das erste Glied in der Entwickelung von 





» aa a, dl \, 
o'Vf lg 'VF 
so ergiebt sich dasselbe gleich 
— eae ey ld ¥ (a) 
43 tg (al VF a) 2 g@"VF@S’ 
(— a) 


*) Mit bekannter Bezeichnungsweise lautet diese Gleichung in covarianter 
Schreibweise : 


y= Q*+ qm — mh—1) (¥, 9). 
**) Es darf dabei angenommen werden, dass w, nicht durch  theilbar sei; 
andernfalls kénnte dieses Glied ganz weggelassen, niimlich in das folgende hinein- 
bezogen werden, 
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so das wir jetzt fiir jede Wurzel a von » = 0 die Relation 
2h—1 , 

v(a) + —3— Y@)¢ (a) =0 

zu erfiillen haben werden, was wieder auf die Befriedigung der Identitiit 
Biss 

(6) p= Q-g— PSV. 9) 
hinausliiuft. Es gilt nun Aehnliches wie im ersten Falle beziiglich der 
Fortsetzung des Verfahrens, nur, dass dasselbe jetzt um einen Schritt 
weiter getrieben werden kann, Man kommt also endlich auf eine 
Reductionsgleichung von der Form 


2 ro @, dx Wo . 
(7) ~ VF (VF + af VF 














3. 
Schliessliches Resultat. 


Durch die bisherigen Auseinandersetzungen erscheint ein beliebig 
gegebenes hyperelliptisches Differential auf eine Summe von Normal- 
bestandtheilen folgender drei Arten zuriickgefiihrt: 

1. Eine Reihe von Differentialen ,,dritter Gattung“ von der Form 

Boda 
o Vi 

2. Differentiale ,,erster“ und ,,zweiter Gattung“ zusammenfassbar 

in ein Glied von der Form °4*. 
(VF 

3. Das vollstindige Differential einer algebraischen Function. 

Die Glieder der Form 1. sind ihrer Natur nach irreducibel. Nicht 
das gleiche gilt von dem Bestandtheil 2., mit welchem wir uns daher 
noch zu beschiiftigen haben. Wir kénnen dabei entweder direct unter- 
suchen, wann ein Differential von der Form 

ode 

(Vf 
das vollstindige Differential einer algebraischen Function ist, oder aber 
wir fiihren die Reduction dieser Grésse weiter bis auf schlechthin 
irreducible Bestandtheile, Beide Arten der Untersuchung sollen jetzt 
durchgefiihrt werden. 

Wenn eine Gleichung der Form 

o da Q 
®) “VE NYG 
bestehen soll, so miissen die Coefficienten der Reihenentwickelungen 
um die Nullpunkte von / beiderseits tibereinstimmen. Dies giebt zuniichst, 
=) 


*) Oder: y= Q*-gp— (¥, @)s- 
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wenn mit « ein solcher Nullwerth bezeichnet wird, (2p-+ 2) Gleichungen 
von der Form 


o(«) + + Q(a) - f(a) =0, 


oder, was dasselbe ist, die Identitat 


(9) o=P-f—>@-f.*) 
Dabei ist zu bemerken, dass der Grad von Q vorgeschrieben ist, nimlich 
=p. 


Man erkennt leicht, dass in Folge dessen die Befriedigung von (9) 
durch geeignete Bestimmung von Q und P nicht jederzeit méglich ist, 
dass vielméhr @ selbst einer Reihe von (p) Bedingungen unterworfen 
erscheint, welche man erhiilt, indem man aus den linearen Gleichungen, 
welche aus (9) zur Bestimmung der Coefficienten von P und Q abzu- 
leiten sind, diese Coefficienten siimmtlich eliminirt. Geniigt @ diesen 
Bedingungen, so lisst sich Q gemiiss (9) bestimmen, und es ist dann 
ode _ aj 2 
ive — “hyp 
ein Differential erster Gattung. Es kommen jetzt also zu den schon 
gefundenen Bedingungen fiir noch p weitere, welche aussagen, dass 
dieses Restdifferential identisch verschwindet.**) 

Bei der Durchfiihrung des andern Verfahrens, niimlich der Fort- 
setzung des Reductionsprocesses bis zu wirklich irreduciblen Bestand- 
theilen zweiter Gattung, ist ein in gewissem Umfange willkiirlich zu 
wihlendes Hilfspolynom zu beniitzen. Wir fiihren diese Schlussreduction 
niher aus fiir zwei Fille, welche wohl alle in practischer Hinsicht 
vortheilhaften Annahmen des Hilfspolynoms umfassen. 

Erstens sei das Hilfspolynom A gegen f relativ prim; dasselbe ist 
dann vom p** Grade, sonst willkiirlich anzunebmen. Es handelt sich 
in diesem Falle um die Bestimmung eines Polynoms 2 vom (2p 1)'" 
Grade, so dass P ‘ 

@a2x 

ve ~ “ave 
in den Nullpunkten von f nur mehr héchstens wie f * unendlich wird. 
Eine thnliche Rechnung, wie in den friiheren Fallen, fiihrt hier auf die 
Identitit 


*) Oder: 
o = P*-f—(p+1)(Q,f):- 
**) Man iiberzeugt sich leicht, dass diese letzteren Bedingungen nichts 
anderes sind, als jene Gleichungen, welche in der Identitiit 


P*=0 


enthalten sind, wo P* das in der Anm. zu (9) vorkommende Polynom bedeutet, 
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(10) do=T-f—19-7,%) 


aus welcher sich Q jedesmal berechnen lisst. Die obige Differenz ist 
dann in der That ein irreducibles Differential, 
Zweitens sei das Hilfspolynom 
= (t—a)?-', 
wo « eine Wurzel von f= 0 ist. Zur Abkiirzung bezeichnen wir 


=f mit F. In diesem Falle ist Q vom Grade 2p so zu bestimmen, dass 
oadxz Q 
— — d)——_—~___ 
(VF (w— a)? Vf P 

in den Nullpunkten von F nur mehr héchstens wie F * unendlich 


wird. Zur Bestimmung von Q dient hier die Identitit 
(11) (c—ay-?-o = 1-F—2Q.- F’.**) 


Das Restdifferential ist auch hier irreducibel. 
Die letztere Wahl des Hilfspolynoms ist die auch sonst meist 
gebriuchliche. 


*) Oder: 
; r Aw =TI*-f— (p+1)(2,f), 
**) Oder: 


(az)??? -o =. F— Pt! @, my. 

















Intégration par séries des équations différentielles linéaires*). 


Par 


G. Peano a Turin. 


1. L’objet principal de cette Note est la démonstration du théoreme 
suivant: 
»soient données les équations différentielles linéaires homogénes 


La 
“dt. = 1X s+ + intr 


dx, 

<r TniX + wee + Tan&n 
ot les r,; sont des fonctions réelles de la variable ¢, continues dans 
Yintervalle (p,q), auquel appartiennent toutes les valeurs ¢, que nous 
allons considérer. Que l’on substitue dans les seconds membres des 
équations proposées, & la place de 2,...2,, m constantes arbitraires 
G,.-.@,, et que l'on intégre entre ¢, et ¢; on obtiendra » fonctions 
a, ...@, de t. Que l’on substitue de méme dans les seconds membres 
des équations proposées, 4 la place de 2, ... 2%, les fonctions a,’ ... dn’, 
et que l’on intégre de ¢, & ¢; on obtiendra m nouvelles fonctions 
a,” ...@,. En opérant sur a,”...a," comme on a fait sur a,"... Gn, 
on obtiendra les fonctions a,” ...a,”, et ainsi de suite. Les » séries 

“= a,+a, +a," +--,, rey Ln = An + an + ay” ++- 
seront convergentes pour toutes les valeurs de ¢ dans l’intervalle (p, q); 
leurs sommes sont des fonctions de ¢ qui satisfont aux équations 
données, et qui, pour ¢=—¢#,, prennent les valeurs a, ;.. dn.“ 

Pour démontrer cette proposition, et en général pour l'étude des 
équations différentielles linéaires, il est trés-utile d'introduire la con- 
sidération des nombres complexes, ou nombres formés avec plusieurs 
unités, et de leurs substitutions. Ces questions ont été étudiées, sous 


*) Cette Note est, avec peu de modifications, la traduction d’un travail 
publié dans les Atti della R. Accademia delle Scienze di Torino , 20. Febbraio 1887. 
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différents points de vue, par Grassmann, Hamilton, Cayley, 
Sylvester, etc. Pour notre but il faut énoncer les définitions princi- 
pales, et les propriétés qui en découlent immédiatement,*) 


2. On appelle nombre complexe, ou complexe, d’ordre n, la suite 
de m nombres réels z,...%,, et on le désigne par la notation [z,,...,%]. 
Les nombres 2, ... 2, se nomment les éléments du nombre complexe 
donné. Nous indiquerons aussi un nombre complexe par une seule 
lettre X = [x,...2n], Y=[¥,.-- Yn], ete. 
Définition de Végalité x = y: 
(X = Y) = (4% = 9) @2 = Ye) +++ (Gn = Yn).™) 
Déf. de la somme: 
XHY=([% +, V+, +s Mat Yn) 
Déf. du produit kx, ot & est un nombre réel: 
k[a,, +++) On) = [ka,,--+, kay). 
Déf. de la différence: 
x—y=x+(-Dy. 
Déf. du nombre complexe 0: 
O=—[0, 0, --- 0}. 
On déduit que si x, y,... sont des complexes d’ordre n,k, k’,... 
des nombres réels, kx + k'y +--+ répresente toujours un complexe. 
L’addition des nombres complexes est commutative et associative; son 


module est 0; le produit Ax est distributif par rapport aux deux 
facteurs. 


Si l’on pose 
i, = (1, 0, 0, - -- 0), i, = (0, 1,0,--+O], +++, i, = [0,0,---, 0, 1}, 
tout nombre complexe X = [z,---2,] pourra se réduire 4 la forme 


X = 2,1, + 2 i, + +++ + Snir. 


3. On appelle substitution des nombres complexes d’ordre » une 
opération par laquelle & tout nombre complexe X = [z,,- ++ 2%,] corre- 
spond un autre complexe 


[yp%y eee br intny +++) Mar +++ + anZn] 
*) Une exposition, moins sommaire de cette théorie est contenue dans mon 
calcolo geometrico, secondo’ Ausdehnungslehre di H. Grassmann, etc. Torino 1888 
**) Dans cette formule, et dans quelques-unes de celles qui suivent, le 
signe = entre deux propositions indique leur équivalence; la conjonction de 
plusieurs propositions est indiquée en écrivant ces propositions l'une aprés ]'autre. 
Ainsi cette formule signifie: ,,nous dirons que deux nombres complexes sont égaux 
entre eux, si les éléments des deux nombres sont respectivement égaux.“ 
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dont les éléments sont des fonctions linéaires et homogénes des éléments 
du complexe donné. Nous désignerons une substitution par la matrice 
are 
= {ri} 
Tnis** Tan 

formée avec les m* coefficients de la substitution; nous indiquerons 
aussi une substitution par une seule lettre R,S,.... Si x est un 
nombre complexe, KR une substitution, Rx représente le complexe qui 
dans la substitution R correspond 4 x. 

Définition de l’égalité de deux substitutions: 

(R = 8) = (pour tout complexe x on a Rx = Sx). 
Déf. de Yégalité d’une substitution et d’un nombre réel k 
(R =k) = (pour tout complexe x on a Rx = kx). 

Déf. (R + 8)x—Rx-+ Sx. 

L’operation R +S est une substitution qu’on appelle somme de 
R et S. 

Dé. RSx =. R(Sx). 

L’operation RS est une substitution qu’on nomme produit de 
R et S. 

On déduit: 
(R = 8S) = (les coefficients de R et S sont respectivement égaux). 


k O---0 
Ok---0 ee 
0 0.-.--k 


{rig} + {Sis} = {ty}, 8 ty— ry + Si. 

{ris} + {Sig} = (tig), Obey = Min 81j + iaSay + ++ + + TinSnj- 

Les sommes des substitutions sont commutatives et associatives; 
les produits d’une substitution par un complexe, ou de deux substitu- 
tions, sont distributifs; mais, en général, ils ne sont pas commutatifs. 
Deux substitutions R, 8, telles quae RS=SR, se nomment échangeables 
entre elles. Une substitution égale 4 un nombre est échangeable avec 
toute substitution. 

On pose aussi R? = RR, etc. Si le déterminant formé avec les 
coefficients de R n’est pas nul, il résulte determinée une substitution 
R-', qu’on appelle Vinverse de R, telle que RR- = 1. 


4. Nous dirons qu’un variable complexe x, ou une substitution 
variable R, a pour limite le complexe constant a, ou la substitution 
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constante A, si les éléments de x, ou les coefficients de R, ont pour 
limites les éléments de a, ou les coefficients de A. On prouve tout 
de suite les théorémes sur les limites des sommes, des produits, etc. 
On définit la convergence des séries dont les termes sont des nombres 
complexes, ou des substitutions, comme pour les séries 4 termes réels 
ou imaginaires. La convergence d’une série dont les termes sont des 
nombres complexes, ou des substitutions, emporte la convergence des 
m séries formées avec les éléments des termes complexes, ou des n? 
séries formées avec les coefficients des substitutions. 


Si le complexe, ou la substitution, x (f) est fonction de la variable 
numerique ¢, on pose 


x(t) = lim > [x(t¢-+h)—x()], pour h—0. 
On déduit les définitions des dérivées successives, des différentielles, 
des intégrales définies et indéfinies, etc. On a les formules 
d(R+S8)=—dR+dS8, d-RS—dR-S8S+R-4S, 
d-R?=—=dR-R+R-dR, d- RR“ =—=—R-"'-dR-R-, ete. 


5. Pour simplifier les recherches sur les limites, nous introduirons 
les modules des complexes et des substitutions. 
Déf. mod. x= Ya2+ 4,27 +---+ a2; mod. x>0. 
On déduit: 
(lim X = a) = (lim(x — a) = 0). 





Une série 4 termes complexes est convergente si la série formée 
avec les modules des termes est convergente. 


De Videntité 
(ay? ees an?) (Y? +s + yn?) — (OM, + ++ bt Ln)? 
= Se (as Yj — 2; yi)* 
on déduit 


(a) ZY, +++ ++ ayn < mod. X mod. y. 


Multiplions par 2, ajoutons (mod. x)? + (mod. y)’, et extrayons 
la racine carrée; on a 


(b) mod. (x + y) < mod. x + mod. y. 
Soit x une fonction de la variable réelle ¢; on a: 


d+ mod.x " dx St) 
dt = otx (a “adt- -* + te : 


dq’ ot, par la (a), 





d-mod.x dx 
—4 mod. Fe: 
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Posons X au lieu de SS. et intégrons de ¢, a ¢, > &; on déduit 


th ty 
(c) mod. J xdi< J (mod. x) dt. 
to o 


Déf. 
mod. (Rx) 


mod. R = maximum de = 


’ 


oi X est un complexe quelconque. 


. - al . d. ) 
Ce maximum est déterminé et fini, car (mee 


de deux formes quadratiques dans les éléments de x, et le dénomi- 
nateur est une forme définie. On déduit: 


(d) mod. (Rx) < mod. R- mod. x. 
On a: 


mod, [(R + 8) x 
mod. (R + 8S) = max. Bot (ES) =—= max, 
mod. (Rx) + mod. (Sx) 
mod. x 
mod. R- mod. x + mod. S - mod. x 
mod. x 


= mod. R + mod. §, 


en vertu des formules (b) et (d), et d’identités connues, On déduit: 


y est le quotient 


mod. (Rx + Sx) 
mod. x 








< max. 


< max, 








(e) mod. (R + S) < mod. R + mod, 8. 
On a: 
mod. (RS) = max mod. (RSx) - mod, R- mod. (Sx) 


mod, x —_ P mod. x 


mod. R- mod. 8 - mod. x 
< max. wag = mod. R- mod. §, 





d’ou 
(f) mod, (RS) < mod. R - mod. 8. 


On déduit 
mod. R" < (mod. R)". 


Les formules précédentes suffisent pour notre but. On peut encore 
ajouter que le carré de mod. R est la plus grande racine de |’équation 
en A: 


2 2 2 
Yutra tes + +r A, Nitya bess + tartne, | 
2 2 2 oe. 
Matis brates, rie triet-+++rie—a4,---| = 9, 


dont les racines sont toutes positives, ou nulles. On déduit 


mod. R< Le Ts eee ewe 
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car la quantité sous le signe radical est la somme des racines de 
Yéquation en 4. 


6. Démontrons maintenant le théoreme énoncé. Posons 





TH °°? Tin 
X == ([Z,, °° +) Dal, R= . . . . . 
Yn1 °° Yan 
Le systéme d’équations données se reduira 4 |’équation unique 
dx 
(1) _ Rx. 


Soit a un complexe constant quelconque. Posons: 


v= {Ra at, a’ = f Ra dt, a” — { Ra” dt, +++, 


ov les intégrales s’étendent de 4 & ¢. On doit prouver que la série 
(2) X=—a+a+a’+.-- 

est convergente, et que sa somme X est une fonction de ¢ (qui, évi- 
demment, a la valeur a pour ¢ = ¢,) satisfaisant 4 l’équation (1). En 
effet puisque les 7;; sont des fonctions continues de ¢ dans l’intervalle 


(p,q), mod. R sera aussi une fonction continue de ¢, et soit m son 
maximum. En supposant, pour simplifier, ¢ > %, on a: 


mod. a' <f mod. (Ra) at<f mod. R-mod.a - dt<m-mod.a(t—t), 


mod, a” < f moa.(Ra’) at </ mod. R- mod.a’- dt<5m?-mod.a- (t—t,)?, ete. 
mod.a"*< m" - mod, a - (f — ¢,)". 


Done la série (2) est uniformément convergente, car les modules 
des termes sont moindres que des quantités constantes qui forment 
une série convergente. En différentiant les termes de (2) on obtient la 
série 0+ Ra+ Ra'+.---, qui converge uniformément vers Rx. 
Done x satisfait bien 4 l’équation proposée. 


7. Substituons dans la (2) aux termes a, a’, a”,--- leurs 
valeurs; on obtient: 


xa (i+ fray fR fRa+-..)a 


Posons: 


t t; t t 4 4 
t, a a) . . 
B(p)—1+fRact fe fRar+/ R/R fRar+-.. | 
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Alors, E (*) représente une substitution telle, que si x, et x, 
sont les valeurs, pour ¢ =, et ¢=¢#,, d’un complexe x qui satisfait 
& l’équation (1), on a: 


x,=E (*) - Xp. 
E(?)-E(f) =1, 
E(z) —E(#) E(;)- 


Si lon pose s=—7,, + %.. +---+ nn, le déterminant de la 


to 
[sat 


substitution E () a pour valeur e“" . Ce déterminant est donc 
toujours positif. 


En posant E = E (*) , on déduit 


dE dE . 
ai, = RE, —_ at, = ER. 
Si dans les équations différentielles proposées, les coefficients 7;; 
sont des constantes, on peut calculer les intégrales: en supposant 
t, = 0 on a: 


On déduit: 


x—[1+Rt++ (Rp? +---Ja, 
ou, en posant ®=—1+R+—R+--,, 
X == eB a, 


Si la substitution R est variable, mais que ses différentes valeurs 
sont échangeables entre elles, on obtient 


rads. 


L’équation différentielle = =Rx-+p, ov p est un complexe 


fonction de ¢, équivaut & m équations différentielles linéaires non 
homogénes, Son intégral est 


x = Ea+ Ef E-'p dt, 
qu’on peut aussi représenter par la série 


x=—Ea + frat fRfpae+ [RfRfpar+-. 


Turin, Avril 1888. 

















Beitrage zur Analysis situs. 
I. Aufsatz, 
Ein- und zweidimensionale Mannigfaltigkeiten. 
Von 


Watruer Dyck in Mitinchen. 
[Mit drei lithogr Tafeln.] 


Einleitung. 
In den Untersuchungen, welche die folgenden Seiten — zuniichst 
in einem ersten Aufsatze — enthalten, handelt es sich, unter gleich- 


miissiger Beriicksichtigung geometrischer wie analytischer Daten, um 
eine systematische Entwickelung derjenigen Kigenschaften von Mannig- 
faltigkeiten, welche denselben im Sinne der Analysis situs zukommen, 
also. sich ausschliesslich auf die Anordnungsverhiiltnisse derselben 
beziehen. 

Es sind hierbei absolute und relative Eigenschaften zu unter- 
scheiden, soferne dieselben eine Mannigfaltigkeit an sich besitzt, oder 
nur in ihrer Verbindung mit anderen Mannigfaltigkeiten.*) Die absolu- 
ten Eigenschaften kénnen auch als diejenigen bezeichnet werden, deren 
Uebereinstimmung fiir zwei Mannigfaltigkeiten nothwendig und hin- 
reichend ist fiir die Herstellung umkehrbar eindeutiger stetiger Be- 
ziehung zwischen allen Elementen der beiden Mannigfaltigkeiten**). 


*) Dieser Unterschied findet sich wohl zuerst betont in dem Aufsatze von 
Klein ,,Ueber den Zusammenhang der Flichen“ (Zweite Abhandlung), diese 
Annalen Bd. (YI, (1875) pag. 478. 

**) Es sei hier hervorgehoben, dass es sich dabei um stetige Beziehungen 
stetiger Mannigfaltigkeiten handelt, d. h. um solche Beziehungen, bei welchen 
Nachbarelemente wieder in Nachbarelemente tibergehen. Beziehungen also, wie 
die Cantor-Liiroth’schen Abbildungen von Mannigfaltigkeiten verschiedener 
Dimensionen aufeinander (man vergl. hier insbesondere den Aufsatz von Cantor 
»Ein Beitrag zur Mannigfultigkeitslehre“ im 84. Bd. von Crelle’s Journal (1877) 
und weiter dessen Notiz in den Gittinger Nachrichten v. J. 1879; sodann die 
Aufsiitze von Liiroth in den Erlanger Berichten v. J. 1878 und in den Math. 


Mathematische Annalen. XXXII. 31 











458 Watruer Dyck, 


Fiir zwei Dimensionen sind die absoluten Eigenschaften in geome- 
trischer Darstellung wohlbekannt in der Theorie des Zusammenhangs 
von Flaichen, wie sie von Riemann und Neumann*) aufgestellt 


Annalen Bd. XXI, (1882) ,, Ueber eine eindeutige Entwickelung von Zahlen in eine 
unendliche Reihe‘) sind von vorneherein als wnstetige auszuschliessen. 

Weiter ist wohl zu beachten, dass die Uebereinstimmung jener absoluten 
Eigenschaften fiir die beiden Mannigfaltigkeiten nicht mehr erforderlich ist, sobald 
wir nur im Allgemeinen eindeutig umkehrbare Beziehung verlangen, also Aus- 
nahmeelemente zulassen. So vergleiche man Klein’s noch weiter zu erwihnende 
Abbandlung ,,Ueber den Zusammenhang der Flichen“ (Erste Abhandlung), Math, 
Annalen Bd. VII, (1874) pag. 554, wo fiir den Fall eindeutig umkehrbarer alge- 
braischer Beziehung zweier Flichen aufeinander das Auftreten von Fundamental- 
punkten und zugehérigen Fundamentalcurven beriicksichtigt wird; man sehe hiezu 
auch die beiden weiteren Abhandlungen Klein’s ,,Ueber eine neue Art Riemann’- 
scher Fliichen‘“‘ im VII, u. X. Bde. dieser Annalen. 

Der Satz, dass fiir zweidimensionale Mannigfaltigkeiten (Flichen) die Ueber- 
einstimmung der sogleich zu besprechenden ,,Zusammenhangszahl“ und der 
Anzahl der eindimensionalen Begrenzungen (Randcurven) derselben als emzige 
absolute Eigenschaften von aus einem einzigen Stiick bestehenden Mannigfaltig- 
keiten (Flichen) nothwendig und hinreichend ist fiir die Méglichkeit umkehrbar 
eindeutiger Beziehung zwischen allen Elementen solcher Mannigfaltigkeiten, ist 
wohl zuerst von C. Jordan bewiesen worden. Man vergl. hierzu die Abhandlung 
»Sur la déformation des surfaces“ in Liouville’s Journal, Serie 2, Bd, XI. (1866). 
Fiir die genauere Formulirung sehe man auch im Nachfolgenden Theil II, § 5 p. 488. 

*) Riemann. ,,'Theorie der Abel’schen Functionen (1857); Werke p. 84ff., 
sowie ,,Fragment aus der Analysis situs‘ pag. 448. 

Neumann, Riemann’s Theorie der Abel’schen Functionen. 1. Aufl. 1865, 
pag, 291ff., 2. Aufl. 1884, pag. 146 ff. 

Was speciell gestaltliche Eigenschaften ,,Riemann’scher Flichen“ betrifft, so 
seien hier auch noch die Untersuchungen von Liiroth und Clebsch in Bd, IV u, VI 
dieser Annalen erwiihnt iiber die Herstellung gewisser canonischer Formen; ferner 
die zuerst von Klein gebrauchte Form der ,,frei im Raum gelegenen Riemann’- 
schen Flichen‘‘, sowie dessen in den schon oben erwiihnten Aufsiitzen gegebene 
»neue Art von Riemann’schen F lichen,“ 

Weiter sei hier erwihnt ein Aufsatz von Clifford ,,On the canonical Form 
and Dissection of. a Riemann’s surface‘. Proceedings of the London Math. Soc. 
vol. 8 (1877), sowie ein neuerdings erschienenes Werkchen von F, Hofmann 
»Methodik der stetigen Deformation von zweiblittrigen Riemann’schen Flichen“ 
Halle a/S. Nebert’s Verlag 1888, in welchem die Umformung solcher Flichen in 
canonische Formen besonders anschaulich besprochen wird. Es sei mir dabei 
gestattet, beziiglich eines Abschnittes der Hofmann’schen Darstellung (Nr. 8, p. 27 ff.) 
die Richtigstellung eines Citats zu geben. Die dort besprochene Conception der 
doppelseitigen Flichen bezieht sich nicht auf die ,meue Art Riemann’scher 
Flichen“, wie sie Klein am soeben erwihnten Ort, Annalen VII u. X, gegeben hat, 
vielmehr auf die wesentlich davon verschiedene, an Schwarz und Schottky an- 
kniipfende Auffassung doppelseitiger Riemann’scher Flichen als symmetrischer 
Flichen, sei es nun, dass man es mit einfachen oder mit sog. Doppeliliichen zu 
thun habe, Man vergl. hierzu die Untersuchungen von Schwarz in Crelle’s 
Journal Bd, 70 (1869) u. 75 (1872), u. den Berliner Monatsberichten v. J, 1865; weiter 
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wurde; weiter durch die an Euler und L’'Huilier*) ankniipfenden und 
auch auf mehr Dimensionen ausgedehnten Untersuchungen Listing’s**) 
und die von Mébius***); endlich hat Betti+) fir drei und mehr 
Dimensionen den Riemann’schen analoge Formulirungen gegeben , auf 
die in neuester Zeit Picard?{y}) zuriickgekommen ist. 

Zu den geometrischen Untersuchungen relativer Eigenschaften ge- 
héren die Arbeiten tiber die Gestalten und Verschlingungen ebener und 
raumlicher Curven von Listing, Tait, F. Meyer, Simony?f7f) u. a. 








Schottky in Crelle’s J. Bd. 83, (1877) sowie die Ausfiihrungen von Klein in 
»iemann’s Theorie der algebraischen Functionen‘' (Leipzig 1882) pag, 78 ff. 

Noch sei beziiglich der an Riemann anschliessenden Betrachtungsweisen der 
Aufsatz von Lippich ,,Untersuchungen iiber den Zusammenhang der Flichen“ 
Annalen, Bd. VII, Schlifli’s Aufsatz ,,Ueber die linearen Relationen zwischen den 
2p Kreiswegen erster Art etc.‘ in Crelle’s Journal Bd, 76 (1873), sowie die bez. Ab- 
schnitte in Clebsch-Gordan’s ,,Theorie der Abel’schen Functionen“ (1866) erwihnt. 

*) Der Euler’sche Polyedersatz ist, wie Baltzer (Monatsberichte der Berliner 
Akademie vom J. 1861) bemerkt hat, schon in einem Fragment von Descartes 
enthalten. Die Ausdehnung des Euler’schen Satzes auf sternférmige Polyeder 
(mehrfache Kugelbedeckung) hat Poinsot 1809 im 10. Heft (5. Bd.) des Journal de 
l'école polyt. gegeben, wiihrend die erste Darlegung der weiteren ,,Ausnahmefiille“ 
des Euler’schen Satzes von L’Huilier (mémoires de l’Acad. de St. Petersbourg ‘5 
Gergonne’s Annalen Bd. 3, 1812) herriihrt, 

**) Listing, Census riumlicher Complexe, Géttinger Abh. Bd. X, (1861), 
sowie Géttinger Nachr, 1867, 

***) Mibius, Werke Bd. II und zwar: ,,Theorie der elementaren Verwandt- 
schaft (Sitzungsber. der Ges. d. W. zu Leipzig, Bd. 15, 1863); ,,Ueber die Bestim- 
mung des Inhaltes eines Polyeders“ (ebenda, Bd. 17, 1867); ,,Zur Theorie der Poly- 
eder und der Elementarverwandtschaft“ (zum ersten Mal in den gesammelten 
Werken aus dem Nachlass verdffentlicht), 

t) Betti. ,,Sopra gli spazi di un numero qualunque di dimensioni“‘, Annali 
di Matematica, Serie II, Bd. 4, 1870. 

+t) Picard, ,,Sur les fonctions hyperabéliennes“. Liouville, Journal de 
math, Se. IV, Bd. 1, p. 106. (1885). 

tit) Man sehe: Listing, insbesondere in den ,,Vorstudien zur Topologie “ 
(Gdttinger Studien v. J. 1847). 

Tait in der grossen Abhandlung ,,On knots“, Transactions of the Royal 
Society of Edinburgh vom Jahre 1879, dann v. J. 84 u. 86 und in den Proceedings 
der gleichen Gesellschaft a. d. J. 1876—79, 

Daran anschliessend eine Reihe von Abhandlungen von Kirkmann, gleich- 
falls in den vorgenannten Biinden der Transactions und Proceedings, sowie von 
Little in den Transactions of the Connecticut Academy v. J. 1885. 

Franz Meyer in seiner Inaug,-Diss, ,, Anwendungen der Topologie auf die 
Gestalten der algebraischen Curven“ (1878) und ,,Ueber algebraische Knoten‘ in 
den Proceedings of the R. Soc. of Edinburgh v. J. 1885—86. 

Simony, ,,Neue Thatsachen aus dem Gebiete der Topologie“‘, Math. Ann. 
Bd. XIX u. XXIV, sowie eine Reihe von Aufsiitzen in den Sitzungsherichten der 
Wiener Akad. vom Jahre 1881, 82, 83, 87; und ebenda anschliessende Arbeiten 
von Koller u. Schuster. 

Analytische Darstellungen von Raumcurven ‘mit Knoten sind von Brill 


31* 
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Analytische Formulirungen gewisser Kigenschaften der Lage ebener 
und raiumlicher Gebilde gehen in erster Linie auf Gauss zuriick (die 
Beweise des Fundamentalsatzes der Algebra von 1799 und 1849, Defi- 
nition und Darstellung der Curvatura integra von Flichen, dann ins- 
besondere die Potentialsitze in der ,,Theoria attractionis ...“ (1813) 
und in den ,,Allgemeinen Lehrsitzen“ .. . (1839) (Werke Bd. V), end- 
lich die analytische Darstellung der Umschlingung zweier Curven*) 
(1833), weiter auf Cauchy (das sog. Cauchy’sche Integral, seine Ver- 
werthung zum Beweise des Fundamentalsatzes der Algebra) ; andererseits, 
auf den Satz von Sturm iiber die Bestimmung der Anzahl der reellen 
Wurzeln einer algebraischen Gleichung zwischen gegebenen Grenzen und 
die daran sich schliessenden Untersuchungen von Sylvester, Hermite, 
Jacobi, Brioschi u. a.**). 


(diese Annalen Bd. X VIII) (welcher die algebraischen Raumcurven niedrigster, 5' 
Ordnung mit dieser Eigenschaft angiebt), dann von Hoppe, Durége, Schlegel 
(Grunerts Archiv Bd, 64 u. 65, Wiener Akademie-Berichte Bd. 82 (1880), Schlé- 
milch’s Zeitschrift Bd. 28) gegeben. 

*) Wegen der Beziehung des von Gauss (Werke Bd. V, pag. 605) gegebenen 
Integrals fiir die Umschlingung zweier Curven zur Theorie der galvanischen 
Stréme sehe man noch die Bemerkungen von Schering am Schlusse des ge- 
nannten Bandes, sowie die von Schering veranlasste Dissertation von Béddiker 
, Erweiterung der Gauss’schen Theorie der Verschlingungen‘‘. Weiter noch 
Maxwell’s ,,Treatise on Electricity and Magnetism“ Second Ed. (1881), 
§ 417—422 und die Abhandlungen von Thomson ,,On vortex motion’ und ,,On 
vortex statics‘ Transactions of the Royal Society of Edinburgh, vol. 25, (1869) bez. 
vol. 27, (1875). 

Hier anschliessend sind auch noch die physicalischen Untersuchungen zu 
erwihnen, in welchen das Auftreten von Flichen und Kérpern héheren Zusam- 
menhangs fiir das Verhalten von Potentialfunctionen in Betracht gezogen wird; 
so sehe man ausser den eben genannten Abhandlungen von Thomson die Be- 
merkung bei Helmholtz in der Abhandlung ,,Ueber Integrale der hydro- 
dynamischen Gleichungen, welche den Wirbelbewegungen entsprechen“ Crelle, 
Bd. 55, pag. 27 (1858); weiter Riemann’s Vorlesungen tiber ,,Schwere, Electricitiit 
und Magnetismus“ (1876) § 83 u. ff.; in dem eben erwihnten Werke von Maxwell 
die Artikel 18—28, 100, 113; in dem Buche von Lamb,,A treatise on the mathematical 
theory of the motion of fluids“ (1879) die Artikel 53—59, 66, 67, 120 und Note B. 

**) Sturm, im Bulletin de Férussac vol. XI, pag. 419 (1829), ausfiihrlicher 
in den Mémoires présentés par divers savants, vol. VI (1835). 

Sylvester, insbesondere in ,,On a theory of syzygetic relations of two 
rational integral functions‘ Philosophical Transactions. London, Part. III (1853). 

Hermite, ,,Sur l'extension du théoréme de M, Sturm“ (Comptes rendus, 
Bd. 35, pag. 52 (1852), u. Bd, 36, pag. 294 (1853), sowie Jacobi, Crelle’s Journal 
Bd. 30, pag. 127 ff, u. Bd. 53, pag. 265ff. (Werke Bd. III). Hierzu die historischen 
Bemerkungen von Borchard, gleichfalls in Crelle’s Journal Bd. 53. 

Brioschi insbesondere in den beiden Aufsiitzen in den Nouvelles Aunales de 
mathématiques Bd. 13 (1854) und Bd. 15 (1856) ,,Sur les fonctions de Sturm“ und 
»Sur les séries qui donnent le nombre de racines réelles etc. 

Man vergleiche beziiglich der Litteratur noch die zusammenfassende Dar- 
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An diese Untersuchungen kniipfen die Arbeiten von Kronecker 
iiber die Sturm’schen Functionen und tiber Systeme von Functionen 
mehrer Variabeln*) an; er giebt in seiner Charakteristik eines Func- 
tionensystems einerseits die von Sylvester vermuthete allgemeinste 
Formulirung der S turm’schen Untersuchungen fiir beliebig viele Variable 
und stellt andererseits in der Darstellung der Charakteristik durch ein 
bestimmtes Integral den Zusammenhang dieser Untersuchungen zu den 
anderen von Gauss und Cauchy fest. Gleichzeitig sind damit die 
Grundlagen fiir die analytische Behandlung aller Fragen der Analysis 
situs gegeben. 

Der vorliegende Aufsatz**) verbindet die geometrische und analy- 
tische Behandlung fiir die Frage nach den absoluten Charakteristiken 
ein- und zweidimensionaler Mannigfaltigkeiten. Der.hiebei eingeschlagene 
Weg fiihrt dann weiter zu gewissen relativen Eigenschaften, die’ sich 
auf Curvensysteme auf beliebigen Flaichen, sowie auf Fliichensysteme in 
unserem Raume beziehen. 

I. Die geometrische Herleitung einer charakteristischen Zahl (je 
im I, Abschnitt behandelt) wird an eine rein gestaltliche Herstellung 
der Mannigfaltigkeiten gekniipft, deren Grundziige als fiir alle Dimen- 
sionen gemeinsam gleich hier vorangestellt seien. 

Wir gehen aus von bestimmten Elementargebilden und fixiren 
gewisse typische Processe zur Umformung derselben. Indem wir dann 

a) je die Elementargebilde mit der charakteristischen Zahl 1 be- 
haften und 

b) die Umformungsprocesse zunichst zur Herstellung neuer Elemen- 
targebilde, beziehungsweise zur Vernichtung vorhandener beniitzen, lassen 
sich, positive und negative Operationen dabei unterscheidend, auch die 
einzelnen Processe mit den Zahlen + 1 und — 1, ihrem Einfluss auf 
die entstehenden Mannigfaltigkeiten entsprechend, bezeichnen. Diese 
Zaihlung der Umformungsprocesse behalten wir bei, auch wo sie 
andere Veriinderungen einer Mannigfaltigkeit hervorrufen als die eben 
erwihnten und gelangen, indem wir 

c) die Abzihlung der successive auf ein Elementargebilde 1 an- 


stellung von Hattendorf: ,,Die Sturm’schen Functionen‘t (Hannover 1874) und 
insbesondere die sogleich zu nennenden Abhandlungen Kronecker’s, 

*) Kronecker ,,Ueber Systeme von Functionen mehrer Variabeln“, Monats- 
berichte der Berliner Akad, 1869, p. 159 u, 688; dann ,,Ueber die verschiedenen 
Sturm’schen Reihen und ihre gegenseitigen Beziehungen“, ebenda 1873, p. 117; 
weiter ,,Ueber Sturm’sche Functionen“ und ,,Ueber die Charakteristik von Func- 
tionensystemen“, ebenda 1878, p. 95, bez. p. 145, 

**) Die weitere Ausfiihrung zweier, der siichs. Gesellschaft der Wissenschaften 
zu Leipzig (Juli 1885 und Februar 1886) vorgelegten Mittheilungen, ,,Beitriige zur 
Analysis situs I und II“. 
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gewandten Operationen ihrer Summe nach fixiren, zu einer charakte- 
ristischen Zahl fiir die entstandene Mannigfaltigkeit. 

Die Zahi gewinnt dadurch ihre fundamentale Bedeutung, dass wir 
ihre Unabhiingigkeit von dem jeweils zu Grunde gelegten Entstehungs- 
process darthun und lisst gleichzeitig die Eigenschaft wnmittelbarer 
Addirbarkeit, soferne es sich um ein Aggregat von Mannigfaltigkeiten 


gleicher Dimension handelt, erkennen. Dabei besteht, was ich gleich 


_ hier hervorheben michte, fiir zwei Dimensionen kein Unterschied 
in der hier entwickelten Absdhlung fiir die einfachen und fiir die 
sogenannten Doppelmannigfaltigkeiten (beziiglich deren ausfiihrlicher 
Discussion insbesondere auf die §§ 3 bis 5 des zweiten Theiles verwiesen 
sei) und dies entspricht dem Umstande, dass die Doppelmannigfaltig- 
keiten sich als solche aus der Charakteristik allem im Allgemeinen 
nicht erkennen lassen*). 

Die erhaltene charakteristische Zahl ist fiir zwei Dimensionen von 
der bekannten Riemann’schen Zusammenhangszahl und ihren Modi- 
ficationen im Wesen nicht verschieden und weicht nur so zu sagen 
in der Zihlrichtung von derselben ab. Ich habe die gegenseitigen 
Beziehungen ausfiihrlich in § 4 (Theil II) besprochen und dort auch die 
Griinde erértert, welche mir, aus der hier gegebenen systematischen 
Entwicklung der Zahl und der sogleich zu besprechenden analytischen 
Darstellung derselben folgend, es als nicht unberechtigt erscheinen 
lassen, die hier getroffene Zihlweise an Stelle der Riemann-Neumann’- 
schen zu setzen. 

II. Zur analytischen Formulirung der Charakteristik (die wir je 
im II. Abschnitte behandeln) handelt es sich nun darum, fiir die durch 
Gleichungen und Ungleichungen gegebenen Mannigfaltigkeiten auch 
analytisch formulirte, continuirliche Entstehungsprocesse zur Abzihlung 
zu Grunde zu legen. Zu dem Ende betrachten wir die allmihligen Um- 
formungen einer Mannigfaltigkeit in einem einfach unendlichen, con- 
tinuirlichen Systeme solcher Mannigfaltigkeiten; es bleibt dabei die 
Charakteristik im Allgemeinen ungeindert, im Besondern aber ergeben 
sich auch sofort diejenigen Sprungstellen , bei welchen eine Aenderung — 


*) Doppelflachen sind zuerst wohl von Mébius in der ,,Theorie der Polyeder 
und der Elementarverwandtschaft“ aufgestellt worden. Man vergl. Werke Bad. II, 
pag 484. Die Ausdehnung der Abzihlung des Zusammenhangs auf Doppelfliichen 
ist nach einer Bemerkung Schlifli’s zuerst von Klein ausgefiihrt worden, 
Annalen Bd. VII, pag. 550ff. Man vergleiche hiezu auch die schon erwihnte Schrift 
von Klein, ,,Ueber Riemanns Theorie der algebraischen Functionen und ihrer 
Integrale‘‘ § 28, sowie die Note ,,Ueber die conforme Abbildung von Flichen*, 
Annalen XIX, pag. 159; und endlich die Dissertation des Herrn Weichold ,,Ueber 
symmetrische Riemann’sche Flichen und die Periodicitiitsmoduln der zugehérigen 
Abel’schen Normalintegrale erster Gattung“, Dresden 1883 (in Schlémilch's Zeit- 
schrift Bd. 28 abgedruckt). 
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im Sinne jener vorhin erwihnten Operationen — im positiven bez. im 
negativen Sinne statthat. So ergiebt sich die Abzahlung direct durch 
eine Summation iiber gewisse singulire Stellen, die durch Gleichungen 
und Ungleichungen definirt, ihrem ,, Punktcharakter“ nach im Sinne 
jener Operationen zu bezeichnen sind, d. h. als eine Summation im 
Kronecker’schen Sinne iiber die Punktcharaktere gewisser durch ein 
Functionensystem definirter Stellen, Es erweisen sich unsere geometrisch 
abgeleiteten Zahlen direct als Kronecker’sche Charakteristiken, in der in 
den oben erwihnten Abhandlungen entwickelten Bedeutung, und es 
bilden diese in den vorliegenden Untersuchungen fiir die Zusammen- 
hangszahlen von Curven und Fliichen des dreidimensionalen Raumes 
getroffenen Abziihlungen ein, wie ich glaube, besonders anschauliches 
Beispiel jener allgemeinen Charakteristikentheorie. 

Weiter aber fiihrt die Betrachtung der Systeme von Mannig- 
faltigkeiten, an deren singuliiren Stellen als den Sprungstellen der 
Charakteristik die Abzihlungen getroffen werden, zu bemerkenswerthen 
Relationen zwischen solchen singuliéren Stellen, insoferne sich die Ab- 
zihlung als unabhiingig erweist von dem speciellen zu Grunde gelegten 
Systeme. Diese Relationen, — hier fiir beliebige Curvensysteme in der 
Ebene und auf beliebiger Fliche, sowie fiir beliebige Flichensysteme 
unseres Raumes ausgesprochen — sind in speciellen Formulirungen 
bekannt und fiihren in erster Linie wohl auf die obenerwihnten Arbeiten 
von Mébius zuriick, der seine Abzaihlungen fiir Flachen geradezu auf 
gewisse auf denselben gezeichnete Curvensysteme stiitzt*). In der 
That haben mich auch, wie von der analytischen Seite die Kronecker’- 
schen, von der geometrischen die Entwickelungen von Mobius zu den 
nachfolgenden Untersuchungen gefiihrt. 


*) Man sehe die oben angefiihrten Abhandlungen von Mibius, insbeson- 
dere die ,,Theorie der elementaren Verwandtschaft'* (Werke, Bd. II, pag. 540ff. 
und 462, 465ff.). Weiter vergleiche man hiezu Bemerkungen bei Gauss: ,,Theorie 
des Erdmagnetismus“ art, 12 (Werke, Bd. V, pag. 134ff.), ferner eine Abhandlung 
von Reech ,,Démonstration d’une propriété générale des surfaces fermées“ im 
21. Bd, (37. Heft) des Journal de l’école polytechnique (1858), sowie die Abhand- 
lungen von Poincaré, ,,Sur les courbes définies par une équation differentielle“ im 
Journal de l’école Normale, Serie 3, Bd. VII (1881), VIII (1882), Serie 4, Bd. I 
(1885) u. II (1886), wo besonders auch die in gegenwirtiger Abhandlung in § 11 
geschilderten Relationen behandelt werden; endlich eine Bemerkung von Klein 
in ,,Riemann’s Theorie‘ pag. 39. Relationen fiir die Art und Anzahl der singu- 
laren Stellen von Potentialfunctionen (auf Flichen und im Raume) sind auch in 
den schon oben angefiihrten physicalischen Untersuchungen behandelt; es seien 
hiezu noch die Betrachtungen von Betti erwiihnt tiber die Anzahl der singuliiren 
Stellen der Potentialfunction auf der einfach zusammenhiingenden Oberfliiche 
eines magnetischen Kérpers (Betti, Lehrbuch der Potentialtheorie, deutsche Aus- 
gabe von Franz Meyer, Stuttgart 1885, pag. 334ff.). 
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I. Theil. 
Eindimensionale Mannigfaltigkeiten. 


I. Abschnitt. 


Geometrische Definition und Charakteristik eindimensionaler 
Mannigfaltigkeiten. 


§ 1. 
Die zu betrachtenden Mannigfaltigkeiten. 


Das Elementargebilde EF’ fiir die eindimensionalen Mannigfaltig- 
keiten ist geometrisch gegeben durch ein begrenztes Stiick einer Curve. 

Die allgemeinste eindimensionale Mannigfaltigkeit M’, die wir 
hier betrachten, entsteht, wenn wir in einer endlichen oder auch un- 
endlichen Zahl von Elementargebilden einzelne (oder auch alle) End- 
punkte paarweise vereinigen. Die M/ enthilt dann neben Elementar- 
gebilden E? noch eine gewisse Anzahl geschlossener Curvenziige, 
dadurch entstanden, dass die beiden Endpunkte eines E/ vereinigt, 
oder auch eine Anzahl solcher im Cyklus zusammengefiigt wurden. 
Mannigfaltigkeiten M7, bei denen in einem Punkte mehr als zwei 
Curvenziige sich vereinigen, lassen wir in den gegenwirtigen Ab- 
zihlungen ausser Betracht. 


§ 2. 
Herleitung der Charakteristik. 


Dem Elementargebilde ertheilen wir die Charakteristik + 1. 

Denken. wir uns nun irgend einen Entstehungsprocess fiir eine 
eindimensionale Mannigfaltigkeit gegeben, so haben wir zur Herstellung 
einer Charakteristik fiir dieselbe das Entstehen eines E/ mit + 1, das 
Verschwinden mit — 1 zu zihlen. 

Die Trennung eines E/ in zwei Stiicke kommt dem Entstehen 
eines weiteren E’ gleich und zihlt somit fiir die Charakteristik vou 
M?’ als + 1, wiihrend umgekehrt die Vereinigung zweier L/ als — ° 
zu zahlen ist. 

Nun kann die Vereinigung zweier Endpunkte auch an einem 
Elementargebilde vor sich gehen, wo dann ein geschlossener Curven- 
zug entsteht; indem wir auch hier diese Vereinigung mit — 1 in 
Rechnung bringen ergiebt sich fiir jeden geschlossenen Curvenzug der 
M’ ein Beitrag + 1—1—0. 
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Die so definirte Charakteristik K? einer M’ ist also gleich der 
Anzahl der in derselben enthaltenen nicht geschlossenen Curvensiige 
(Elementargebilde); die geschlossenen Curvenziige liefern keinen Beitrag 
zu dieser Zahl*). 

Sofort ergiebt sich hieraus die Unabhdngigkeit der charakteristischen 
Zahl K? von einem bei der Abzihlung zu Grunde gelegten Entstehungs- 
process der Mannigfaltigkeit und weiter erkennen wir auch unmittelbar 
die Charakteristik einer Reihe von Mannigfaltigkeiten MM’ als die 
Summe der Eineelcharakteristiken. 


II. Abschnitt. 


Bestimmung der Charakteristik fiir gewisse, analytisch gegebene, 
eindimensionale Mannigfaltigkeiten. 


§ 3. 
Allgemeine Formulirung fiir ebene Curven. 


Wir denken uns in der Ebene eine eindimensionale Mannigfaltig- 
keit folgendermassen fixirt: 
Gegeben seien zwei Curven durch ihre Gleichungen: 


(1) p(z,y)=9; ¥(%, y) = 9; 
wir nehmen dieselben im Endlichen liegend, tibrigens aus einer be- 
liebigen Zahl von Theilen bestehend und ohne Doppelpunkte an. Als 
das ,,Innere“ einer Curve seien diejenigen Theile der Ebene bezeichnet, 
fiir welche die betr. Function [hier p(x, y), bez. w(x, y)] kleiner als 
Null ist, und dabei sei wieder das Vorzeichen der Function so gewihlt, 
dass dieselbe im Unendlichen positiv ist, d. h. dass der unendlich 
ferne Punkt der Ebene — wir fassen in der Folge stets die Ebene 
als Kugel mit unendlich grossem Radius auf — im ,,Aussenraum“ der 
Curve liegt. : 

Wir fragen nach der Charakteristik derjenigen Theile von (x,y) =0, 
welche im Innern von w(x, y) = 0 liegen. ; 

Diese Mannigfaltigkeit M? wird im Allgemeinen aus einer Anzahl 
geschlossener Curvenziige und einer Anzahl getrennter Stiicke bestehen. 


*) Man erkennt vielmehr gerade an dieser Stelle, dass die Bestimmung einer 
charakteristischen Zahl, welche auch die Anzahl der geschlossenen Curvensziige 
ergiebt, ein weitergehendes Problem ist, insofern es dann nicht mehr geniigt, 
wie bei dem oben behandelten, gewisse Punkte (Vereinigungs- und Trennungs- 
stellen) ihrem ,,Punktcharakter“ gemiiss (vergl. pag. 463) zu unterscheiden, sondern 
der Gesammtverlauf der Curve von einer solchen Stelle ab zu verfolgen ist. Die 
fiir die Lésung des letzteren Problems nothwendigen Schritte habe ich in einer 
Note zur Analysis situs (Dritter Beitrag z. A.s.) in den Berichten der siichs, Ges. 
ad, W. zu Leipzig, 1887 angegeben. 
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Die letztere Zahl, gleich der gesuchten Charakteristik, ergiebt sich 
unmittelbar als die halbe Anzahl der reellen Schnittpunkte beider 
Curven. 

Um diese Zah] analytisch darzustellen, legen wir den folgenden 
Entstehungsprocess fiir die Mannigfaltigkeit M/ zu Grunde. Wir be- 
trachten die Curve (x,y) =O als enthalten in einem einfach un- 
endlichen , sonst beliebigen Curvensystem 
(2) (xz, y, 4) =0 
mit 4 als Parameter; und beachten, wie beim Durchlaufen dieser Ge- 
sammtheit die Charakteristik der jedesmal im Innern von ¢(x, y) = 0 
liegenden Theile der mit 4 sich continuirlich deformirenden Curve 
O(x,y,4) = 0 sich andert. Diese Aenderung erfolgt sprungweise an 
gewissen besonderen Stellen des Curvensystems ©. Wir formuliren 
dieselbe im Folgenden im Kronecker’schen Sinne durch Angabe des 
»Punktcharakters“ jener Stellen, dessen geometrische Bedeutung sich 
hier aufs Einfachste ergiebt. Kennen wir dann fiir irgend eine 
specielle, dem Parameter 4 = A, entsprechende, Curve des Systems 
die zugehérige Charakteristik K, (ihrer innerhalb »y—O gelegenen 
Theile), so kénnen wir von da ab, indem wir 4 von A, bis Ay — dem 
der Curve » = 0 zugehdérigen Parameter — abiindern, die Aenderung 
der Charakteristik von K, bis K, — der fiir die Curve p=0O zu 
berechnenden Charakteristik — verfolgen. Nehmen wir insbesondere 
an, einer Ausgangscurve 4A, entspreche eine Charakteristik K,—0, 
so erhalten wir durch eine von hier aus begonnene Zahlung direct die 
Charakteristik K, selbst, durch die Summation der Aenderungen im 
Intervalle 4q bis Ay. 


§ 4. 
Punktcharakter der Sprungstellen der Charakteristik. 


Die Charakteristik KK’ der Theile einer Curve des Systems 
(x,y, 4) = 0, welche im Innenraume von (x, y) = 0 liegen, aindert 
sich, wenn wir von einer Curve A zu einer folgenden A -+ dd iber- 
gehen, im Allgemeinen nicht, solange nicht 

a) neue Stiicke der sich deformirenden Curve in das Innere von 

w = 0 eintreten; bez. 

8) vorhandene Stiicke austreten, oder 

y) bisher vereinigte Curvenziige sich trennen, bez. 

8) getrennte sich vereinigen. 

Dabei iindern die Fille («) und (y) die Charakteristik um + 1, 
die Fille (6) und (0d) um — 1. Wir kénnen sie geometrisch dadurch 
unterscheiden , dass beim Durchlaufen des Systems ® in der durch den 
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wachsenden Parameter gegebenen Richtung die Zahl der Schnittpunkte 
von ®=0 mit ~=—0O in den Fallen (e) und (y) um zwei vermehrt, 
in den Fallen (8) und (0) um zwei vermindert wird. Die Vorkommnisse 
finden nimlich statt an den Beriihrungsstellen der Curven des Systems 
® =0 mit »y=0, also an den Stellen fiir welche: 


(3) o=0, y=0, A=0 
ist, wenn wir mit A die Functionaldeterminante 
® 
aa|* % 
%, 








der Functionen © und y bezeichnen. Beachten wir nun, um die eben 
getroffene Eintheilung analytisch zu fixiren, wie der ,,Imnenraum“ der 
betreffenden Curve ® = 0 und der ,,Innenraum“ der Curve » = 0 in 
der Umgebung des Beriihrungspunktes gegen einander liegen, so kénnen 
wir zuniichst vier Fille der Beriihrung (vergl. die Figuren 1%» 4) 
unterscheiden, die wir folgendermassen zusammenstellen: 


(a) (0) (¢) (d) 


(Fig. 1**)) | (Fig. 1°) | (Fig. 1°)| (Fig. 14) 
Die Curve ® verliuft 7 Oe (ig. . 
im Aussen- | Aussen- | Innen- | Innen- 
Raum Raum | Raum | Raum | der Curve w 
Die Curve y verlaiuft 
im Aussen- | Innen- | Aussen-| Innen- 
Raum Raum | Raum | Raum | der Curve ® 

















Je nachdem nun mit wachsendem Parameter A der Innenraum der 
Curve ® = 0 an der betr, Stelle wéichst, bez. abnimmt, entspricht 


Fall (a) der oben bezeichneten Aenderung -(«) bez. (8), 


Fall (6) » ” ” (B) bez. (a), 
Fall (¢) » =» ” ” (y) bez. (8), 
Fall (@) , » ” ” (0) bez. (y), 


wie sich aus der Betrachtung der betr. Figuren und der dabei ein- 
getragenen Pfeilrichtungen, welche das Fortschreiten der Curven des 
Systems mit wachsendem Parameter und dabei wachsendem Innenraum 
andeuten, leicht ergiebt. Nun wird andererseits das Zu- bez. Ab- 
nehmen des ,,Innenraumes“ © < 0 an einer Stelle mit wachsendem 
Parameter durch das positive bez. negative Vorzeichen von — ,, der 
nach 4 genommenen Ableitung von 9, bestimmt. 


*) In den Figuren sind die Curven © =0, bez. »=0 mit (1) und (2) be- 
zeichnet, der Innenraum je der beiden ist durch Schraffirung angedeutet, 
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Indem wir jetzt die von Kronecker in den erwahnten Abhand- 
lungen eingefiihrte Bezeichnung*) 


[4] 
bentitzen, um die Zahl + 1, 0, — 1 zu bezeichnen, je nachdem der 
Ausdruck A in der eckigen Klammer positiv, Null oder negativ ist, 
kénnen wir sagen: Die Fille (a) und (ce) sind ihrem Punktcharakter 
nach durch 


(4°) i~ %,], 
die Fille (6) und (d) durch 
(4°) [+ 9] 


fiir die Abzihlung der Charakteristik unserer eindimensionalen Mannig- 
faltigkeit bestimmt. 

Nun handelt es sich noch darum die Fille (a) und (¢) von den 
anderen (b) und (d) zu trennen. Man berechnet leicht, dass die Unter- 
scheidung der siimmtlichen Fille (a), (b), (¢), (d@) von einander durch 
die Vorzeichen zweier Determinanten sich darstellen lisst, nimlich 
der beiden: a i De 

1 vy 1 & 
" maaan 0, A, 
(in denen A, und A, die Ableitungen der vorhin definirten Functional- 
determinante A bedeuten); und zwar ist 











und Oy = 





positiv in den Fiillen (a) und (ce), 
negativ in den Fiillen (b) und (da), 
positiv in den Fiillen (a) und (0), 
negativ in den Fiillen (ce) und (d). 
Hier kommt also lediglich die erstere Determinante Og in Betracht 
und es wird mit Beriicksichtigung der oben gegebenen Formeln (4°) und 


(4°) der Punktcharakter aller Beriihrungspunkte gegeben durch das 
Vorzeichen des Productes von — , und Ow d. h. durch ° 


(6) [— %, - Oa). 


Insoferne nun, ihrer geometrischen Bedeutung zufolge, die Aende- 
rung der Charakteristik beim Uebergang von der Curve (Aq) zur Curve 
(Ap) stets dieselbe bleibt, welches specielle Curvensystem wir auch 
zwischen die Anfangs- und Endcurve einschalten mégen, ergiebt sich 
eine Relation gwischen den nach Formel (6) abgesdhlten Beriihrungs- 
punkten der Curven irgend welcher einfach wnendlicher ewischen jene 
beiden Curven continuirlich eingeschalteter Systeme und der Curve y = 0. 
Wir fiihren im folgenden Paragraphen noch an einem speciellen Beispiele 


Om 


Oy 


*) Vergl. Berl. Monatsberichte 1878 pg. 145. 
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einen besonderen Fall dieser Beziehung aus, wo wir die Summation 
zwischen zwei Curven von der Charakteristik Null ausfiihren, fiir 
welche also auch die zu berechnende Aenderung gleich Null ist. 

Es sei anschliessend noch bemerkt, dass wir eine analoge Abzaihlung 
auch an die Erzeugung des Innenraumes von (x, y) = 0 kniipfen 
kénnen, indem wir bei fest gedachter Curve (x, y) = 0 die andere 
%(«,y) =O in einer unendlichen Schaar Y(xz,y, u) =O enthalten 
zu Grunde legen. Insoferne indess bei eindimensionalen Mannigfaltig- 
keiten die abzuzihlende Charakteristik der Theile von m im Innen- 
raume von w ganz ebenso auch die Charakteristik der Theile von » 
im Innenraume von @ ist und endlich auch dieselbe Bedeutung fiir 
die Aussenriume besitzt*) (als gleich der halben Zahl der reellen 
Schnittpunkte beider Curven), fiihrt diese zweite Abzihlung zu keiner 
wesentlich anderen Formulirung**). Noch eine dritte Form der Ab- 
zihlung — die wir ebenso wie die vorige fiir zweidimensionale Mannig- 
faltigkeiten ausfiihren — sei bezeichnet: Es entstehe die Mannig- 
faltigkeit g = 0, » <0 dadurch in einem continuirlichen Processe, 
dass ein System von beliebigen Curven X(x,y, v) =O (mit v als 
Parameter) iiber die abzuzihlende Mannigfaltigkeit hinweggleitet; dann 
lassen sich wieder die Aenderungen der Charakteristik fiir die innerhalb 
X =O gelegenen Theile von gp =0, »~=O, beim Durchlaufen des 
Systems X auf die einfachste Weise verfolgen. Es sind dabei einmal 
die Schnittpunkte gp = 0, » =O mit Curven des Systems, dann die 
Beriihrungsstellen von g—0( mit eben diesen Curven X=—0O zu 
betrachten. 


§ 5. 
Beispiel fir die Summation der Punktcharaktere. 

Wir legen fiir die Abzihlung der Charakteristik K/ der im Innern 
der Curve (x, y) — 0 gelegenen Theile von p(x, y) =O das System 
o> = 9(2, y) —A=0 
zu Grunde; es ist dies ein die Ebene einfach und liickenlos bedeckendes 
System, welches im Innern von g = 0 nothwendig in gewisse singu- 


lare Punkte (isolirte Doppelpunkte) sich zusammenziehen muss (wenn 
wir absehen von dem an specielle Bedingungen gekniipften Auftreten 


‘**) Dies spricht sich bei allen unseren Entstehungsprocessen einer M? darin 
aus, dass an allen Sprungstellen der Charakteristik diese, wie man sich leicht 
iiberzeugt, in gleicher Weise sich aindert, ob wir die Abziihlung fiir den Innen- 
raum oder fiir den Aussenraum treffen, ein Verhalten, welches fiir héhere Mannig- 
faltigkeiten durchaus nicht mehr statt hat. 

**) Man vergl. hierzu das im folgenden Paragraphen gegebene Beispiel. 
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doppelt zihlender Curven). Fir einen gewissen wntersten Werth von 
4 ist also die Charakteristik der innerhalb yw = liegenden Theile von 
® sicher gleich Null. Mit wachsendem Parameter 4 wéichst dann der 
Innenraum von ® continuirlich. Die Formel (6), ausgedehnt tiber alle 
im Bereiche 4 <0 liegenden Beriihrungspunkte, d. h. tiber alle Punkte 
P % 
9p<0 y=0 A “ % 


ergiebt also die Charakteristik K/ als 


Sn 
Ein Vergleich mit den von Pi Sm pee Formeln*) ergiebt 
also K! direct als Charakteristik des Functionensystems 
g=0, y=0, A=O0 
in der Kronecker’schen Terminologie. Dabei ergeben sich aus den 1. c. 


gegebenen Entwickelungen sofort zwei weitere Darstellungen dieser 
Charakteristik in der Form: 


n= D'I5, P2 ra 


die Summation verstanden iiber alle Punkte, fiir welche 
v¥<0, A=0, p=0 


P 
=> 2 Hh, 
diese Summe genommen iiber die Puskte 
4<0, p=0, »y=0. 
Geometrisch entspringen die letzteren beiden Formeln fiir die Charakte- 


‘ristik der Betrachtung der Aenderung der Charakteristik bei Zugrunde- 
legung des Curvensystems 


w(x, y) — u=0, 


= 0 

















ist, und endlich auch: 





beziehungsweise 
A (x, y) = Fe 0, 

(vergl. die Schlussbemerkung des vorigen Paragraphen). In der letzten 
Formel wird dabei direct die K’ als die Halfte der Schnittpunkte von 
y = 0 und » = 0 ausgedriickt. 

Die Ausdehnung der ersten Summation auf alle Punkte » = 0, 
A=0 giebt weiter in Uebereinstimmung mit der allgemeinen Kronecker’- 
schen Theorie (Formel I a. a. 0.) als Summe Null. Denn wir kénnen 


*) Man vergl. etwa die in den Berl. Monatsberichten 1878 pag. 145 ge- 
gebenen Formeln. 
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dann die Summation betrachten als ausgefiihrt von einer Anfangscurve, 
fiir welche K = 0 ist bis.zu einer Endcurve, welche » = 0 ganz um- 
giebt, fiir welche also wieder K = 0 ist. Geometrisch ausgesprochen 
lautet der Satz, als Specialisirung der vorhin auf pag. 469 allgemein 
ausgesprochenen Relation: 

Die Anzahl der Punkte, in welchen die Curve » =0 eine Curve 
des Systems p — 4 =O von Innen (d. h. im Rawme (p — 4) < 0) be- 
riihrt, ist gleich der Zahl der Punkte, in denen eine solche Beriihrung 
von Aussen (d. h. im Raume (p — A) > 0) statthat. 

Eine gleiche Relation gilt fiir die tibrigen Summen und léisst sich 
sofort fiir zwei beliebige die Ebene einfach tiberdeckende Curvensysteme 
aussprechen. Man vergleiche Fig. 2, wo dieses Verhalten den einzelnen 
Punktcharakteren gemiiss an zwei (stark gezeichneten) Curven zweier 
solcher Systeme bezeichnet ist, und andererseits auch die Abzihlung 
der Charakteristik fiir die innerhalb einer der stark gezeichneten Curven 
gelegenen Theile der zweiten Curve verfolgt werden kann, sei es durch 
Abzihlung an einem Systeme ® = 0 oder ¥ = 0. 

Die Ausdehnung der Formulirungen auf nichtebene Curven und 
Curvensysteme bietet keinerlei Schwierigkeit. Insofern sich iiberdies 
die gewonnenen Sitze mit nicht wesentlichen Aenderungen direct 
iibertragen, sehen wir von ihrer Entwicklung ab. 


Il. Theil. 
Zweidimensionale Mannigfaltigkeiten. 


I. Abschnitt. 


Geometrische Definition und Charakteristik zweidimensionaler 
Mannigfaltigkeiten. 


§ 1. 
Die zu betrachtenden Mannigfaltigkeiten. 


Das Elementargebilde EZ”, aus welchem wir unsere allgemeinen 
zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten M” herleiten, ist geometrisch 
gegeben als ein, von einem sich nicht selbst durchsetzenden Curvenzug 
begrenztes, in eine Ebene ausbreitbares Flichenstiick, also etwa als 
das Innere eines Kreises in der Ebene. 

Die allgemeinste zweidimensionale Mannigfaltigkeit IZ” betrachten 
wir als aus solchen Elementargebilden zusammensetzbar, indem wir 
voraussetzen, dass dieselbe in der Umgebung eines jeden ihrer Punkte 
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mit einem Elementargebilde identificirt werden darf. Dabei bleibt 
ganz ausser Betracht, ob wir diese Zusammensetzung aus einer end- 
lichen Anzahl solcher E” bewerkstelligen kénnen, oder etwa einer 
unendlichen Zahl bediirfen. Die Zusammensetzung erfolgt dadurch, 
dass wir jene E” einmal liings gewisser Randstiicke, dann aber auch 
lings ganzer geschlossener Randcurven vereinigen. Es kann hierbei 
zweckmiissig sein, eine solche Vereinigung von Randcurven nicht 
wirklich (geometrisch) auszufiihren, sondern nur durch ,,Zuordnung“ 
der betr. Randstiicke — etwa mit Hiilfe einer Tabelle — zu fixiren*). 


Betrachten wir unter allen so entstehenden M¥” diejenigen, welche 
eine einzige zusammenhingende Fliche bilden, so trennen sich diese 
in die seit M6 bius bekannten zwei, wesentlich verschiedenen Categorien, 
die wir gleich hier bezeichnen, wenn sich auch dieselben — wie schon 
in der Einleitung erwihut — in der abzuleitenden Charakteristik fiir 
die M” im Allgemeinen nicht unterscheiden: 


Wir kénnen der Elementarmannigfaltigkeit E” einen bestimmten 
Sinn dadurch beilegen, dass wir auf ihr eine kleine kreisférmige Curve 
eingetragen denken und auf derselben einen Richtungssinn — etwa 
den des Uhrzeigers — fixiren; die so auch ihrer Richtung nach fest- 
gelegte Curve sei zur Kiirze als ,,Indicatrix“ bezeichnet**). Denken 
wir uns nun eine aus einem Stiick bestehende M” durch successive 
Aneinanderfiigung von Gebieten E” entstehend, so kénnen wir, von 
einer ersten bestimmten Indicatrix aus, auf alle neu hinzukommenden 
Theile der entstehenden Mannigfaltigkeit den Richtungssinn tibertragen. 
Dann aber sind zwei Méglichkeiten zu unterscheiden. Wenn ein Ge- 
biet mit mehreren Stiicken seines Randes an die schon vorhandene 
Mannigfaltigkeit angeschlossen wird, kann die Indicatrix, welche wir, 
den einen Rard iiberschreitend, in das neue Flichenstiick eintragen, 
dieselbe sein, wie diejenige, welche wir, den anderen Rand itiber- 
schreitend, dem Flichenstiicke beizulegen haben, oder aber die ent- 
gegengesetate: Findet das letztere statt, so giebt es — wie auch sonst 
die Fliche beschaffen sein mag — Wege auf derselben, fiir welche 
sich die Indicatrix umkehrt. So gelangen wir zur Definition der 
beiden Flichencategorien, die wir als ,,Fldchen mit nicht wmkehr- 


*) Man vergleiche beispielsweise den ausgedehnten Gebrauch, der gerade 
von dieser Vorstellung der ,,Zuordnung der Randcurven eines Fundamental- 
polygons“ in neueren functionentheoretischen Untersuchungen (Schwarz, Klein, 
Poincaré) gemacht wird, Fir die Betrachtung dreidimensionaler Gebilde wird 
diese Vorstellung, sofern es sich um anschauliche Discussion handelt, noth- 
wendig. 

**) An ihre Stelle kann bekanntlich ein bestimmt, auch dem Sinne nach be- 
zeichnetes Axenkreuz (x, y) treten. 


Mathematische Annalen, XXXII. 32 
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barer Indicatriz“ und ,,Flichen mit wmkehrbarer Indicatrix“ be- 
zeichnen wollen*). 


§ 2. 
Herleitung der Charakteristik. 


Dem Elementargebilde E” ertheilen wir (analog wie bei den ein- 
dimensionalen Mannigfaltigkeiten) die Charakteristik + 1. 

Dann haben wir, indem wir irgend einen Entstehungsprocess fiir 
eine Mannigfaltigkeit M” zu Grunde legen, zur Herstellung einer 
Charakteristik fiir dieselbe das Entstehen eines Elementargebildes mit 
+1, das Verschwinden mit — 1 zu zahlen. 

Trennen wir ein Elementargebilde durch einen von Rand zu Rand 
gefiihrten Schnitt, durch eine ,,Querlinie“, so kommt dies dem Ent- 
stehen eines weiteren Elementargebildes gleich und wir haben somit 
diese Operation mit -+ 1 zu zihlen. Die entgegengesetzte, die Ver- 
einigung zweier Elementargebilde lings eines Stiickes ihrer beiden 
Randcurven kommt umgekehrt dem Verschwinden eines E” gleich und 
zihlt dementsprechend mit — 1 fir die Charakteristik. Diese Ver- 
einigung zweier Randstiicke kann nun auch an einem Elementargebilde 
E” durch Zusammenbiegen statthaben, wobei dann ein ringférmiges 
Flaichenstiick entsteht. Auch hier werden wir, gemiiss unseren in 
der Einleitung ausgesprochenen Principien (vergl. pag. 461) fiir die 
Abzihlung, diese Vereinigung mit — 1 fiir die Gesammtcharakte- 
ristik in Rechnung ziehen, Ebenso werden wir die umgekehrte Opera- 
tion einer Trennung in jedem Falle, auch wenn dabei kein Zerfallen 
der Mannigfaltigkeit eintritt, mit +1 ziihlen. Dabei ist noch zu be- 
merken, dass die Vereinigung auf die beiden vorhin bezeichneten 
Weisen entweder zu einem von zwei, oder von einer Randcurve be- 
grenzten ringformigen Flichenstiick (vergl. Fig. 6, Tafel If) geschehen 
kann; es wird im einen Falle eine Fliche mit nicht umkehrbarer, im 
anderen eine solche mit umkehrbarer Indicatrix erhalten. In unserer 
Abztihlung der Charakteristik sind beide Fille nicht zu trennen. 


*) Ich gebe absichtlich diese schon von Klein (Math, Annalen IX, p. 479) 
ausgesprochene Definition, welche die gemeinte Eigenschaft der Flichen als eine 
innere, d.h. denselben unabhiingig von der Umgebung zukommende, charakterisirt 
und ich vermeide dabei die wohl auch iibliche Bezeichnung _,,zweiseitige 
bez. ,,einseitige“‘ (auch Doppel-) Fliche, welche aus der Bemerkung hervorgeht, 
dass es bei Flachen mit umkehrbarer Indicatrix méglich ist, von der einen ,,Seite‘ 
der Fliiche auf die andere zu gelangen, wiihrend dies bei den Flichen mit nicht 
umkehrbarer Indicatrix nicht miglich ist. Diese letztere Higenschaft ist indessen — 
wie ich bei anderer Gelegenheit ausfiihren will — nur eine La geneigenschaft 
der Flichen in unserem dreidimensionalen Raum und sie kann verloren gehen, 
sofern wir von dieser Lage absehen. Man vergl. noch die Bemerkungen auf 


pag. 489. 
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Fassen wir die bisherigen Umformungsprocesse noch in etwas 
anderer Weise zusammen, so kénnen wir zuniichst das soeben durch 
Vereinigung zweier Randstiicke einer E” hergestellte zweifach be- 
randete ringférmige Flichenstiick uns auch durch Anbringung einer 
Oeffnung, ,,Punktirung“ im Innern der E” hergestellt denken. Dann 
miissen wir, der oben getroffenen Abziihlung entsprechend, die An- 
bringung einer Oeffnung im Innern einer M” mit — 1 und umgekehrt 
das Schliessen einer solchen mit + 1 fiir die Gesammtcharakteristik 
in Rechnung bringen. Fiihren wir (um die Gleichmiissigkeit mit den 
folgenden Siitzen noch schiirfer hervorzuheben) den Begriff von Mannig- 
faltigkeiten nullter Dimension, M°, ein, darunter ein Aggregat von 
Punkten verstanden und bezeichnen als Charakteristik K° einer solchen 
Punktmannigfaltigkeit die Anzahl der Elemente, so kénnen wir die 
Anbringung von ,,Punktirungen“ in einer M” auch als Ausscheiden 
einer Punktmannigfaltigkeit M° und ebenso das Schliessen von Oeff- 
nungen als Einschaltung einer M° bezeichnen. Dann ergiebt sich: 

1) Ein ,,System von Punktirungen“ in einer M” gihlt fiir die 
Charakteristik K" dieser Mannigfaltigkeit im entgegengesetzten 
Sinne seiner Punktcharakteristik K°; und umgekehrt 2éhlt das Ein- 
fiigen einer solchen M°® im Sinne der zugehirigen Charakteristik. 

Ebenso kénnen wir das Anbringen und Aufheben von ,,Querlinien“ 
(also Trennung und Vereinigung von Flichenstiicken liings gewisser 
Strecken) in einer M” auffassen als Ausscheiden bez. Hinfiigen einer 
M’. Auch die Ausfiihrung eines geschlossenen Schnittes ,,Riickkehr- 
schnittes* in der M” kann aufgefasst werden als Ausscheidung einer 
M?#. Insofern dabei der letztere Schnitt auch als Combination einer 
Punktirung (— 1) und Ziehen eines Querschnittes (+ 1) von Rand zu 
Rand jener Punktirung zu ziihlen ist, erkennen wir, dass wir den 
Einfluss eines Riickkehrschnittes als —1-+-1—0 fiir die Charakteristik 
der M” zu zihlen haben. Gehen wir nun auf die friher getroffene 
Definition der Charakteristik K/ einer M’ zuriick, so folgt: 

2. Die Ausscheidung einer M! von der Charakteristik K* aus einer 
M" «zihit fiir deren Charakteristk K"” im Sinne von K‘; und um- 
gekehrt die Einfiigung einer solchen M‘ im entgegengeseteten Sinne, 

Dabei ist noch zu beachten, dass das Anbringen eines Riickkehr- 
schnittes in einer M” entweder ewei (punktweise aufeinander bezogene) 
Randcurven entstehen lisst, oder nur eine einzige, jenachdem lings 
jenes Riickkehrschnittes die Indicatrix der Fliche sich nicht wmkehrt 
bez. wmkehrt. {Man vergl. hierzu Fig. 6 auf Tafel Il, sowie die Aus- 
fiihrungen auf pag. 473 u. 479}. In der Abzihlung der Charakteristik 
tritt auch hier keinerlei Unterscheidung der verschiedenen Fille auf. 

Betrachten wir endlich den Einfluss des Entfernens einer zwei- 
dimensionalen ebenen Mannigfaltigkeit M” aus unserer M”. Zuniichst 
82° 
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kénnen wir die oben erwahnte ,,Punktirung“ auch auffassen als Aus- 
schneiden einer E” aus der M” lings eines Riickkehrschnittes. Dann 
zihlt diese Operation mit — 1, namlich: Anbringung des Riickkehr- 
schnittes: 0, Weglassen der ausgeschnittenen EH’: — 1. Schneiden 
wir dagegen eine E” von der M” weg, indem wir sie zuniichst durch 
einen Querschnitt abtrennen und dann weglassen, so ist hier + 1—1—0 
fiir die Aenderung der Charakteristik zu zihlen und in der That ist 
auch die M” dabei im Sinne der Analysis situs ungeiindert geblieben. 
Die Abzihlung lisst sich sofort auch auf das Ausschneiden beliebiger 
zweidimensionaler Mannigfaltigkeiten ausdehnen und ergiebt dann 
den Satz: 


3. Die Charakteristik K” einer M” wird durch Weglassen eines 
Theiles M"™ der Mannigfaltigheit wm deren Charakteristik Kz’ ver- 
mindert (zdéhlt also im entgegengesetzten Sinne von K2'), falls 
jene Abtrennung von M” ohne Ziehen von Querschnitien (nur mit Hiilfe 
von Riickkehrschnitten) erfolgen kann; andernfalls sind die nothwendigen 
Querschnitte im Sinne von Satz (2) zu atihlen. Die umgekehrte Ab- 
sdihlung tritt fiir die Zufiigung einer MY ein. 

Der Satz enthalt unmittelbar die wichtige Eigenschaft der Addir- 
barkeit der Charakteristik: Besteht eine Mannigfaltigkeit M” aus 
irgendwelchen Theilen M,”, M,”,...M,", bez. von den Charakte- 
ristiken K,”, K,”,...K,”, so folgt sofort: 

Die Charakteristik K” von M¥ ist gleich der Summe der Charakte- 
ristiken der einzelnen Theile: 


i= 


(1) K" = >) KH. 


‘=1 


§ 3. 
Unverinderlichkeit der Charakteristik fiir verschiedene Erzeugungs- 
weisen einer Mannigfaltigkeit. Normalformen fir die Mannigfaltigkeiten 
mit nicht umkehrbarer und mit umkehrbarer Indicatrix. 


Der Beweis, dass wir durch die vorstehend gegebene Abziihlungs- 
methode fiir eine Mannigfaltigkeit M”stets zu derselben charakte- 
ristischen Zahl gefiihrt werden, welchen Entstehungsprocess fiir die 
Mannigfaltigkeit wir auch zu Grunde legen, ist erbracht, sobald wir 
fiir die Charakteristik zu einer Definition auch an der fertigen Mannig- 
faltigkeit gefiihrt werden. Dabei kénnen wir uns nach dem letzten 
Satze des vorigen Paragraphen itiber die Addirbarkeit der Einzel- 
charakteristiken auf ein einziges Flichenstiick beschrinken. Fiir ein 
solches lassen sich nun bestimmte Normalformen aufstellen, an welchen 
wir unmittelbar die charakteristische Zahl ablesen. 
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Zunichst entstehen alle in die Ebene [oder auf eine Kugelfliiche] 
ohne mehrfache Ueberdeckung ausbreitbaren Flichen durch Aus- 
schneiden von » Oeffnungen aus einer Elementarfliiche E”. Fiir diese 
ist also die Charakteristik K¥” gleich 1 —n oder gleich 2—r, wo 
r die Zahl der Randcurven bedeutet. 

Wir wollen diese Fliichen mit Mibius*) als die Grundformen 
bezeichnen. 

Thre fiir das folgende wesentlichste Kigenschaft ist die: 

Eine Grundform wird durch jeden Riickkehrschnitt in Stiicke zer- 
schnitten , 
und umgekehrt : 

Jede Fliiche, auf welcher keine nicht zerstiickenden Riickkehrschnitte 
gezogen werden kinnen, ist eine Grundform, 

Aus den Grundformen ergeben sich fiir alle sweidimensionalen 
Mannigfaltigkeiten die Normalformen. 


I. Zuniichst lassen sich nimlich Normalformen fiir die sémmt- 
lichen Flichen mit nicht umkehrbarer Indicatriz in bekannter Weise **) 
aus diesen Grundformen dadurch ableiten, das wir einige dieser Rand- 
curven paarweise aufeinander beziehen, und zwar ,,gleichsinnig“. Dann 
entsteht aus der Grundfliche mit zwei Randcurven durch deren Zu- 
ordnung die gewodhnliche Ringfliche, aus der Grundfliche mit drei 
Randcurven, durch Zuordnung zweier derselben ein Ring mit einer 
Oeffnung u. s. w. 

Die aufeinander bezogenen Randcurven erscheinen dabei als Riick- 
kehrschnitte fiir die neue Fliche und diese besitet daher die gleiche 
Charakteristik mit der Grundfliche. 

So erhilt also der Ring die Charakteristik 0, der Ring mit einer 
Oeffnung die Charakteristik — 1, der Doppelring die Charakteristik 
—2u s. w. 

Nur fiir die Herleitung der geschlossenen’ Kugelfléche bediirfen 
wir gweier Elementarfliichen; sie entsteht durch Zuordnung der Rand- 
curven derselben und wir haben ihr dementsprechend die Zahl 2 zu- 
zuweisen. 

Somit ergiebt sich fiir die Charakteristik K"™ einer aus einem Stiick 
bestehenden Fliiche mit nicht wmkehrbarer Indicatriz die (von der Er- 
zeugung der Fliche wnabhiingige) Definitionsgleichung : 

*) Mébius, Theorie der elementaren Verwandtschaft (1863). Werke, Band 2, 
pag. 450. Mébius nennt die obigen Flichen Grundformen der r™ Classe. 

**) Man vergleiche etwa Klein ,,Riemann’s Theorie der algebraischen Func- 
tionen und ihrer Integrale‘‘ Abschnitt II, sowie die schon Eingangs erwiihnte 
Dissertation von Weichold ,,Ueber symmetrische Riemann'sche Flichen‘; diese 


insbesondere auch was gewisse Normalformen fiir die Flachen mit umkehrbarer 
Indicatrix anlangt. 
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(2) K¥ =2—r— 2s, 
wo r die Anzahl der Randcurven, s die Anzahl der nicht zerstiickenden 
Riickkehrschnitte ist, welche die Fliche in eine Grundform verwandeln. 
Nach dem oben fiir die Grundformen ausgesprochenen Satze ist dies 
gleichzeitig auch die Maximalzahl der auf der Fliche méglichen nicht 
serstiickenden, einander nicht schneidenden , Riickkehrschnitte. Kin System 
von Riickkehrschnitten, durch welches eine Fliche in eine Grundform 
iibergefiihrt wird, sei in der Folge ein ,,vollstdndiges System“ genannt. 
Formel (2) zeigt, dass die Zahl K” — 3 fiir ein einziges Flichen- 
stiick stets negativ ist. 
Indem wir nun fiir gerades K” die Zahl s der nicht zerstiickenden 


II 
Riickkehrschnitte successive gleich 0, 1, 2 --- — La fiir ungerade K” 
, K"_-1 : , 
gleich 0,1,2--- --——,— setzen, ergiebt sich: 


Eine Fliche mit nicht wmkehrbarer Indicatriz von der Charakte- 
ristik K” kann 
(2— KK"), (2—K"—2), (2— K"—4).-.--2,0 
also stets eine gerade Anzahl von Randcurven besitzen, sofern K™ gerade 
ist und 
(2— KK"), (2— K"—2).---3,1 
also stets eine ungerade Zahl von Randcurven, sofern K™ ungerade ist. 

Wir heben hieraus speciell den Satz hervor: 

Geschlossene Flichen mit nicht umkehrbarer Indicatriz haben eine 
gerade Charakteristik. 

Betreffs derjenigen Systeme von Schnitten, welche eine Fliche in 
eine Elementarfliche verwandeln, formuliren wir noch mit Riicksicht 
auf die nachfolgenden, auf Flaichen mit umkehrbarer Indicatrix beziig- 
lichen Verhiltnisse (vergl. pag. 481) den folgenden bekannten Satz: 

Hat man die urspriingliche Flaiche F durch die eben erwiihnten 
s Riickkehrschnitte in eine Grundform verwandelt mit 2s + r Rand- 
curven, so bedarf es 2s + r — 1 Querschnitte (von Rand zu Rand), 
um dieselbe in eine Elementarflache iiberzufiihren. Dieselben k6nnen — 
indem man bei 2s einander paarweise zugeordneten Kandcurven die 
Querschnitte zwischen je zwei entsprechenden Punkten zieht — so 
gewihlt werden, dass s derselben als in sich zuriicklaufende Schnitte 
in der urspriinglichen Flache erscheinen. Auf dieser sind dann 


2s=—=2—r— K# 


einander paarweise schneidende Riickkehrschnitte und r-- 1 Quer- 
schnitte nach den Riandern gezogen. Jede andere Zerschneidung der 
Flaiche in eine Elementarfliche lisst sich durch blosse Verschiebung 
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und Combination der Curven in diese ,,canonische Zerschneidung“ tiber- 
fiihren. Somit folgt: 

Die Zahl der fiir eine ,,canonische Zerschneidung“ von F' noth- 
wendigen Riickkehrschnitte ist constant und gleich der doppelten Zahl 
der auf der Fliche méiglichen, nicht zerstiickenden, einander nicht 
schneidenden Riickkehrschnitte. 


II. Fiir die Herleitung von Normalformen der Fliichen mit wmkehr- 
barer Indicatriz aus unseren Grundflichen legen wir den Satz zu 
Grunde: 

Wenn wir eine Oeffnung der Grundfliche, die wir der einfacheren 
Ausdrucksweise halber uns kreisfirmig denken wollen, dadurch schliessen, 
dass wir die jedesmal diametral gegeniiberliegenden Punkte aufeinander 
bezichen*) so ist die so aus der urspriinglichen entstandene Fiche eine 
Fliiche mit wmkehrbarer Indicatrix, auf welcher jene auf’ sich selbst 
bezogene Kreislinie als Riickkehrschnitt erscheint und zwar dergestalt, 
dass die Indicatrix liings eben dieser Linie sich umkehrt. 

Die Zahl der Randcurven ist also bei diesem Process um eins 
verringert worden, wihrend dagegen nach unserem pag. 475 formulirten 
Princip der Zihlung die Charakteristik sich nicht gedéndert hat. 

Man iiberzeugt sich von diesem Satze leicht durch die bekannte 
Zerschneidung des Mébius’schen Bandes liings einer Mittellinie (vergl. 
Fig 6, Tafel II). Dasselbe geht dann in ein zweifach berandetes 
Flichenstiick mit nicht umkehrbarer Indicatrix tiber, dessen einer Rand 
»diametral“ auf sich selbst bezogen ist**). 

Indem wir diesen Process bei mehreren Randcurven einer Grund- 
fliche ausfihren, entstehen die Normalformen fiir die Flichen mit 
umkehrbarer Indicatrix und es ergiebt sich fiir die Charakteristik der- 
selben die Definitionsgleichung: 

(3) Ki¥=2—r-—s, 
wo r die Anzahl der Randcurven, s’ die Zahl der nicht zerstiickenden 
Riickkehrschnitte ist, lings deren die Indicatrix sich wmkehrt. 


*) In der Tafel II, wo Normalformen fiir die Flichen mit umkehrbarer 
Indicatrix dargestellt sind, ist in den jedesmal links gezeichneten zugehirigen 
Grundformen die ,,diametrale Zuordnung“ der Punkte eines Randes durch ge- 
kreuzte Pfeile angedeutet. 

**) Dabei ist zu bemerken, dass das entstandene Band zunichst zwei Tor- 
sionen besitzt (man vergl, hierzu die schon erwihnte Abhandlung von Tait im 
28. Bd. der Transact. of the R, Soc. Edinburgh pag. 169 ff., etwa auch Simony 
in der Broschiire ,,Gemeinfassliche Lisung der Aufgabe, in ein ringférmiges Band 
einen Knoten zu machen“, Wien 1881), also nicht eine Grundform darstellt in 
unserem oben gegebenen Sinne, als eine in die Ebene ohne mehrfache Ueber- 
deckung ausbreitbare Fliche. Die Festsetzungen auf pag. 474 eliminiren aber 
diesen Unterschied, den wir desshalb auch in den folgenden Betrachtungen ausser 
Beriicksichtigung lassen, 
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Indem wir nun (wie oben in I) die Zahl s’ jener Riickkehr- 
schnitte successive gleich 1,2--- 2 — K™”, setzen, ergiebt sich: 


Eine Fliche mit umkehrbarer Indicatriz von der Charakteristik 
K# kann 
(2— K"—1), (2— K#—2).---2,1,0 
Randcurven besitzen. 
Speciell kommt also: 


Geschlossene Fliichen mit umkehrbarer Indicatrix kinnen sowohl 
eine gerade wie auch eine ungerade Charakteristik besitzen. 


Die Flichen mit umkehrbarer Indicatrix lassen sich aus unseren 
Grundflichen auch dadurch herstellen, dass man einige, 26 der Rinder 
paarweise auf einander bezieht (wie in I geschehen) und andere in 
der Weise von II ,,diametral auf sich selbst. Dabei entstehen indess 
keine neuen Flichen; vielmehr gilt der Satz, dass in jeder so ent- 
standenen Fliiche ein System von s’ = 26 + o’ in sich zuriicklaufenden, 
einander nicht schneidenden Curven gezogen werden kann, welches 
geeignet ist, das vorige System der Riickkehrschnitte zu ersetzen und 
wobei jetzt sdmmtliche Curven diametral auf sich selbst bezogen sind. 
Fig. 3 zeigt eine Fliche, in welcher die Curve A diametral auf sich 
selbst bezogen ist [wie es die Zuordnung der Punkte 1, 1'; 2, 2’; 3, 3’ 
angiebt], wihrend die Curven B und C auf einander bezogen sind, 
so dass a, a’; b, 0’; c,c eimander entsprechende Punkte sind. Die 
Curven A, B, f, welche beziiglich durch die Punkte 1, (1’); a, (a’) 
dann 2, (2’); b, (b’) und endlich 3, (3) hindurchgehen, sind neue 
Curven, lings deren sich die Indicatrix umkehrt. Sie bilden zusammen 
ein System von die Fliche nicht zerstiickenden Riickkehrschnitten, 
welche das erstere zu ersetzen vermag [wie man sich leicht durch 
Neuanordnung der Fliche tiberzeugt] und fiir welches jetzt jede einzelne 
Curve diametral auf sich selbst bezogen ist. 


Fig. 4 zeigt endlich noch die dritte Méglichkeit fiir die Her- 
stellung von Flichen mit umkehrbarer Indicatrix. Die beiden Rand- 
curven A und B einer Fliche sind paarweise aufeinander bezogen, 
aber nicht wie vorhin ,,gleichsinnig“, sondern ,,wngleichsinnig“, wie 
durch die aufeinander bezogenen Punkte a, a’; b, b'; c,c’ fixirt ist. 
Dann entsteht gleichfalls eine Fliche mit umkehrbarer Indicatrix. 
Analog wie vorhin sind aber wieder die eingezeichneten Curven A, B 
geeignet, die beiden auf einander bezogenen Curven A, B zu ersetzen, 
und stellen ein System von auf sich selbst bezogenen einander nicht 
schneidenden Riickkehrschnitten dar (also solcher, lings deren die 
Indicatrix sich umkehrt), — wie sich ebenso wie vorhin durch Um- 
ordnung der Fliche ersichtlich machen lasst. 
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Die Methode II reicht also zur Ableitung der ee mit 
umkehrbarer Indicatrix aus. 

Wir ersehen weiter: 

Bei einer Fliiche mit umkehrbarer Indicatrix von der Charakte- 
ristik K” mit r Randcurven kann man ein ,,vollstiindiges System von 
Riickkehrschnitten* — durch welches also die Fliche in eine Grund- 
fliche verwandelt wird — zusammensetzen aus o’ Riickkehrschnitten, 
lings deren die Indicatrix sich umkehrt und aus 6 + 6” Riickkehr- 
schnitten, lings deren sich die Indicatrix nicht umkehrt; dabei sind 
die (getrennten) Riinder der letzteren Schnitte bei o Curven ,gleich- 
sinnig* bei 6” ,,ungleichsinnig“ auf einander bezogen, und es ist 
(4) K¥ =2—r—o’'— 2(6+ 6"). 

Der kleinste Werth, den o’ annehmen kann, ist Null*) bez. Eins (je 
nachdem (r+ K”) gerade oder ungerade ist), und dann erreicht die 
Gesammtzahl der nichtzerstiickenden Riickkehrschnitte ihren Minimal- 
werth 

a—r—K" —r—K" 

—eoro bez. an’ 
andererseits erreicht diese Gesammtzahl der nicht zerstiickenden Rick- 
kehrschnitte ihren Mazximalwerth: 

2—r—K" 

wenn 6 = 0 und o” = (0, also das volle System der Riickkehrschnitte 
aus lauter Schnitten, liings denen sich die Indicatrix umkehrt, besteht. 

Wihrend also bei Flichen mit nicht wmkehrbarer Indicatrix die 
Anzahl der nichtzerstiickenden, einander nicht schneidenden Riickkehr- 
curven, welche ein ,,vollstindiges System“ bilden, stets dieselbe, ndmlich 
gleich 2—r—K" ist, variirt diese Zahl (je nach der Wahl der Schnitte) 
fiir Fliichen mit umkehrbarer Indicatriz innerhalb der beiden angegebenen 
Grenzen. In der Tabelle auf pag. 487 ist bei den Flichen mit um- 
kehrbarer Indicatrix jener Minimal- und Maximalwerth eingetragen. 

Beziiglich derjenigen Systeme von Schnitten, welche eine Fliche 
mit umkehrbarer Indicatrix in eine Elementarfliche verwandeln, gilt 
nun (man vergl. hier den analogen Satz auf pag. 479) das Folgende: 

Es sei die Zerschneidung einer Fliiche F in eine Grundfliche F’ 
durch irgend eines der eben besprochenen vollstiindigen Systeme von 
Riickkehrschnitten getroffen. J’ besitzt dann 

r+s—=r+o'+ 26+ 20” 
Rander der oben angefiihrten Arten. Die r-+s—1 noch nothwen- 
digen Querschnitte, welche F”’ in eine Elementarfliche verwandeln, 
lassen sich dann stets so wihlen (durch Verbinden je entsprechender 








*) In diesem Falle sind dann nothwendig die Rinder mindestens eines der 
iibrigen Riickkehrschnitte wngleichsinnig aufeinander bezogen. 
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Randpunkte), dass 6 + 6” derselben als Riickkehrschnitte auf der ur- 
spriinglichen Flaiche F erscheinen. Auf dieser sind dann im Ganzen 
o+26+ 26" =—2—r—K" 

Riickkehrschnitte verzeichnet, von denen 6’ (diejenigen, lings deren 
die Indicatrix sich umkehrt) isolirt laufen, die anderen 26 + 20” je 
paarweise sich schneiden. Weiter verbinden o’ + r — 1 Querschnitte 
jene ersten Riickkehrschnitte und die r Rander von F. Analog also 
wie oben ftir die Flichen mit nicht umkehrbarer Indicatrix erschliessen 

wir hier: 

Die Anzahl der auf F nothwendigen Riickkehrschnitte fiir die 
canonische Zerschneidung in eine Elementarfliache ist constant 
und gleich dem oben erhaltenen Maximalwerth der auf’ der Fliche még- 
lichen nicht zerstiickenden, einander nicht schneidenden Riickkehrschnitte. 

Wenn es sich um eine geometrische Darstellung der Flichen mit 
umkehrbarer Indicatrix handelt, so ist zunichst fiir die eine Fliche 
von der Charakteristik 1, welche durch diametrale Zuordnung des 
Randes einer Elementarfliiche entsteht, zu beachten, dass sie in un- 
serem Raume im Endlichen nicht ohne Doppelcurve dargestellt werden 
kann. Wir wihlen als einfachstes Bild die in Figur 5 (Tafel II) dar- 
gestellte Fliche, in welcher die iussere Contour als Umriss der zwei- 
blittrig iiber der Zeichnungsebene ausgebreiteten Fliche zu denken ist, 
wihrend die Linie AB eine Doppelcurve, bei A und B in Cuspidal- 
punkten (Pinch-points) endigend, ist*). Die eingetragene Linie S stellt 
einen Riickkehrschnitt dar, welcher die Fliiche in eine Elementarfliche 
[mit jenem Schnitt als diametral auf sich bezogenem Rande] ver- 
wandelt und lings welchem die Indicatrix der Fliiche sich umkehrt. 

An Stelle dieser Fliche kann, wenn wir von der Endlichkeit ab- 
sehen, die Ebene als Repriisentant treten, sofern wir das Unendlichweite 
derselben im projectivischen Sinne deuten. Dann stellt niamlich die 
Ebene, weil die von einem Punkt diametral aus einander laufenden 
Richtungen in einander tibergehen, eine Fliche mit umkehrbarer 
Indicatrix dar.**) In gleicher Weise wie in § 5 sind nun die in den 
Figuren 7a, b, 10a, b,c gegebenen verschiedenen Formen fiir die ge- 
schlossenen Flichen mit umkehrbarer Indicatrix von der Charakteristik 
0 und der Charakteristik — 1 aufzufassen. Die Flichen mit Rand- 
curven kénnen aus diesen durch Eintraguug je einer, zwei... Oecff- 
nungen gewonnen werden, wobei sich jedesmal die Charakteristik um 
eins vermindert. Statt dessen sind in den Figuren 6, 8 u. 9 andere 
Formen dieser berandeten Viichen mit umkehrbarer Indicatrix gesetzt 


*) In § 4 ist eine derartige Fliche in analytischer Definition niher behandelt, 

**) Man vergleiche den Aufsatz von Klein in den Math. Annalen bd, VII. 

pag. 550 ,,Ueber den Zusammenhang der Fliichen.* Beziiglich der dort getroffenen 
Abziihlung des ,,Zusammenhangs“ vergleiche den folgenden § 4. 
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worden*), welche zeigen, dass nur die geschlossenen Flichen von um- 
kehrbarer Indicatrix in unserem Raume nothwendig Doppelcurven be- 
sitzen miissen**) , die berandeten aber nicht. In diesen letzteren Figuren 
sind dabei die Contouren als die Riander der Flichen und diese selbst 
nur einblittrig iiber der Zeichenebene ausgebreitet zu denken. 


§ 4. 
Beziehung der Charakteristik zu der Zusammenhangszahl nach Riemann, 
und zu den weiteren, anschliessenden Abzihlungen. 


I. Die von Riemann eingefiihrte Zahl Z fiir den Zusammenhang 
einer Fliiche***) ist definirt als die wm eins vermehrte Anzahl von Quer- 
schnitten, welche nothwendig sind, wm die Fliche in eine Elementar- 
fliiche zu verwandeln. Diese letztere erscheint dabei als vom Zusam- 
menhange 1; die (im vorigen Paragraphen gebrauchten) ,,Grundflichen“ 
mit r Randcurven (denen wir dort die Charakteristik K” —2—r 
zugewiesen haben) erhalten die Zusammenhangszahl Z =r. Um die 
Regel der Bestimmung des Zusammenhangs auch auf geschlossene 
Flichen ausdehnen zu kénnen, sind diese nach Riemann mit einer 
kleinen Oeffnung versehen zu denken; die Kugel z. B. wird damit als 
von gleichem Zusammenhange, 1, mit der Elementarfliche bezeichnet; 
der Ring erhilt die Zusammenhangszahl 3 u. s. w. Schliflit) hat 
darauf hingewiesen, dass es consequenter ist, statt dessen die Zahl fiir 
den Zusammenhang der geschlossenen Flichen um eins zu vermindern; 
wir bezeichnen diese neue Zahl mit Klein als den ,,wngewdhnlichen 
Zusammenhang“; derselbe betriigt also fiir die Kugel Null, far den 
Ring 2, u. s. w. 

Unter Z den Riemann’schen, unter Z den ungewdhnlichen Zu- 
sammenhang verstanden, ergiebt der Vergleich dieser Abzdhlung mit der 
in § 2 getroffenen sofort die Beziehung zur Charakteristik, zundchst fiir 
eine aus einem einzigen Stiicke bestehende Fliiche in den Formeln: 


*) Man vergleiche hier auch die schon erwihnte Dissertation von Weichold. 
Die hier gewiihlten Formen sind von dem Princip aus entworfen, die Randcurven 
der Flichen zugleich als den vollstdéndigen Umriss zu benutzen. 

**) Vergl. hierzu auch pag. 489. Man erkennt gleichzeitig an den Formen 
a, b der Fig. 7 und a, b, c der Fig. 10, dass bei den geschlossenen Flichen fiir jede 
beliebige Charakteristik nur das Vorhandensein einer einzigen Strecke auf der 
Fliche als Doppelcurve nothwendig ist wnd dass sie von da beliebig bis zu 
(— K+ 2) Strecken als Doppelcwrven variiren kann; selbstverstiindlich sind 
hierbei geschlossene Curvenziige, die als Doppelcurven der Fliche in beliebiger 
Zahl auftreten kinnen, irrelevant. 

*“**) Es handelt sich zuniichst nur um Flichen mit nicht umkehrbarer 
Indicatrix. 

+) Man sehe den Eingangs erwiihnten Aufsatz von Schlifli, Crelle’s J. 
Bd. 76, pag. 152, Anm., sowie den Aufsatz von Klein, Math, Annalen Bd, VII, 
pag. 550, Anm, 
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3—-Z= 
(fiir geschlossene Fliaichen) on 
(4) Ki = 9_¢ =2—Z. 


(fiir berandete Flaichen) 


II. Neumann hat zuerst die Riemann’sche Abzihlung auf ein 
System von Fliichen ausgedehnt und die Definition der ,,Grundzahl“ 
G fiir ein Flichensystem gegeben durch die Formel: 


(5) G =i >) Z,42—2n:; 


dabei bedeuten Z,, Z,,...Z, die Riemann’schen Zusammenhangszahlen 
(Grundzahlen) der einzelnen Flichenstiicke, n ist die Anzahl der Theile.*) 
Man kann, ohne das Princip, nach welchem die Grundzahl des Systems 
aufgestellt ist, zu aindern, die Formel (5) unverdndert auch anwenden 
zur Definition einer ,,ungewdhnlichen Grundeahl“ G fir das System, 
wenn man nur auch in der Summe die ungewdhnlichen Zusammen- 
hangszahlen Z; einsetzt. Zwischen den Grundzahlen G und G besteht 
dann eine Relation, welche noch von der Anzahl g der im System 
enthaltenen geschlossenen Flichen abhiingt: 
G=G+4g. 

Aber die neue Formel steht in directem Zusammenhang mit unserer 
in § 2 gegebenen Formel. Bezeichnen wir nimlich mit Z; die Zahlen 
fiir den ungewdhnlichen Zusammenhang der einzelnen Theile und 
bez. je die Charakteristiken derselben mit K;”, so geht die Formel 
(5) unter Beriicksichtigung von (4) direct in die § 2 abgeleitete Formel 
fiir die Charakteristik eines Flichensystems 


(1) Ku = > KH 

iiber, welche gegeniiber Formel (5) den Vortheil besitzt, dass sie, als 
directe Summe der Kinzelcharakteristiken, die Zahl der Theile nicht 
enthdlt. Dabei ist wieder die Gesammtcharakteristik K” des Systems 
mit der Grundzahl G desselben, der Formel (4) analog, verbunden 
durch die Relation 


(6) K" —2—G. 


III. Fasst man, wie dies Schlafli vorgeschlagen hat, die Flichen 
mit umkehrbarer Indicatrix als doppelt bedeckt auf, wobei die beiden 
Blitter jedesmal liings der Curven in einander iibergehen, welche die 





*) Vergl. Neumann: ,,Riemann’s Theorie der Abel’schen Integrale“ (1865), 
pag. 304ff., sowie noch ausfiihrlicher in der 2. Aufl. (1884) pag. 152 ff. 
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Umkehrung der Indicatrix herbeifiihren, so kann man auch auf sie die 
Abzihlung der Flichen mit nicht umkehrbarer Indicatrix tibertragen. *) 
Die so fiir Flichen mit umkehrbarer Indicatriz fixirte Zusammenhangs- 
zahl Z steht aber jetet 2u der Charakteristik, bei welcher wir die Fliche 
nicht als eine doppelt iiberdeckte auffassen, in der Beziehung 

Z 


a 


(7) reat 





Fiir die Betrachtung von Fliichensystemen bildet diese Zusammenhangs- 
zahl Z gegeniiber der Charakteristik K” den Nachtheil, dass sie nicht 
mit den Zusammenhangszahlen der Flichen mit nicht umkehrbarer 
Indicatrix zusammengefasst werden kann, wenn man nicht consequenter 
Weise auch diese letzteren als Systeme von doppelt iiberdeckten Flichen 
abzihlen wollte**), 


IV. Fiir aus einem einzigen Stiicke bestehende geschlossene Flichen 
formulirt man, sofern sie als frei im Raume gelegene Riemann’sche 
Fiichen zur Darstellung des Werthevorrathes und Verlaufes der Func- 
tionen eines complexen Argumentes dienen, (wobei stets nur die eine 
Seite der Fliche mit Functionswerthen belegt zu denken ist) den Be- 
griff des Geschlechtes p (Ranges) — zuniichst bei Flichen mit nicht 
umkehrbarer Indicatriz als 





i 
(8) pos, 
weist also der Kugel das Geschlecht 0, dem Ringe das Geschlecht 
1 u. s. WwW. zu. 

Weiler ist die Auffassung auch berandeter F lichen als geschlossener 
Flachen, die , doppelseitig mit Functionswerthen belegt, lings der Rand- 
curven zusammenhingen, im Anschluss an Bemerkungen von Schwarz 
und Schottky zur Darstellung symmetrischer Riemann’scher Flichen 
von Klein ausfihrlicher verwendet worden***), Die hierbei getroffene 
Unterscheidung von orthosymmetrischen und diasymmetrischen F lichen 
entspricht dem Umstand, dass die zur Ausbreitung der Functionswerthe 
verwendeten berandeten F lichen solche mit nicht umkehrbarer bez. mit 
umkehrbarer Indicatrix sind. So kommt es, dass auch diesen berandeten 





*) Man vergl. hierzu die schon erwihnten Abhandlungen von Klein, Math. 
Annalen Bd, VII, pag. 551, ferner Bd. XIX, pag. 159 und in ,,Riemann’s Theorie“ 
§ 23, sowie die Weichold’sche Dissertation. In den beiden letztgenannten 
Arbeiten ist die Abziihlung fiir die sogleich zu besprechende Geschlechtszahl p 
getroffen. 

**) Klein, Math. Annalen Bd. VII, pag. 551. 
***) Man vergleiche fiir die Citate die Anmerkungen in der Einleitung p. 458 
sowie pag. 462. 
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Fliichen eine bestimmte Zahl p entsprechend gesetet werden kann. Diese 
ist, wenn wir die Charakteristik K” auf die nicht doppelseitig auf- 
gefasste Fiche beziehen: 


(9) p=—1— KX, 


§ 5. 
Zusammenstellung der Abzihlungen fiir aus einem Stiick bestehende 
Flachen. Stetige Abbildung zweier Flichen aufeinander. 


Es erscheint nicht unzweckmissig, die fiir Flichen mit nicht um- 
kehrbarer und mit umkehrbarer Indicatrix in § 3 gewonnenen Resultate 
tabellarisch zusammenzustellen, um daraus noch einige Schliisse iiber 
diejenigen Abziihlungen zu machen, welche nothwendig sind, um fiir 
zwei Flichen die Méglichkeit umkehrbar, eindeutiger stetiger Beziehung 
aller ihrer Elemente zu constatiren, Wir beziehen die folgende ‘l'abelle 
auf Flichen, welche aus einem einzigen zusammenhiingenden Stiicke 
bestehen, und fiigen der Angabe der charakteristischen Zahl, der 
Randecurven und Riickkehrschnitte noch die Grundzahl nach der Neu- 
mann’schen Abziihlung (bez. nach der Klein’schen, fiir Flichen 
mit umkehrbarer Indicatrix) bei. 


Die Tabelle ergiebt sofort die folgenden Sitze fiir aus einem Stiick 
bestehende. Flichen: 


I. Geschlossene Flichen von ungerader Charakteristik sind stets 
Fliichen mit umkehrbarer Indicatriz. 

Fiir geschlossene Fliichen von gerader Charakteristik reicht die 
Charakteristik allein nicht aus, um dieselben als Flaichen mit umkehr- 
barer bez. nicht umkehrbarer Charakteristik zu erkennen. 

Der Satz ist ein specieller Fall des folgenden: 

Weiss man bei berandeten Fliichen, ob die Anzahl] der Randcurven 
gerade oder ungerade ist, so gilt: 

II. Fléchen von gerader Charakteristik und ungerader Anzahl von 
Randcurven, sowie Flachen von ungerader Charakteristik und 
gerader Anzahl von Randcurven sind stets Flichen mit um- 
kehrbarer Indicatriz. 


Fir die iibrigen Categorien reichen die obigen Kriterien zur 
Unterscheidung nicht aus. Beziiglich der durch die Charakteristik 
allein gegebenen Unterscheidung gilt sonach der Satz: 

Ill. Nur die geschlossenen Flichen von ungerader Charakteristik 

werden durch diese allein als Flichen von umkehrbarer Indi- 
catria erkannt. 
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*) Vergl. beziehungsweise die Figuren 5—10 der Tafel II. 








Beitriige zur Analysis situs I. 487 
Tabelle. 
Zugehiérige Zusam- 
Anzahl der Riickkehrschnitte | ™e0bangszahl 
eines,,vcllstiindigen Systems“ Z 
Charak- sae fir Flichen mit (ungewohnlicher 
teristik . Zusammenhang) 
K. der Rand: umkehrbarer Indi- | fiir die Flichen mit 
curven. nicht um- catrix : nicht um-| umkehr- 
kehrbarer| Minimal-| Maximal-|;ehrbarer| barer 
Indicatrix| zahl zahl: Indicatrix. 
2 0 0 — — 0 ~~ Grundform. 
(Kugel) 
1 1 0 — - 1 a Grundform. 
(Elementarfliiche) 
0 — 1 a a 2 
0 2 0 — — 2 -- Grundform. 
1 = 1 1*) — 4 
0 1 1 2*) 2 4 
—1 3 0 _ - 3 - Grundform. 
2 _ 1 1*) = 6 
1 1 1 2*) 3 6 
0 — 2 3*) -- 6 
—2 4 0 — — 4 = Grundform. 
3 — 1 1 — 8 
2 1 1 2 4 8° 
1 — 2 3 -— 8 
0 2 2 4 4 8 
—3 5 0 — — 5 —- Grundform. 
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Indem man von der Erzeugung aller Flichen aus den Grundformen 
ausgeht, ergeben sich fiir die Méglichkeit wumkehrbar eindeutiger stetiger 
Abbildung aller Punkte zweier (je aus einem Stiicke bestehender) Flichen 
aufeinander die folgenden Bedingungen*) als nothwendig und hin- 
reichend: 
1. Die Flichen miissen zur gleichen Classe, Flichen mit nicht um- 
kehrbarer Indicatrix bez. Flichen mit umkehrbarer Indicatriz, 
gehoren. 


2. Ihre Charakteristiken miissen tibereinstimmen. 
3. Die Anzahl der Randcurven muss bei beiden dieselbe sein. 


Die Art der Zuordnung der Randcurven kann dann noch beliebig 
getroffen werden. Betreffs der gegenseitigen noch auf verschiedene 
Weisen méglichen Zuordnung der einzelnen Curven eines vollstindigen 
Systems nicht zerstiickender Riickkehrschnitte in beiden Flachen ist 
fir Flichen mit umkehrbarer Indicatrix noch auf den Unterschied von 
»tttickkehreurven mit umkehrbarer Indicatrix“ und solchen ,,mit nicht 
umkehrbarer Indicatriz“ — bei den letzteren noch darauf, ob die beiden 
Rander der Curve gleichsinnig oder ungleichsinnig auf. einander be- 
zogen sind**) — 2u achten. 

Die Bedingung (2) kann auch ersetzt werden durch die folgende: 


2a. Die Mazximalzahl der nicht zerstiickenden, einander nicht 
schneidenden Riickkehrschnitte (welche also ,,ein vollstindiges 
System“ bilden) muss in beiden Flichen dieselbe sein. 


Dabei giebt (pag. 481) fiir Flichen mit umkehrbarer Indicatrix 
das aus lauter Riickkehrschnitten mit umkehrbarer Indicatrix bestehende 
System diese Maximalzahl; die Anzahlen fiir andere vollstiindige Systeme 
kénnen fiir die Bestimmung nicht ohne gleichzeitige Unterscheidung 
der verschiedenen Arten von Riickkehrschnitten verwendet werden. 

Die vorstehenden Sdtze ergeben gleichzeitig die zu einer volistin- 
digen Beschreibung einer Fliche im Sinne der Analysis situs beziiglich 
ihrer absoluten Eigenschafien nothwendigen Daten. 

Der folgende Abschnitt beschiftigt sich nun mit denjenigen 
Operationen, die fiir eine analytisch gegebene zweidimensionale Mannig- 
faltigkeit auszufiihren sind zur Bestimmung der Charakteristik. Beziiglich 
derjenigen Untersuchungen, welche fiir eine weitere Discussion der 
gestaltlichen Verhiiltnisse einer Fliche im Sinne der Analysis situs 
(also speciell z. B. fiir die Entscheidung der in den vorstehenden 








*) Danach sind die schon Eingangs citirten Untersuchungen von C. Jordan 
in dem Aufsatze ,,Sur la déformation des surfaces‘ (Liouville’s J. Serie 2, Bd. XI, 
pag. 105), sowie die Formulirung in § 5 der Weichold’schen Dissertation zu 
pricisiren. 
**) Vergl. pag. 480. 
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Siitzen discutirten Fragen) anzustellen sind, sei auf meine ,,Beitriige 
zur Analysis situs III“ (in den Berichten der k. sachs. Ges. d. W. zu 
Leipzig. v. J. 1887) verwiesen. 


II. Abschnitt. 


Bestimmung der Charakteristik fiir gewisse, analytisch 
gegebene, zweidimensionale Mannigfaltigkeiten. 


§ 6. 
Allgemeine Formulirung fiir Flichen ohne Singularititen. 


Im dreidimensionalen Raume sei eine zweidimensionale Mannig- 
faltigkeit folgendermassen fixirt: 

Gegeben seien zwei Flichen durch ihre Gleichungen 
(1) p(x, y,2)=0, (2, y, 2) = 9; 
wir nehmen dieselben im Endlichen liegend, tibrigens aus einer be- 
liebigen Zahl von Theilen bestehend an, Als das ,,Innere“ einer 
Fliche seien diejenigen Theile des Raumes bezeichnet, fiir welche die 
betr. Function g (bez. w) kleiner als Null ist, und dabei sei wieder 
das Vorzeichen von g (w) so gewihlt, dass m (w) im Unendlichen 
positiv wird, also der ,,unendlich ferne Punkt“ im Aussenraume jeder 
der Flichen liegt. 

Wir fragen nach der Charakteristik derjenigen Theile von o = 0, 
welche im Innern von w = 0 liegen. 

Diese Theile bilden eine im Allgemeinen aus mehreren Stiicken 
bestehende Fliche, die von der Randcurve p=0, » =O begrenzt 
ist, Wir treffen zuniichst noch die Einschrinkung, dass dieses Gebiet 
keine singuliren Punkte — weder Knotenpunkte noch Doppelcurven 
besitze, d. h. dass die Function g(a, y, 2) nicht zusammen mit ihren 
ersten Ableitungen fiir eine endliche oder unendliche Anzahl von 
Punkten verschwinde. Damit schliessen wir das Vorkommen von Flichen 
mit umkehrbarer Indicatriz aus. Aus der Méglichkeit, fiir die in un- 
serem Raume gelegenen Fliichen mit umkehrbarer Indicatrix die 
Normalenrichtung in einem Punkte der Fliiche beim Durchlaufen eines 
geschlossenen Weges umzukehren, folgt nimlich sofort, sofern es sich 
um geschlossene Flachen handelt, dass auf einem solchen Wege eine 
ungerade Anzahl mal Knotenpunkte bez. Doppelcurven durchsetzt 
werden miissen.*) Wir behandeln diese Vorkommnisse besonders im 
§ 13, schliessen aber hier zur iibersichtlichen Darstellung das Auftreten 
von Doppelcurven fiir alle zu betrachtenden Fliichen aus, wihrend 


*) Vergl. etwa Darboux, Legons sur la théorie générale des surfaces, p. 360. 
Mathematieche Annalen, XXXII. 33 
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Knotenpunkte fiir specielle Flichen der weiterhin zu discutirenden 
Flichensysteme auftreten werden, und gerade solche Punkte sich als 
Uebergangsstellen fiir die bei Flachen ohne Knotenpunkt abzuzihlende 
Charakteristik ergeben werden. 

Analog wie in §3 des I. Theiles fiir lineare Mannigfaltigkeiten 
legen wir auch hier gewisse Entstehungsprocesse fiir die jetzt abzu- 
zihlenden M¥” zu Grunde, welche wir in den verschiedenen Stadien 
rechnerisch verfolgen kénnen. Dazu bieten sich sofort drei (den im 
ersten Theile angefiihrten analoge) Wege: 

I. Wir lassen die Fliche gm =O entstehen, indem wir dieselbe 
als in irgend einer einfach unendlichen Schaar 
(2) O(a, y, 2, 4) = 0 
von Flichen enthalten denken. Kennen wir dann fiir irgend ein Indi- 
viduum der Schaar die Charakteristik seiner innerhalb ~ = 0 liegenden 
Theile, so kénnen wir von hier aus die Aenderungen der Charakte- 
ristik verfolgen, die sich ergeben, wenn wir die Schaar bis zu op =0 
hin durchlaufen. 

II. Wir lassen die Mannigfaltigkeit ~ — 0 aus einer einfach un- 
endlichen Schaar 


(3) v (x, Y; 4, #) = 0 
entstehen und verfolgen, wie die Theile der festen Fliche o = 0 
successive in den sich findernden Innenraum von ¥ eintreten. 

III. Wir nehmen eine von » und w ganz unabbiingige, einfach 
unendliche Mannigfaltigkeit von Flichen: 

(4) X(a, y, 2, v) = 0 

zu Hilfe und achten darauf, wie sich die Charakteristik der im Innern 
einer solchen Fliaiche liegenden Theile der Mannigfaltigkeit o — 0, 
w < 0 andert mit aindernder Flache X. 

Alle diese Aenderungen finden wieder sprungsweise statt an gewissen 
besonderen Stellen der zu Grunde gelegten Flaichensysteme. Im folgen- 
den Paragraphen fixiren wir dieselben durch Angabe der (auch geo- 
metrisch leicht zu erkennenden) Punktcharaktere jener Sprungstellen. 
Indem wir dann die Summe dieser Punktcharaktere zwischen swei be- 
stimmten Flichen des Flichensystems als unabhingig von dem speciellen 
dazwischengeschalteten Systeme erkennen, ergeben sich wieder bemerkens- 
werthe Relationen zwischen den singuliren Stellen solcher Systeme, die 
wir anschliessend allgemein formuliren, um sie in § 12 an zwei ein- 
fachsten Beispielen noch niiher durchzufihren. 


. 
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§ 7. 
Punktcharakter fiir die Sprungstellen der Charakteristik. 
Erste Abzéhlung. 

Die Charakteristik der Theile einer Fliche des Systems 
(2) (x, y, 2,4) = 90, 
welche im Innenraume von #(2, y, 2) = 0 liegen, iindert sich, wenn 
wir von einer Fliche 4 zu einer folgenden A +- dA iibergehen, im All- 
gemeinen nicht, solange nicht 

A. Beriihrungen mit der Fliche » = 0 eintreten, und 

B. Singuliire Punkte bei den Flichen des Systems © —O auf- 
treten. 

A. Die Beriihrungspunkte von Flichen ® = 0 mit y = 0 trennen 
sich zuniichst in solche, fiir welche die zugehérige Schnittcurve beider 
Flichen einen isolirten bez. einen nicht isolirten Doppelpunkt erhiilt. 
Betrachten wir nun drei aufeinander folgende Flichen =O, den 
Parametern (A,—dA), 4,, (Ax-+dA) entsprechend (worin dA eine 
positive Aenderung bezeichnen soll), und nehmen an 

a) die Fliche (A,) beriihre in einem isolirten Punkte die Fliche 
~=0. Dann kann beim Durchgang von (A,—daA) zu (Ax+dA) 

a) ein Elementargebilde Z” im Innenraume von ~=0 entstehen, 

b) ein solches verschwinden , 

c) eine Oeffnung in dem innerhalb » = 0 gelegenen Theile der 
sich indernden Fliche entstehen, 

d) eine solche verschwinden. 

Die Fille (a) und (d) sind mit + 1 ihrem ,,Punktcharakter“ nach 
fiir die Aenderung der Charakteristik der Fliche  —0 in Rechnung 
zu ziehen, die Fille (b) und (c) mit — 1. 

Nehmen wir andererseits an 

B) die Filaiche (4,) beriihre die Fliche »—0O in einem nicht- 
isolirten Doppelpunkt, so werden hier beim Uebergang von der Fliiche 
(Ax —d@a) nach (A4x-+-dA) entweder 

e) zwei im Innern von » = 0 gelegene, getrennte Theile der 
sich aindernden Fliche sich vereinigen, oder 
f) ein Flichenstiick in zwei sich trennen. 

Fall (e) ist mit — 1, Fall (f) mit +1 seinem Punktcharakter 
nach zu bezeichnen. 

Nun hat man zuniichst fiir die Bestimmung der Berthrungspunkte 
von Flichen des Systems (x, y, 2,4) = 0 mit » — 0 die Bedingungs- 
gleichungen : 

(5) O=—0, ¥=—0, O,—xy,=—0, O,—xy,=—0, O,—xy,=—0 
und dabei tritt die Beriihrung in einem isolirten bez. nicht isolirten 
33* 
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Doppelpunkt der Schnittcurve von © und y ein, je nachdem die Deter- 
minante 
D1, — *Y, Dip — #Y. Oy — 43 
Do — HY Dy9 — KY. P23 — x, O, 
3, — 3, Dy. — Xx. %3;—*d3, 
®, ®, ®, 0 


(6) He = 


positiv oder negativ ist. 

Die vorhin bezeichneten Fille (a), (d) und (e) kénnen weiter von 
den andern (b), (c) und (f) durch das Verhalten der in das ,,Innere“ der 
Fliche » = 0 im Beriihrungspunkte errichteten Normalen unterschieden 
werden: In den drei erstgenannten Fillen treffen wir mit dieser Normale 
auf die Fliche (4,-+ da) d. h. auf die der Flache (A,) folgende Fliche; in 
den drei letztgenannten Fiillen trifft die in den Innenraum von » = 0 
gerichtete Normale die Flache (4,—dA), d.h. die der Flache (A,) 
vorangehende Fliche. Dieser Unterschied ergiebt sich aber nach kurzer 
Rechnung als gegeben durch das positive bez. negative Vorzeichen des 
Productes 
) xO, 
wo x wieder die aus den Gleichungen (5) fiir den jeweiligen Beriihrungs- 
punkt berechnete Constante, ©, die an eben der Stelle berechnete Ab- 
leitung von © nach dem Parameter 4 bezeichnet. 

So ergiebt sich schliesslich der Punktcharakter 4-1 bez. — 1 fiir 
die Beriihrungspunkte der Flichen des Systems & = 0 mit y = 0 fiir 
die gewollte Abzdhlung als gegeben durch das positive bez. negative Vor- 
zeichen des Productes der beiden Ausdriicke (6), (7) also (indem wir 
wieder von der schon im ersten Theil (vgl. pag. 469) angewandten 
Kronecker’schen Bezeichnungsweise Gebrauch machen) aus der Formel: 
(8) [x + 0, + Ho]. 

B. Nun haben wir noch zu untersuchen wie sich die Charakte- 
ristik indert beim Durchgang durch einen singuliren Punkt des Systems. 
Es sind dies die im Innern von » =O gelegenen Stellen, fiir welche 
(9) o=0, %—0, %—0, 0o—0 
wird, die Knotenpunkte des Systems, sofern wir hier von der Behand- 
lung weiterer Singularitiiten absehen. Sie trennen sich in 

«) Knotenpunkte mit imaginiirem Tangentialkegel (isolirte Knoten- 
punkte) und 

8) Knotenpunkte mit reellem Tangentialkegel (nichtisolirte Knoten- 
punkte). 

(a) Entsteht ein isolirter Knotenpunkt dadurch, dass beim Ueber- 
gang von der ,,vorausgehenden“ Filiche 4, — dd, durch 4,, zu a, + da 
(der auf den Knotenpunkt folgenden Flaiche) ein neuer, den Knoten- 
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punkt ellipsoidisch umgebender Flichentheil auftritt, so indert sich 
dabei die Charakteristik der sich deformirenden Fliiche @ um + 2; 

(b) Sie aindert sich umgekehrt um — 2, wenn im isolirten Knoten- 
punkte ein solcher elliptischer Flichentheil verschwindet; 

(c) Wenn beim Durchgang durch einen nichtisolirten Knotenpunkt 
ein Flaichentheil (der in der Anniherung an den Knotenpunkt hyper- 
bolische Kriimmung aufweist) abgeschniirt wird in zwei (nach dem 
Durchgang durch den Knotenpunkt elliptisch gekriimmte) Theile, so 
wird dadurch die Charakteristik um + 2 geiindert, wihrend sie sich 
umgekehrt 

(d) um — 2 andert, wenn dieser Uebergang in der entgegenge- 
setzten Richtung erfolgt. 

Die hiermit bezeichneten Unterschiede lassen sich analytisch wieder 
auf die einfachste Weise fixiren und man erhilt den Satz: 

Der Punktcharakter der durch die Gleichungen (9) definirten singu- 
léren Punkte (Knotenpunkte) des Fliichensystems © = 0 im Innern von 
wv = 0 ist gegeben durch den Ausdruck: 


[Di %,. 9; 
(10) 2. [— %, i %,, %,, %,, ], 
5, 5, %;; 








(in welchem , wieder die Ableitung nach A bezeichnet). Der Factor 2 
entspricht dem Umstande, dass fiir unsere Charakteristik nach dem 
Obigen das Gewicht der singuliiren Punkte gleich +- 2 ist. 

Die Gesammtiinderung, welche die Charakteristik der im Innern 
von »y =O gelegenen Theile einer Fliche © — 0 erleidet, wenn wir 
von der Fliiche 4, zu einer anderen dg tibergehen, d. i. die Differenz 
der Charakteristiken beider Fliichen ist wnabhdingig von dem Wege, auf 
welchem wir von der Ausgangsfliche D(x, y, 2, Ac) = 0 zur Endfliche 
D(x, y, 2,48) =O tibergehen. Sie wird ausgedriickt als Summe iiber 
die Punktcharaktere einmal der Beriihrungspunkte der Flichen 6=0 
mit »y = 0, also der Doppelpunkte des auf » =O durch die Flaichen 
des Systems © =O ausgeschnittenen Curvensystems, dann tiber die 
Punktcharaktere der Knotenpunkte des Flichensystems; somit ergiebt 
sich eine Relation fiir die Anzahl dieser den Regeln (A) und (B) geméiss 
absusthlenden singuliren Stellen fiir irgend welche continuirlichen 
Fliichensysteme, welche wir zwischen diese beiden Flichen als Grenzen 
einschalten migen; diese Anzahl ist niimlich stets gleich dem Unter- 
schied der Charakteristiken jener beiden Grenefldchen. 
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§ 8. 
Punktcharakter fiir die Sprungstellen der Charakteristik. 
Zweite Abzihlung. 


Fragen wir nach den Aenderungen, welche die Charakteristik der 
im Innern von » =O gelegenen Theile von m =O erleiden, wenn 
wir diesen Innenraum abiindern, so kommen hier nur die Beriihrungs- 
stellen der (jetzt festen) Fliche » =O mit der sich aindernden Fliche 
(3) (2, y, 8, #) =0 
in Betracht. Diese Stellen sind definirt durch die Gleichungen 
(11) p=0, ¥=0, ¥,—x9,=—0, ¥,—xy,—0, ¥;—xg,=0. 
Nehmen wir nun zuniichst an, der Innenraum von Y wichst mit 
wachsendem Parameter pw (also Y, ist an der betr. Stelle negativ), so 
erkennt man, aus analogen geometrischen Ueberlegungen wie bei I, 
leicht, dass dann eine Beriihrung von g mit einer Fliche ¥Y mit +1, 
bez. —-1 fiir die Aenderung der Charakteristik ziihlt, je nachdem die- 
selbe in einem isolirten oder nicht isolirten Punkte erfolgt; und dass 
sich diese Aenderung umkehrt, wenn an der Beriihrungsstelle der 
Innenraum Y mit wachsendem w abnimmt (d. h. wenn ¥, positiv ist). 
Nun wird aber der Unterschied der Beriihrung in einem isolirten bez. 
nichtisolirten Punkte gegeben durch das positive bez. negative Vor- 
zeichen der Determinante 


Vir — 49 Vin - *%12 Vig — *%3 YY, 
Yor — *#Py Yoo — *Px» Vos — #9, V2 
V1 — *D3_ Von — *Pgq Vy3 — #93 VY; 

Y; ¥, Y; 0 


und also ergiebt sich schliesslich fiir diese Abzihlung der Punktcharakter 
der durch die Gleichungen (11) definirten Stellen durch die Formel 
(13) [— ¥,- Hw]. 

Betrachten wir jetzt in einem Intervalle zwischen zwei Flichen 
V(x, Y, 2, Ha) = 0 und ¥ (a, y, 2, ws) = 0 die Aenderung der Charakte- 
ristik der Fliche g =O, so bleibt diese Zahl, analog wie bei der 
ersten Abzihlung wieder ungeiindert, auf welche Weise wir auch von 
der einen F'liche zur andern durch ein continuirliches Flichensystem 
tibergehen; es ergiebt sich also eine zweite Relation fiir die Beriihrungs- 
punkte der Fliche p= mit irgend welchen zwischen den beiden 
Flichen (ta) = 0 und V(us) = 0 eingeschalteten Flichensystemen. 
Dieselbe besagt, dass die nach Formel (13) abgezihlte Zahl der Be- 
riihrungspunkte eines solchen Systems mit der Fliiche p = 0 (die 


(12) Wigy ane 
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Doppelpunkte eines auf po =O durch die Flichen des Systems aus 
geschnittenen Curvensystems) stets gleich der Differenz der Charakte- 
ristiken der innerhalb ¥(u.) = 0 und Y(us) = 0 gelegenen Theile von 
g = 0 ist*). 

Wir heben hier gleich noch den speciellen besonders anschaulichen 
Fall hervor, in welchem das auf der Fiche » = 0 durch ein System 
Y = 0 entstehende Curvensystem in dem betrachteten Intervall pu, bis 
Hs die Fliche » =O nur einfach bedeckt. Die niihere Discussion 
fiigen wir den Entwickelungen des folgenden Paragraphen an. 


§ 9. 
Punktcharakter fiir die Sprungstellen der Charakteristik. 
Dritte Abzéhlung. 


Betrachten wir drittens die Aenderungen, welche die Charakteristik 
der Mannigfaltigkeit p = 0, » < 0 erleidet, wenn wir ein Flichen- 
system 
(4) X(a, y, #, v) =0 
durchlaufen und dabei immer die in das Innere einer Fliche X=0 ein- 
tretenden Theile jener Mannigfaltigkeit abziihJen. Fiir diese Aenderungen 
kommen in Betracht: 

A. Die Beriihrungsstellen der Fliche g = 0 mit den Flichen des 
Systems X= 0, soweit sie im Innern von »=O liegen, also die 
Stellen fiir welche 


gp=0, X=0, ¥< 0, 
(14) X,; — *p, = 0, X,— #p, = 0, X; — xy, = 0 


ist. Sie zihlen genau wie die entsprechenden Beriihrungspunkte von 
y = 0 mit ¥ = 0 der vorigen Abzihlung II (Formel (12) u. (13)), sind 
also ihrem Punktcharakter nach gegeben durch die Formel: 
(15) [— X, - Hx]. 

B. Die Beriihrungsstellen der Flichen X = 0 mit der Randcurve 


y = 0, » = 0 unserer abzuziihlenden Mannigfaltigkeit, also die Stellen, 
fiir welche die Gleichungen 


(16) p=0, p=0, X=—0, A=, 


~ 


*) Dabei bezieht sich diese Relation, was zum Vergleich mit der im vorigen 
Paragraphen gegebenen hervorgehoben sein mag, jetzt lediglich auf die Doppel- 
punkte des Curvensystems, wihrend die in § 7 gegebene die Doppelpunkte eines 
Curvensystems (dort auf »=0 entstanden) mit den Knotenpunkten des zuge- 
hérigen Flachensystems (dort (4) = 0) in Beziehung setzt. 
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erfiillt sind, wo A die Functionaldeterminante der drei Functionen 
yp, v, X bedeutet: 








7, % X, 
A=|9, % X, 
9; Ys Xs 


Hier trennen wir zuniichst vier Arten der Beriihrung, indem wir 
fiir die beiden sich beriihrenden Raumcurven, in welchen die Fliche 
@ =0 von den anderen »~=—0O und X=0O geschnitten wird, die 
yinnere“ und ,,fiussere“ Beriihrung (auf der Fliche g = 0 betrachtet) 
in derselben Weise unterscheiden, wie wir dies in § 4 des ersten Theiles 
fiir zwei sich beriihrende ebene Curven gethan haben. Dann haben wir, 


wie dort: 
(a) (b) (c) (a) 
(Fig. 11*)|(Fig.11>)|(Fig.11*)|(Fig.114) 
Die Curve g = 0, 
w=0 verliuft im |Aussen-|Aussen-| Innen- | Innen- 
raum | raum | raum | raum |der Curve p=0, 


; X=0. 
Die Curve mg = 0, 


X = 0 verliuft im |Aussen-| Innen- | Aussen-| Innen- 
raum | raum | raum | raum |der Curve p=0, 


y= 0. 


Nehmen wir nun an, das Innengebiet von X =O wiichst mit wachsen- 
dem Parameter v, so entsteht (vergl. die Figuren 11*)) in Fall (a) eine 
Elementarfliche im Innern von X, wahrend in Fall (d) die Vereinigung 
zweier Gebiete statt hat; in den Fallen (b) und (c) tritt dagegen keine 
die Charakteristik andernde Umformung ein. 

Nehmen wir aber an, das Innengebiet von X = 0 nimmt ab mit 
wachsendem Parameter v, so verschwindet jetzt umgekehrt in Fall (a) 
eine Elementarfliche aus dem Innenraum X = 0, in Fall (d) tritt eine 
Trennung eines Fliachenstiickes ein, wihrend wieder die Fille (b) und 
(ce) die Charakteristik nicht andern. 

Je nachdem also mit wachsendem v der Innenraum von X = 0 
wiichst oder abnimmt, d. h. also je nachdem an der betr. Stelle X, 
negativ beziehungsweise positiv ist, zahlt 

Fall (a) mit + 1 bez. — 1, 
Fall (d) mit — 1 bez. + 1, 
Falle (6) und (c) mit 0 

*) In den Figuren sind die Innenriiume je der beiden Curven p=0, y=0 
(Curve 1) und m=0, X=0 (Curve 2,) durch Schraffirung bezeichnet und ausser- 
dem der beim Uebergang von der beriihrenden Curve (2,) zu ihrer folgenden (2,) 


in den Innenraum von (1) tretende Theil des Innern von (2,) besonders hervor- 
gehoben. 





























Beitriige zur Analysis situs I. 497 


fiir die Aenderung der Charakteristik beim Durchgang durch die 
Sprungstelle. 

Die vier Fille sind nun analytisch [genau den in Theil I (§ 4) 
fiir ebene Curven abgeleiteten Formeln entsprechend] nach den Vor- 
zeichen zweier Determinanten zu unterscheiden, welche hier die Form 
annehmen : 


7 vw 4, 
(17) Ox = ;: ¥, Ay}, 
- : P, ¥; A, 
beziehungsweise 
p 4, X 
(18) Oy=|9. A, X], 
9; A; X; 








in welcher A,, A,, 4, die partiellen Ableitungen nach 2, y, ¢ der 
obigen Functionaldeterminante A bedeuten. Und zwar ist, analog 
wie dort: 
positiv in Fall (a) und (0), 
* negativ in Fall (c) und (d); 


positiv in Fall (a) und (ec), 
” negativ in Fall (b) und (d). 
Es lisst sich sonach der Punktcharakter unserer durch die Gleichungen 
(16) gegebenen Beriihrungsstellen durch die Formel darstellen: 


(20) [—X, - ({Ox] + [0v))], 

in welcher alle eckigen Klammern die eingefiihrte Bedeutung besitzen. 
Fiir negative X, zahlt nimlich danach Fall (a) mit + 1, Fall (d) mit 
—1, den gleichen Vorzeichen von Ox und Oy entsprechend, wie es 
sein soll; wiihrend die Fille (b) und (c) dadurch als Null zahlen, dass 
hiefiir der zweite Factor, den entgegengesetzten Vorzeichen von Ox 
und Oy, gemiiss, Null ergiebt; fiir positives X, tritt die entgegengesetzte 
Zahlung ein. 

Man kann diese Darstellung (20) fiir die Charaktere der Be- 
riihrungspunkte, sofern man die Fille (b) und (c), die als Null zu 
zihlen sind, durch die Ungleichung 

Ox-O,y>0 
(vergl. die Beziehungen (19)) ausschliesst, auch ersetzen durch die 
anderen: 
(20a) [— X,- Ox] oder [— X, - Oy]. 

Summiren wir wieder die Punktcharaktere von einer Anfangs- 
fliche vq bis zu einer Endfliche vg, so erhalten wir damit die Aenderung 
der Charakteristik von g = 0 in jenem Intervall; diese Zahl, als die 


(19) 
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Differenz der Charakteristiken der im Innern von X(v,) = 0 bez. von 
X(vg) = 0 gelegenen Theile von » = 0, ist wieder unabhiingig von dem 
speciellen, zwischen jene beiden Endfliichen eingeschalteten Flachen- 
system, und somit ergiebt sich wieder eine Relation zwischen den eben 
fixirten singuléren Punkten, néimlich den Doppelpunkten irgend welcher auf 
gy =0 im Innern von » =0 zwischen jenen Grenzcurven X(vq) = 0 
und X (vg) = 0 eingeschalteten Curvensysteme und den Beriihrungspunkten 
derselben mit der Curve p = 0, » = 0. 


§ 10. 
Specialisirung der letzten Abzaihlung. 


Die Abzihlung gewinnt eine besonders anschauliche und iibersicht- 
liche Form, wenn wir zuniichst das auf g = 0 entstehende Curven- 
system als die Fliche einfach iiberdeckend voraussetzen, Es liegen dann 
auch die Schnittlinien S, und S;, einmal der Flichen X(vq) = 0 (kurz 
mit X, bezeichnet) mit dem Gebiet p = 0, » <0, dann der Fiche 

X (vg) =O (Xs) mit 
Sa Sp ygp=0, ¥ <0 villig 
X(ve) <0 X(ve) >0 X(va) > 0 getrennt von einander. 
X(vs) <0 X (vp) <0 X(v4) >0 Sie theilen das Gebiet 
g =0,% < Oin drei 
Theile, fiir welche wir 
die in der nebenstehen- 
den schematischen Fig. 
fixirten Bezeichnungen 
ins padadians einfiihren: Das Gebiet 
Py Qs aim InnernderF liche 
Xa gelegen besitze die 
Se Ss Charakteristik K,; 
ebenso besitzen die 
weiteren aus der Figur abzulesenden Theile gag, 9g, Py, ps des Ge- 
bietes p = 0, » < 0 bez. die Charakteristiken Kag, Kg, K,, Kz. 

Nehmen wir dann an, die Curve S,, in welcher sich das Gebiet 
Pag 22 Qe anschliesst, bestehe aus s, einzelnen Curvenstiicken und 
weiter noch einer beliebigen Zahl geschlossener Curvenziige (besitze 
also nach Theil I die Charakteristik K/ = s,), so folgt aus dem Satze 3 
§ 2 (pag. 476) sofort die Relation 


(21) Kap = Ky, —_ Kk, + re 


und ebenso, wenn die Fliiche ges sich an gg lings sg einzelnen 
Curvenstiicken und weiter liings einer gewissen Zahl geschlossener 





Pa Pap Pp 
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Curvenziige anschliesst (also die Curve Sg von der Charakteristik 
K! = s, ist), ergiebt sich 


(22) Kap = Ky — Kp + 8. 


Die Charakteristik K,, des Flaichenstiickes pq, steht also in einfachster 
Beziehung zu der Differenz K,— K,, die wir nach den Regeln des 
vorigen Paragraphen abziihlen, wenn wir das Curvensystem X(v) = 0 
in der Richtung von Xz nach Xs durchlaufen. Wegen des vorausge- 
setzten einfach iiberdeckenden Curvensystems X wechselt nun die Ab- 
leitung von X nach dem Parameter v, X,, innerhalb des Intervalls ihr 
Zeichen nicht, ist vielmehr (wir haben S, innerhalb Sz angenommen) 
bestiindig negativ. Sonach ist nach Formel (15) und (20) direct 


K, — K. =>) [Hx] +> [0x1 + [6v]] 


oder in anderer Form mit Weglassen der einen eckigen Klammer ge- 
schrieben : 


(3) Ky—Ke— DW + 5 {DS 0x] + Dov)}, 


wobei sich die erste Summe auf alle Doppelpunkte des Curvensystems 
innerhalb des Gebietes gag, die zweite auf alle Berthrungspunkte 
dieses Curvensystems mit dem Rande gp =0, »y =O bezieht, Diese 
letzteren sind dabei in die Beriihrungen (a), (0), (c), (@) geschieden 
(vergl. Fig. 11) wobei die Formel die Punkte (a) und (d) bez. mit 
+ 1 und —1, die Punkte (6) und (c) mit Null in Rechnung zieht. 
Gehen wir nun, das Curvensystem in umgekehrter Richtung von 
Xs nach Xq durchlaufend von dem Gebiet gg aus, so erhalten wir 
durch eine analoge Abziihlung die Differenz Ky — Kg. Sie setzt sich 
wieder aus der Summe iiber die Doppelpunkte des Gebietes p,g und 
der Summe iiber die obigen Beriihrungspunkte zusammen; nur sind 
die letzteren jetzt, wegen des umgekebrten Sinnes, in welchem wir 
das Curvensystem durchlaufen, derart in Rechnung zu ziehen, dass die 
eben unterschiedenen Punkte (a) und (d) mit Null, die Punkte (0) 
und (c) aber mit +1 bez. —1 zihlen. So kommt mit Beriick- 
sichtigung der oben gegebenen Unterscheidung die zweite Formel: 


@4) Ky—Ke— DH —F{ Dioxl— Devi}, 


die Summen auf dieselben Punkte ausgedehnt wie vorhin. Durch 
Addition der beiden Formeln (23) und (24) und Verbindung mit (21) 
und (22) ergiebt sich dann fiir die Charakteristik der Fliche gag die 
Formel: 


(25) 2 Kop =2 Dix] + D'lOv] + 6 + 
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wo die erste Summe sich auf alle Doppelpunkte des Curvensystems 
X == 0 im Innern von g,¢, die zweite sich auf alle Beriihrungsstellen 
von X=0O mit dem von der Curve p = 0, »y =O gebildeten Rand 
der Flache erstreckt. 

Die Doppelpunkte sind dabei unterschieden als isolirte (+1) bez. 
nicht isolirte (—1) Doppelpunkte, die Bertihrungspunkte des Curven- 
systems mit dem Rande aber in dieser Formel lediglich danach, ob 
die Curve p = 0, y= 0 von der betreffenden Curve des Systems im 
Aussenraume (-++ 1; Fille (a) und (¢)), bez. im Innenraume (— 1; Fille 
(6) und (@)) von » =O beriihrt wird. s,. + sg ist die Charakteristik 
K! der beiden Curven S, und Ss, welche, dem Curvensystem X = 0 
angehérig, neben der Curve p = 0, » = 0 als Begrenzung des Gebietes 
Pag auftreten. Diese Curven kommen also nur mit ihren getrennten 
Begrenzungsstiicken fiir die Charakteristik K,, in Rechnung, wihrend 
noch vorhandene geschlossene Ziige derselben ohne Einfluss bleiben. 

Die Formel giebt gleichzeitig auch eine geometrische Deutung fiir 
die im vorigen Paragraphen gegebene allgemeine Darstellung, die sich 
auf ein beliebig vielfach von Curven X =O bedecktes Gebiet der 
Fliche g = 0 bezieht, wenn wir beachten, dass wir ein solches sofort 
in eine Summe einzelner einfach iiberdeckter Gebiete durch den Schnitt 
von » = 0 mit X, = 0 zerlegen kénnen (welcher die Umhiillungscurve 
des Curvensystems X = 0, m = 0 bezeichnet). Es handelt sich dann 
um die Summe der Charakteristiken dieser einzelnen Theile, die sich 
lings jener Umhiillungscurve aneinanderschliessen und dem Vorzeichen 
von X, entsprechend als positive bez. negative Ueberdeckungen der 
Fliche g = 0 zu zihlen sind.*) 


§ 11. 
Verallgemeinerung der vorigen Abzihlung. 


Die in der Formel (25) getroffene Abzihlung der singuliren Punkte 
erweist sich als wnabhingig von der Richtung, in welcher wir das 
Curvensystem X = 0 durchlaufen, und dieser Umstand giebt Aulass zu 
einer Erweiterung der Abziihlung auf Curvensysteme, die in irgend 
welcher Weise ein Gebiet pag tiberdecken, ohne Riicksicht darauf, ob 
es méglich ist, ein solches System in einem bestimmten Sinne zu 
durchlaufen oder nicht. Es sei diese allgemeine Formel, in welche 
wir gleichzeitig singulire Punkte irgend welcher Art mit einbegreifen 


*) Beiliufig bemerkt ergiebt sich andererseits die Charakteristik der Ueber- 
deckung der Fliche g = 0 mit dem Systeme X = 0, diese als eine mehrblittrig 
iiber g = 0 ausgebreitete Fliche aufgefasst, wenn wir alle Ueberdeckungen in 
demselben Sinne addiren, also die in Formel (15) und (20) gegebenen Punktcharaktere 
mit Weglassung je des Factors (— X,) summiren. 








‘ 


Beitriige zur Analysis situs I. 501 


wollen, wieder fiir ein die betreffende Fliche einfach iiberdeckendes 
System, noch entwickelt; wir sehen dabei von einer analytischen Dar- 
stellung ab. 

Bezeichne F' irgend eine, aus einer beliebigen Anzahl von Theilen 
bestehende Fliche. Wir tragen auf ihr ein Curvensystem ein, so be- 
schaffen , dass durch jeden Punkt der Fliche im Allgemeinen nur eine 
einzige Curve des Systems hindurchgeht. Nur von singuliren Punkten 
mégen mehrere Zweige auslaufen, so zwar, dass von einem Punkte 


P, , den wir als im Innern der Flache gelegen annehmen, n Zweige 


auslaufen; von einem Punkte P, auf dem Rande ebenso » Zweige sich 
in das Innere der Fliiche erstrecken. m sei dabei eine beliebige der 


é r 
Zahlen 0,1,2...0c. Nun seien die Punkte P,, P, je in der Zahl 
Pa Dn auf F vorhanden, wobei Ds und (falls F’ nicht geschlossen, 


oder nur von Curven des Systems begrenzt ist) auch p; gleich unendlich 
ist, wahrend wir alle tibrigen Punkte, die singuldren Punkte des Systems, 
als in endlicher Zahl und discret auf F vertheilt annehmen. Endlich 
mégen Curven des Systems auch als theilweise Begrenzungen der Fliche 
F auftreten und zwar sei K’ die Charakteristik der genannten als Be- 
grenzung auftretenden Curven des Systems (die dann aus K/ Curven- 
stiicken und einer beliebigen Zahl geschlossener Curven bestehen). 

Dann besteht zwischen jenen singuliren Punkten und der Charakte- 
ristik K der Fliiche F die einfache Beziehung: 


(26) K=-+ S\(n—2)p.—F DS m—Dpe + 0. + EK" 


wobei sich die Summen nur auf die endlichen Indices n beziehen**), 
Insofern wir davon absehen, ob ein solches Curvensystem in einer be- 
stimmten Richtung durchlaufen werden kann oder nicht, ist ein von 
den friiheren Entwickelungen, die stets auf einen Entstehungsprocess 
der Mannigfaltigkeit recurrirten, unabhiingiger, gesonderter Beweis fiir 
die Formel zu erbringen. Wir verwandeln zu dem Ende die Fliche 
F dadurch in eine neue F’, dass wir zuniichst alle im Innern befind- 
lichen singuliiren Punkte durch Anbringung kreisférmiger Schnitte 
herausschneiden — wodurch die Charakteristik K um die Anzahl aller 





*) Die Punkte P, kénnen dabei, indem wir uns das Curvensystem auch 
tiber den Rand der Fliche hinaus fortgesetzt denken, als den ,,Beriihrungen von 


r 
Aussen‘‘ entsprechend betrachtet werden, die Punkte P, als den ,,Beriihrungen 
von Innen“ entsprechend. 


i r 
**) Man erkennt, dass in der Formel die nicht singuliiren Punkte P, und P, 
von vornherein wegfallen. 
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dieser Punkte vermindert wird — und dann auch alle singuliren Punkte 
auf dem Rande mit Ausnahme derjenigen, von welchen zwei Zweige 
in das Innere laufen und der isolirten Punkte auf dem Rande (also 
der Punkte P, und P,). Es zeigt sich dann (vgl. die Figuren 12, a—f 
fiir die Punkte P,, B,, P,, P,; P,, P.), dass alle diese Punkte 


aiquivalent sind einer gewissen Zahl von Punkten P, und P,, so zwar 
dass die Differenz der Anzahl dieser auf dem Rande neu entstandenen 


Punkte P, und P, jedesmal ein Charakteristicum des besonderen 
singuliren Punktes ist. Bezeichnen wir diese Differenz mit d@, so ist 
wie aus den Figuren ersichtlich diese Differenz: 





fiir einen Punkt P,: 
ine, 
(27) - einen — P,, ist 
: d,, —_ 0, 
fiir einen Punkt des Randes P,, ist: 
dy = (n—1); 


fiir Punkte P, des Randes ist zu beachten, in welcher Weise sich 
die Randcurve gegen die Curven des Systems verhilt. Die Figuren 12 
kennzeichnen die verschiedenen Méglichkeiten, wonach ein solcher 
Punkt bez. mit den Zahlen 0, 1, 2 aquivalent wird. In der Abzihlung 


sei nur die erste Form des Punktes P beriicksichtigt, indem wir die 
andern jederzeit als die Combination eines Punktes P, mit einem, bez. 
zwei Punkten P, in Rechnung ziehen kénnen. Die neue Fliche PF’, 
von der Charakteristik ,K minus Anzahl aller Punkte P“, besitat jetzt 
im Innern keinerlei singulire Punkte, auf dem Rande nur Punkte P, 


und P, (,,innere“ und _,,fiussere Beriihrungspunkte“ der Systemcurven 
mit dem Rande); ausserdem besteht der Rand noch aus Curvenziigen 
von der Gesammtcharakteristik K7, welche dem Curvensystem angehéren. 

Fiir diese Fliche gilt nun aber der Sate, dass ihre Charakteristik 


gleich ist der Differene der Anzahl der Punkte P, und P, vermehrt 
um die Zahl K*. Wie namlich auch das Curvensystem auf F’ be- 
schaffen sein mag, wir kénnen F” stets durch geeignete Querschnitte 
in solche einzelne Gebiete zerlegen, fiir welche das in einem Gebiet 
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enthaltene Curvensystem in bestimmter Richtung zu durchlaufen ist; 
dann liasst sich jedenfalls fiir diese Theile einzeln der friiher entwickelte 
Satz anwenden. Die Summation ergiebt aber dann, insofern die durch 
die Zerschneidung neu entstandenen Querschnitte sich bei der Zu- 
sammensetzung wieder compensiren, direct die Erweiterung des Satzes 
fiir ein beliebiges Gebiet F’. Gehen wir endlich von hier auf die 
Fliche F zuriick, jeden singuliren Punkt seiner ihm aquivalenten Zahl 
gemiiss (nach Formel (27)) in Rechnung ziehend, so folgt sofort die 
obige allgemeine Formel (26). Auch hier lisst sich dann, wenn wir 
nur mehrfache Ueberdeckungen durch ganz willkiirliche Curvensysteme 
von einander zu trennen vermégen, die Ausdehnung auf ganz beliebige 
einfach unendliche Curvensysteme fixiren. 

Zur Veranschaulichung der Abziihlung mégen die in Fig. 2 (Tafel I) 
gezeichneten Curvensysteme dienen, aus deren nach den gegenwirtigen 
Regeln abgezihlten singuliren Punkten sich sofort die Charakteristiken 
etwa der Stiicke der Ebene ergeben, in welche dieselbe durch die 
stark ausgezeichneten beiden Curven zerfillt. 


§ 12. 


Analytische Beispiele fir die Summation der Punktcharaktere. 
Curvatura integra einer geschlossenen Fliche. 


Wir wiihlen zwei Beispiele einfachster Art fiir die Abzihlung der 
Charakteristik einer zweidimensionalen Mannigfaltigkeit: 


1. Beispiel. Gegeben sei die Gleichung einer ebenen Ourve 
p(x, y) = 0; welches ist die Charakteristik des Innenraumes y < 0? 


I. Zuniichst lassen wir die Curve g =O entstehen aus dem Curven- 
system 
o=p9 —-A=)0, 


welches wir schon in § 5 des ersten Theiles betrachtet haben. Dasselbe 
besitzt fiir 4 < 0 eine gewisse Zahl singulirer Punkte, fiir welche 


9,=0, 9, =0 


ist. Da der Innenraum der Curven gy — 4 = 0 bestiindig wiichst, mit 
wachsendem Parameter 4, ist jeder isolirte Doppelpunkt mit + 1, 
jeder nicht isolirte mit — 1 fiir die Charakteristik des Innenraumes 
zu zahlen und daher giebt die 


2 
ausgedehnt iiber alle Punkte 
9 <0, 9% =90, gp, =O 


Pi Pie 
Pn Pr 
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die fragliche Charakteristik und kennzeichnet sich damit als Charak- 
teristik des Functionensystems 

(28) —p=9, 9 =9, 9 =9 

im Sinne von Kronecker.*) 

II. Lassen wir den Innenraum gp < 0 andererseits (in Analogie 
mit der in § 9 getroffenen Abziihlung) dadurch entstehen, dass wir 
eine horizontale Gerade 

y—v=0 
mit wachsender Constanten vy iiber die Curve gieiten lassen und jedes- 
mal die unterhalb der Geraden liegenden Theile des Innenraumes be- 
trachten, so ist deren Charakteristik durch eine Summe iiber die Be- 
rihrungspunkte horizontaler Tangenten an die Curve gegeber, in 
welcher 
Minima mit fusserer Beriihrung mit +- 1, 


Maxima mit innerer Beriihrung mit — 1 


zu zahlen sind, waihrend bei Minimis mit innerer, bei Maximis mit 
iiusserer Beriihrung die Charakteristik nicht geiindert wird. Die ent- 


sprechende Formel: 
oP a » [P2° Pil; 


die Summe, ausgedehnt iiber alle Punkte 

p=9, 1=9, 9 <9, 
seigt sich wieder als die Kronecker’sche Charakteristik des Functionen- 
systems (28) in einer zweiten Form. 


III. Die Beziehung zwischen den simmtlichen Beriihrungspunkten, 
welche sich in der Formel: 


i [%2* 91) = 9 


g9=0, 9 =9 


fiir 


ausdriickt, ergiebt die Abzihlung auch in der Form 


K= i> [Pils 


die Summe tiber alle Punkte 
= 0, . ¢ Cnaeee 0 


ausgedehnt, und stellt so direct einen speciellen Fall der Formel (26) 
pag. 501 analytisch dar. 


2. Beispiel. Gegeben sei die Gleichung einer Fliche o(x,y,2)=09. 
Welches ist ihre Charakteristik? 


*) Man vergl. hier wieder die Eingangs citirten Aufsiitze von Kronecker. 
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I. Wir lassen die Fliche m =O entstehen aus einem Flachen- 

system 
>= (2, y, 4) —14=0, 

welches fiir 4< 0 das Innere der (im Endlichen angenommenen) 
Fliche g =O einfach und liickenlos ausfiillt, dabei schliesslich in 
einzelne isolirte Knotenpunkte sich zusammenziehend. Es existirt also 
eine bestimmte untere Grenze 4, fiir welche die Charakteristik der 
Flache 0 ist. Von ihr beginnend berechnen wir die Charakteristik 
der Fliche g =O selbst durch eine Summation iiber alle Knoten- 
punkte des Flichensystems, diese dabei im Sinne der in § 7 getroffenen 
Abzihlung unterscheidend. So ergiebt sich die Charakteristik 








Fi: Pio Piz 
Wa Q. ae P25 Por Pas | | 
P31 Ps2 Pos 


die Summe iiber alle Punkte 
<9, 9 =9, gp =9, 9 =0 

erstreckt. Sie stellt sich also bis auf den Factor 2 dar als Kronecker’ sche 
Charakteristik des Functionensystems 
(29) P=9, H=9, %=—9, 9, = 0. 

Il. Gehen wir andererseits (in Analogie mit der Abzihlung des 
§ 9) von einem auf der Fliche m=O verzeichneten Curvensystem 
aus, indem wir die Fliche mit Ebenen, parallel etwa zur (xy) Ebene 

s—v=0, 


schneiden, so ergiebt sich die Charakteristik K” als Ueberschuss der 
isolirten tiber die nichtisolirten Doppelpunkte dieses Curvensystems; 
diese aber, als Beriihrungspunkte horizontaler Tangentialebenen in 
Punkten elliptischer bez. hyperbolischer Kriimmung’, ergeben sofort: 


_ Zt Pir M2 /) 


Pr 92 
die Summe ausgedehnt tiber alle Punkte 








gy=0, 9 =90, 9, =, 


in welcher Formulirung wir wieder die Kronecker’sche Charakteristik 
des obigen Functionensystems (29) erkennen. 

Nun ist die Kronecker’sche Charakteristik des obigen Func- 
tionensystems, wie in den Monatsberichten von 1869 (pag. 689) ge- 
zeigt ist, direct identisch mit der Gauss’schen Curvatura integra der 
Fliche g = 0; diese stimmt also, bis auf den Factor 2, auch mit der 
»geometrischen Charakteristik der Fliche iiberein, und steht au der 


Mathematische Avnalen. XXXII. 34 
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Riemann’ schen Zusammenhangszahl in der im § 4 (pag. 484) an- 
gefiihrten einfachen Beziehung. Ankniipfend an unsere friiheren Defi- 
nitionen und die Ableitung der Curvatura integra einer Fliche durch 
die bekannte, durch die Normalen der Fliche vermittelte Abbildung auf 
die Kugel lasst sich diese Beziehung leicht auch auf geometrischem 
Wege erkennen. 


§ 13. 


Auftreten von Doppelcurven. Flichen mit umkehrbarer Indicatrix. 


Betrachten wir die Aenderungen der Charakteristik fiir die im 
Innern einer Fliche (a, y, 2) = 0 gelegenen Theile einer sich 
iindernden Flache (zx, y, 2, 4) = 0, die wir in § 6 untersucht haben, 
nunmehr unter der Voraussetzung, dass neben Knotenpunkten — die 
wir dort als Sprungstellen der Charakteristik erkannt haben — auch 
Doppeleurven in ® = 0 auftreten kénnen. Wir schliessen damit nach 
den zu Anfang des § 5 dieses Abschnittes gegebenen Ausfiihrungen 
auch die Abzaihlung von Flichen mit umkehrbarer Indicatrix in unsere 
analytische Darstellung ein. 

Es ist zu untersuchen, einmal, wie sich die Charakteristik andert 
beim Durchgang durch eine Fliche mit Doppeleurven, und zweitens, 
welche charakteristische Zahl wir der Fliche mit Doppelcurve selbst 
mit Riicksicht auf die in § 2 und 3 gemachten Abzihlungen zuzu- 
weisen haben. 

In den Innenraum der Fliche » =O, fiir welchen wir unsere 
Abzahlung treffen, treten im Allgemeinen von der Doppelcurve einmal 
ganze, in sich geschlossene Ziige, dann einzelne Stiicke, die sich je 
zwischen zwei Punkten der Begrenzungsfliiche hinerstrecken. Dabei 
verliuft die Doppeleurve entweder isolirt, oder wird von zwei reellen 
Flachenminteln durchsetzt. Die Uebergangsstellen zwischen isolirten 
und nicht isolirten Ziigen der Doppelcurve werden gebildet durch 
Cuspidalpunkte (pinch- points) der Fliche, die je in gerader Anzahl 
auf den verschiedenen Ziigen der Doppelcurve vertheilt sind. 

Zunichst tibersehen wir nun leicht, dass sich die Charakteristik 
der Flache nur an gewissen singuliren Stellen der Doppelcurve andert. 
Durchsetzen sich namlich lings eines ganzen geschlossenen Curven- 
zuges zwei reelle Mintel der Fliche, ohne dass in demselben ein 
hdherer singulirer Punkt auftritt, so tritt beim Uebergang von der 
der Fiche mit Doppelcurve vorangehenden zu der ihr folgenden Fiche 
lediglich eine Umschaltung in der Verbindung der Theile der Flache 
ein, die Charakteristik bleibt ungeindert. Tritt andererseits ein ge- 
schlossener Zug der Doppelcurve auf, der vdllig isolirt verliuft, so 
entsteht, bez. verschwindet, in ihm ein ringformig gestalteter, ge- 
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schlossener Flichentheil von der Charakteristik Null, durch welchen 
also gleichfalls die Gesammtcharakteristik eine Aenderung nicht er- 
leidet. Ebenso tritt eine Aenderung in der Charakteristik nicht ein, 
wenn ein von der Fliche » = 0 begrenzter Curvenzug seiner ganzen 
Ausdehnung nach als isolirte bez. als nicht isolirte Doppelcurve auftritt. 

Betrachten wir also singulire Stellen der Doppelcurve: zuniichst 
die schon erwahnten Cuspidalpunkte, dann Punkte, in denen sich zwei 
Mantel der Fliche beriihren (Doppelpunkte der Doppelcurve), endlich 
Punkte, in denen sich drei Mintel der Fliche durchsetzen, Sie lassen 
im Wesentlichen die méglichen Umformungen erkennen und desshalb 
sei die Beschriinkung auf diese Singularitiiten gestattet*). Denken wir 
uns die Umgebung eines singuliren Punktes etwa durch eine Kugel 
aus der ganzen Fliche ausgeschnitten und betrachten in der Schaar 
der Flichen (x, y, 2, 4) =O die der Fliche mit singulirem Punkte, 
(Ax), vorausgehende, (4,—dA), und folgende, (4,-++dA), Fliche (unter 
di wieder eine positive Grésse verstanden), so ergiebt die in diesem 
Bereich erfolgende Aenderung der Charakteristik der ausgeschnittenen 
Flichentheile den Kinfluss des betr. singuliren Punktes auf die Ge- 
sammtcharakteristik. 


a) Cuspidalpunkte. 


Fig. 13 giebt in der Umgebung eines Cuspidalpunktes die Ge- 
stalt unserer drei soeben unterschiedenen Flichen (A4,), (A, + dd) 
und (A, — da). Die eine (F, in der Figur) besteht aus einem 
von zwei Randcurven begrenzten ringférmigen Flaichenstiick — von 
der Charakteristik Null; die andere (F,) ist von zwei Stiicken, 
Elementarflichen, gebildet — ihr kommt sonach die Charakteristik 2 
zu; wiahrend die dazwischenliegende Fliche (f,) mit Cuspidalpunkt 
eine (nach Art einer Verzweigungsstelle verschlungene) Elementar- 
fliche darstellt — derselben also die Charakteristik 1 zukommt. Die 
Aenderung der Charakteristik einer Fliche beim Durchgang durch eine 
Fliiche mit Doppelcurve wird also, soweit Cuspidalpunkte dabei auf- 
treten, durch die Zahlen +-1, bee. + 2 bezeichnet, sofern der Durch- 
gang durch den Ouspidalpunkt von der Fliiche F, durch F, nach F, 
erfolgt, durch die Zahlen — 1 bee. — 2, wenn dieser Uebergang in der 
entgegengesetaten Reihenfolge statt hat. 

Die analytische Unterscheidung fiir die Abziihlung der Cuspidal- 
punkte ergiebt sich nun sofort, Eine Fliche (A,) des Systems © = 0 
besitzt eine Doppeleurve, wenn fiir diesen Parameter A, die Function 





*) Beiliufig sei, was sofort geometrisch ersichtlich, noch bemerkt, dass das Auf- 
treten einer continuirlichen Reihe von Cuspidalpunkten, d. h. eine Riickkehrcurve 
keine Aenderung der Charakteristik hervorruft. 


34* 
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® sammt ihren ersten Ableitungen nach x, y, 2, 9,, ®,, ®, fiir ein 
einfach unendliches Werthsystem der Variablen verschwinden; fiir einen 
auf der Doppeleurve gelegenen Cuspidalpunkt verschwindet dann auch 
noch die Determinante der zweiten Ableitungen sammt ihren zwei- 
gliedrigen Unterdeterminanten; die Tangentialebene des Knotenpunktes 
ist gegeben durch: 
Di1(@ — ay) + Vi2(y — Yo) + Vis(2 — %) = 9, 

wo # beliebig 1,2 oder 3 bedeutet, und 

Pi, = AD;2 ome “Dis, 

%,, = #0, = uO; 


ist. Die Entwickelung von ® im Cuspidalpunkt beginnt mit dem 
Quadrate dieser Tangentialebene, etwa in der Form 


,, [( — %) + + (y — %) +5 (2 — >) 


In der niichsten Umgebung des singuliren Punktes ist also (ab- 
gesehen vom Fortschreiten in der Tangentialebene) die Function ® 
iiberall positiv bez. tiberall negativ, dem Vorzeichen von 9,, ent- 
sprechend. Es ist dies der Bereich der aus einem Stiick bestehenden 
Nachbarfliche F, (Fig. 13), wihrend wir zu der (zweitheiligen) Nachbar- 
fliche F’, gelangen, wenn wir zunichst in Richtung der Tangential- 
ebene fortschreiten (fiir die Entwickelung also weiterhin die aus drei 
linearen Factoren bestehenden Glieder dritter Dimension heranziehen). 
Nun wird die der Fliche © =O vorangehende bez. folgende Fliche 
bei wachsendem Parameter 4) in erster Anniherung dargestellt durch 
© — di.%, =0 bez. durch © + dd., = 0, Die eintheilige Fliiche F, 
der Figur ist also vorangehende bez. folgende Fiche, jenachdem fiir 
den singuliren Punkt ®, und %,, im Vorzeichen iibereinstimmen bez. 
nicht tibereinstimmen. Die durch alle Cuspidalpunkte einer Doppel- 
curve hervorgerufene Aenderung der Charakteristik ist also durch die 
Summe 


(27) a [%, : %,,) 
fiir den Uebergang zu der Fliche mit Doppelcurve selbst, beziehungs- 
weise durch die doppelte Summe 


(28) 2.5) [%, - %,,] 
gegeben, wenn wir den Durchgang (von F, nach F’, oder umgekehrt) betrachten. 


insbesondere 


b) Selbstberiihrungspunkte. 
Auch hier beginnt die Entwickelung von ® mit dem Quadrate 


o,[@—2) +7 o—w) +; 6-4), 
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in welchem der lineare Factor die doppelt zihlende Tangentialebene 
bezeichnet, wiahrend die Glieder dritter Ordnung diesen Factor ein- 
fach enthalten. Dabei lassen sich (wir haben die Glieder bis zum 
vierten Grade zu beriicksichtigen) zwei getrennte Entwickelungen in 
dem Selbstberitihrungspunkte herstellen, welche (in erster Anniherung 
als Paraboloide) die sich beriihrenden Flachenmiintel ersetzen. Es ist 
dann zuniichst zu unterscheiden, ob die Beriihrung der beiden Mintel 
in einem isolirten Punkte erfolgt oder in einem Punkte, in welchem 
sich zwei reelle Zweige der Doppelcurve durchsetzen. 

Fiir den Fall der Beriihrung in einem isolirten Punkte vereinigen 
sich (wenn wir wieder (vergl. Fig.14*) die nichste Umgebung des singu- 
liren Punktes fiir die der besonderen Fliiche vorangehende und folgende 
Fliche des Systems betrachten) entweder die zwei Theile der Fliche 
zu einem einzigen, bez. findet das umgekehrte statt, je nachdem (vgl. 
die vorhin bei (a) gegebene Entwickelung) das Vorzeichen von 
(29) O, O14 
positiv oder negativ ist. Die Charakteristik andert sich bei diesem 
Durchgange um — 2 bez. um + 2, wiihrend wir der zwischenliegenden 
Fliche mit dem singuliren Punkt selbst, insofern wir die Theile der- 
selben in dem Beriihrungspunkt als nicht zusammenhiingend betrachten, 
die griéssere der beiden Charakteristiken zuweisen. 

Durchsetzen sich im Beriihrungspunkt zwei reelle Ziige der Doppel- 
curve, dann findet (vergl. Fig. 14%) ein Uebergang von zwei Flichen- 
theilen zu vier Fliichentheilen oder der umgekehrte statt, je nach dem 
positiven bez. negativen Vorzeichen von 


%, ¥ 91, 
und damit eine Aenderung der Charakteristik um -+- 2 bez. um — 2, 


wihrend wir diesmal der Uebergangsform selbst die kleinere der beiden 
Charakteristiken zuzuweisen haben. 


c) Dreifache Punkte. 

Durchsetzen sich in einem Punkte drei Mintel der Fliche, so 
gehen von ihm drei Zweige der Doppelcurve aus und wir unter- 
scheiden «) zwei der Zweige sind conjugirt imaginér, dann wird ein 
isolirt verlaufender Zweig der Doppelcurve von einem reellen Fliachen- 
mantel geschuitten; £8) die drei Zweige sind reell, dann sind auch 
drei reelle Fliichentheile vorhanden. Die in Fig. 15* und 15° (Tafel ITI) 
gegebene Darstellung der vorausgehenden und folgenden Flichenform 
zeigt, dass beidemal beim Durchgang durch die singulére Fliche 
die Charakteristik ungedndert bleibt; dass aber der singuliren Fliche 
selbst in Fall «) eine wm eins hohere, in Fall B) eine um eins niedrigere 
Charakteristik zu ertheilen ist. 
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Diese Entwickelungen mégen geniigen, um die Art des Kinflusses 
héherer singulirer Punkte fiir die Charakteristik der Flichen eines 
Systems D(x, y, 2,4) =O zu bezeichnen. 

Was die Abzihlung der Charakteristik einer Fliche m = 0 betrifft, 
sofern wir dieselbe nach den in § 8 und 9 gegebenen Methoden durch- 
fiihren, wo es sich darum handelt, die Aenderung der Charakteristik 
im Innern eines Flichensystems W(x, y, 2, u) = 0, beziehungsweise 
X(x,y,2,v) =O zu verfolgen, also mit Hiilfe eines auf der Fliche 
verlaufenden Curvensystems, so erleidet dieselbe, sofern wir in m = 0 
Doppeleurven und singulire Punkte der eben betrachteten Art voraus- 
setzen, gar keine Aenderung. Wir haben lediglich zu beachten, dass 
in einer Doppeleurve sich zwei dort véllig getrennte Mintel der Flaiche 
durchsetzen, dass also die durch die Doppelcurve hervorgerufenen Doppel- 
punkte des auf g betrachteten Curvensystems fiir die Charakteristik 
der Fliche nicht zu zihlen sind; ebenso ergiebt die Betrachtung des 
Curvenzystems, welches die Flichen ¥Y =O bez. X =O in der Nihe 
eines auf g =( vorhandenen Cuspidalpunktes (vergl. Fig, 16) aus- 
schneiden, lediglich, dass dort eine Curve des Systems eine Spitze 
besitzt; u. s. w. Wir kénnen allgemein den Satz aussprechen: 


Singulire Punkte des Curvensystems ¥ = 0 bez. X=0 auf po=0, 
welche durch singuliire Punkte der Fliche p =O hervorgerufen werden*), 
sind fiir die Abzihlung der Charakteristik von g ohne Einfluss, so 
lange sie nicht eigentlichen Beriihrungen einer Fliiche ¥ = 0 bes. 
X=0 mit op =O entsprechen; dann aber zihlen sie in dem friiher 
entwickelten Sinne. 


§ 14. 
Beispiel fiir die Discussion einer Fliche mit umkehrbarer Indicatrix. 


Um die g- Axe eines rechtwinkligen Coordinatensystems rotire ein 
die zy- Ebene stets beriihrender Kreis, dessen Radius sich proportional 
mit cos 2q findert, wo m den Neigungswinkel der Ebene des Kreises 
gegen die x-Axe bezeichnet. Die entstehende Fliiche (in Fig. 5 
(Tafel II) scizzirt) hat die ¢-Axe zur Doppelcurve, die Punkte z = 2, 
2=4 (bei specieller Wahl der Constanten) zu Cuspidalpunkten mit 


*) Es ist zu beachten, dass dies nicht gilt fiir die auf » =0 durch singuliire 
Punkte einer Fliche des Systems ¥Y = 0 bez. X =0 hervorgerufenen singuliren 
Punkte des Curvensystems. Ein Knotenpunkt einer Fliche ¥Y=0 bez. X = 0 
z. B,, der, auf gp = 0 gelegen, dort einen Doppelpunkt einer Curve des Systems 
hervorruft, zihit fiir die Charakteristik von g im Sinne einer Aquivalenten Be- 
riihrung von Y bez. von X mit der Fliche g. 
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der (yz)- bez. (wz)-Ebene als Tangentialebenen. Zwischen beiden 
Punkten wird die Doppeleurve von reellen Flichenminteln durchsetzt; 
der sich durch’s Unendliche erstreckende Theil der z- Axe — den wir 
fiir die Aufstellung der Charakteristik der Nachbarflichen als ge- 
schlossen auffassen — verliuft isolirt. Der Coordinatenanfangspunkt 
ist dreifacher Punkt der Doppelcurve, insofern der isolirte Zweig der- 
selben von der Flache (senkrecht) durchsetzt wird. Die Filichen- 
gleichung lautet: 


p = (a? + y?) (a? + y? + 0%) — (4a + By?) 2 = 0. 
Betrachten wir im System 
g—a=0 


die der obigen Filaiche vorausgehende (innerhalb m gelegene) und 
folgende, so bildet die erstere einen Ring, welcher den isolirten Theil 
der Doppelcurve von ¢ =O bis z=2 umgiebt, die letztere gleich- 
falls einen solchen, der zuniichst kugelférmig die Fliche m= 0 um- 
giebt und sich dann als unendliche Réhre um den zwischen 0 und + 4 
sich in’s unendliche ziehenden Theil der z-Axe legt. Gehen wir aus 
etwa von der Kenntniss der Charakteristik 0 der ersteren Fliche, so 
zahlt fiir den Durchgang zur letzteren 


Cuspidalpunkt s=—2 mit +2, 
Cuspidalpunkt e—4 mit — 2, 
dreifacher Punkt z=—0O mit 0, 


so dass die Charakteristik der letzteren sich gleichfalls zu 0 ergiebt. 
Fiir den Uebergang eu der singuliren Fliche selbst aber ziblt 


Cuspidalpunkt z=—2 mit +1, 
Cuspidalpunkkt e=—4 mit —11, 
Dreifacher Punkt e-=—0 mit +1, 


so dass deren Charakteristik —-+ 1 wird; in der That ist sie im 
Sinne der Analysis situs mit der schon in §3 (pag. 482) gegebenen 
Fliche identisch. 

Dabei erkennen wir hier direct aus der Abzihlung in der wn- 
geraden Zahl, welche wir fiir die Charakteristik der geschlossenen 
Fliche erhalten, die Fliche als eine solche mit wmkehrbarer Indicatriz. 

Lassen wir, um ein Curvensystem auf der Fliche zu fixiren, eine 
Ebene parallel mit der zy-Ebene iiber die Flache gleiten, so zihlen 
gleichfalls die Punkte z= 4,2, 0 der g-Axe als singulire Punkte 
desselben, weil hier eigentliche Beriihrungen statthaben. In ¢ = 4 ist 
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ein isolirter Punkt, in ¢ = 2 ein Selbstberiihrungspunkt einer Curve 
des Systems — einem Doppelpunkte aquivalent —, in ¢ =O wieder 
ein isolirter Punkt vorhanden. Den Abziahlungen des § 9 entsprechend 
zihlen die Punkte mit +1, —1, +1 fir die Charakteristik der 
iiber der beweglichen Ebene entstehenden Fliche, so dass deren 
Charakteristik sich wieder als +- 1 ergiebt. 


Hiermit seien die auf die Herleitung einer charakteristischen Zahl 
fiir ein- und zweidimensionale Mannigfaltigkeiten beziiglichen Unter- 
suchungen abgeschlossen, Ein folgender Aufsatz wird sich mit den 
analogen Entwickelungen fiir drei- und mehr-dimensionale Mannig- 
faltigkeiten beschiftigen. 


Miinchen, im Marz 1888. 











Ueber die Goepel’sche Gruppe p-reihiger Thetacharakteristiken, 
die aus Dritteln ganzer Zahlen gebildet sind und die Funda- 
mentalrelationen der zugehérigen Thetafunctionen. 


Von 


A. von Braunmijat in Miinchen. 


; Einleitung. 

In den Abhandlungen der Miinchener Academie 1887 habe ich 
die Thetacharakteristiken, welche aus Dritteln ganzer Zahlen gebildet 
sind, fiir beliebiges Geschlecht p untersucht, indem ich die Gesammt- 
heit der 3°” Charakteristiken als eine Gruppe von ebensoviel Additionen 
auffasste*), Dabei ergab sich als die wichtigste Untergruppe eine 
Gruppe vom Grade 3?, die ich, einer Bezeichnung des Herrn Frobenius **) 
folgend, Goepel’sche Gruppe nannte. Mittelst derselben gewann ich 
ein Additionstheorem der zugehérigen Thetafunctionen, aus welchem 
ich verschiedene fiir die Theorie dieser Thetafunctionen fundamentale 
Formeln ableitete. Am Schlusse derselben Abhandlung bemerkte ich 
bereits, dass eine dieser Formeln***) bei entsprechender Umformung 
zu Formeln fiihren miisse, welche in unserer Theorie die Stelle der 
von Jacobi fiir elliptische+) und von Rosenhain}7) fiir hyperelliptische 
Thetafunctionen vom Geschlechte p—2 und Halbercharakteristiken 
gefundenen Formeln vertreten. Die nihere Untersuchung der aus 
dieser Bemerkung sich ergebenden Formelsysteme ist der Hauptzweck 
der vorliegenden Arbeit. Dieselbe umfasst zwei Theile: der eine be- 
schiftigt sich nach Angabe einiger zum Verstindniss nothwendiger 


*) Untersuchungen iiber p-reihige Charakteristiken, die aus Dritteln ganzer 
Zahlen gebildet sind, und die Additionstheoreme der zugehérigen Thetafunctionen. 
Abhandlungen der k. bayr. Academie der Wiss. II, Cl. XVI, Bd,, II. Abtheilung. 

**) Journal fiir Mathematik Bd. 89, pag. 193, woselbst die aus Hilften ganzer 
Zahlen gebildeten Charakteristiken behandelt werden. 
***) 1, c. pag 354, Formel 10. 
+) Jacobi, Werke. Bd. I, pag. 509 und 534. 
+t) Mémoires des savants étrangers. t. 11. 
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Bezeichnungen und Satze mit der vollstiindigen Aufstellung und Unter- 
scheidung der Goepel’schen Gruppen im Falle p = 2, und zwar wurde 
die Classificirung derselben mit Riicksicht auf die im 2. Theile auf- 
zustellenden Formeln vorgenommen — der andere Theil behandelt zwei 
umfassende Complexe von Formelsystemen, die sich fiir beliebige p 
mittelst der Goepel’schen Gruppen und Systeme ableiten lassen. Aus 
dem ersteren Formelcomplexe werden dann die in den Coefficienten 
einfachsten Formeln ausgesucht, wozu die im ersten Theile behandelten 
Gruppen das Mittel an die Hand geben, wihrend der zweite Formel- 
complex schon fiir beliebiges p hinreichend einfache Formeln bietet. 
Der letzte Paragraph endlich umfasst die aus den allgemeinen Formeln 
entspringenden Thetarelationen und die Relationen der Nullwerthe. 


§ 1. 
Bezeichnung der Charakteristiken-Gruppen. 
Zum leichteren Verstiindniss des Folgenden schicke ich einige 


Bemerkungen voraus, deren nahere Begriindung in der in der Ein- 
leitung erwaihnten Abhandlung zu finden ist. Der Zahlencomplex 


eau (™ ee ‘*) 


ny Gag ors G& 
heisst eine p-reihige Charakteristik. Legt man den « nur die Werthe 
des vollistandigen Restsystems mod. 3 bei, so enthilt diese Form 3°?” 
Charakteristiken. 
Man kann diese Charakteristiken in drei Arten unterscheiden: 
solche, deren Glieder der Congruenz 
Jo] == a, a, + aa, +--+ + aa, = 0 (mod. 3) 
gentigen, solche, ftir welche der Werth dieser Congruenz + 1 und 
0 
solche, fiir welche er — 1 ist; ich nenne im Folgenden |a| = {+ 1 
—1 
den Charakter der betreffenden Charakteristik. 
Die Summe der Charakteristiken (@) und (8) ist 


@ + By, & + B., -.- & + Bp 
(«) + 8) = (ar By’, Oy + By. - &p + ay) 
und sei der Kiirze halber mit (@f) bezeichnet; dann ist: 


— GW, —M, .. 


2 (a) = (2a) = (ce?) = ( 


und demnach ist 


ad) (mod. 3), 


, , 
yy “Ops tet 


(@) — (B) = (@6"). 
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Hieraus folgt, dass sich die 3°?.— 1 Charakteristiken, die ausser 
jener Charakteristik, deren simmtliche Elemente Nullen sind, und die 
ich im Folgenden gemiiss der obigen Schreibweise mit (1) bezeichne, 
existiren, in zwei Gruppen theilen, deren einzelne Charakteristiken 
derart paarweise zusammengehéren, dass die Glieder eines Paares sich 
nur durch das Zeichen unterscheiden, z. B. 


(@) und (a?). 


Ich werde im Folgenden éfter zwei solche Charakteristiken unter 
das eine Zeichen 
[@] 


zusammenfassen und nenne dann [a], um kiirzer zu sein, eine Gruppen- 
charakteristik*). Thre Anzahl betriigt 


g*P? — 4 
aS. 





Es folgen noch einige bestiindig gebrauchte Abkiirzungen., 
Aus der Bedeutung des Symboles |«| folgt sofort: 








; |o| = |a?| == |— a]; 
ferner sei 
a ’ 
fe eB + eB t+ mB; 
und 
a B 
al — lel #1 
dann ist 
«a|B=— Bla=P la; ala? =a?|a=0; (mod. 3) 


a? |B = |B. 

Die 3?” Charakteristiken kénnen durch eine Operationsgruppe 
von ebensoviel- Additionen entstanden gedacht werden, indem die 
Summe je zweier Charakteristiken wieder eine p-reihige Charakteristik 
giebt; die Charakteristik (1) vertritt dann die Identitiit. 

Die Operationen dieser Gruppe, oder was dasselbe ist, die 3%? 
Charakteristiken, kénnen aus 2p unabhiingigen derselben zusammen- 
gesetzt werden. (Ein System von Charakteristiken heisst unabhingig, 
wenn nicht die Summe irgend einer Anzahl derselben mit Null nach 
dem Modul 3 congruent ist) Z. B. ergiebt sich, dass fir p—2 die 
ganze Gruppe folgende Gestalt hat, wenn mit (v,), (v,), (@,), (2) 
vier unabhingige Charakteristiken bezeichnet werden: 


*) Beziiglich dieser Bezeichnung vergleiche meine oben citirte Abhand- 
lung pag. 7. 
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f (1), (v), (v,"), (%), (%_%4), (%4?), (%9”), (0), (27%?) 
(01), (01%), (0, %,"), > (Q4%,%4?) 
(0:7), (17%), — (@47%4”), » (0,7%,?»,?) 
(@2), (02%), (02,7), >  (@2%,"%,") 


? 


























° , : " : 
(027017), (@27@1?%); (@2? 17%"); » (027 @,? ¥,? 9,7) 
Jede Horizontalreihe dieses quadratischen Schema’s enthilt 3? 
Charakteristiken; die Charakteristiken der ersten Zeile bilden eine 
Untergruppe vom Grade 3?, die iibrigen aber Systeme, die aus dieser 
Untergruppe hervorgehen, indem man zu jeder Charakteristik eine be- 
stimmte Charakteristik addirt. Die Untergruppe mit ihren 3? — 1 

Systemen zusammen heisst ein Complex. 

In der erwihnten Abhandlung habe ich gezeigt, dass von den 
Untergruppen 3?‘ Grades jene am wichtigsten sind, deren Charak- 
teristiken der Bedingung 


Vq|%3 = 0 (mod. 3) apoB 
geniigen, und habe sie Goepel’sche Gruppen genannt. Solcher Gruppen 


giebt es 
D = (3° + 1) (3 4 1) --- (32+ 1) (3 +1). 


Stellt man eine Goepel’sche Gruppe an die Spitze des obigen 
quadratischen Schemas, so reprisentirt jede Zeile desselben ein so- 
genanntes Goepel’sches System und die 3? — 1 Systeme bilden mit der 
Gruppe einen Complex Goepel’scher Systeme*). 

Die Gruppen und Systeme sollen nun im Folgenden fiir den Fall 
p = 2 aufgestellt und naher untersucht werden. 


§ 2. 
Goepel’sche Gruppen und Systeme fiir p = 2. 


Eine Goepel’sche Gruppe besteht aus 3? Charakteristiken und kann 
somit aus p von einander unabhiingigen gebildet werden, die wir nach 
Herrn Frobenius eine Basis der Gruppe nennen. Ich habe nun l. c. 
den Satz bewiesen, dass wenn p unabhingige Charakteristiken der 
Bedingung 


Vq|Vg = 0 (mod. 3) a eee: 


*) Beziiglich dieser Bezeichnung vergl. Frobenius: Das Additionstheorem 
der Thetafunctionen mehrerer Variabeln. Journal fiir Mathematik, Bd. 89, pag. 197. 














n 
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gentigen, auch alle Charakteristiken der aus ihnen gebildeten Gruppe 
vom Grade 3? derselben Bedingung geniigen miissen; somit haben wir, 
um eine Goepel’sche Gruppe zu gewinnen, nur eine Basis von p 
Charakteristiken zu bestimmen, die dieser Bedingung gentigt; die 
Combinationen der Charakteristiken dieser Basis liefern dann die 
Gruppe. 

Da man die Gesammtzahl der Basissysteme findet, indem man die 


e(p — 1) Congruenzen 


a 
Va| Vg =0 of mE 


lést, so wird man in einem bestimmten Falle, z. B. fiir p = 2, diese 
simmtlichen Liésungen in eine Tabelle vereinigen. Die Aufstellung 
derselben wird jedoch wesentlich vereinfacht, wenn man Gruppen- 
charakteristiken einfiihrt, was deshalb geschehen kann, weil nach § 1 
aus v|v, =0 auch v|y,.2?=0 und v?|v, =0 (mod. 3) folgt. Man 


braucht somit nur *—! — 40 Charakteristiken in’s Auge zu fassen. 


2 

Die im Anhang fiir py —2 berechnete Tabelle I wurde in der 
Weise gebildet, dass man die 40 Gruppencharakteristiken in der aus 
der ersten Verticalreihe der Tabelle ersichtlichen Reihenfolge zusammen- 
stellte*) und die mit jeder solchen Charakteristik (v) eine Lésung der 
Congruenz v|v_ == 0 (mod. 3) bildenden Charakteristiken in die gleiche 
Horizontalreihe notirte. 

Aus dieser Tabelle gewinnt man dann unmittelbar die Tabelle Il 
der (3?-+ 1) (8+ 1) =40 Goepel’schen Gruppen, indem man aus 
ersterer in bestimmter Reihenfolge je zwei Basischarakteristiken [v, ] 
und [v,] entnimmt, die in der gleichen Horizontalreihe stehen, und 
daraus die Gruppe in der Gestalt 


[71], [ve], [1%], [%1?r] 
bildet. (In der Tabelle wurden der bessern Uebersicht halber keine 





Gruppencharakteristiken geschrieben, aber (0 0) tiberall weggelassen. ) 


Man hat dabei nur zu beachten, dass [v,v,] und [v,?v,] nicht mehr 
als Basischarakteristiken gewihlt werden diirfen, da sie die schon vor- 
handene Gruppe liefern wiirden. 

Was nun die Anordnung der Gruppen in Tabelle II betrifft, so 
war dabei folgender Gesichtspunkt massgebend. Die Aufstellung der 


*) Die hier eingehaltene Reihenfolge der Charakteristiken wurde dadurch 
bestimmt, dass man die 81 Charakteristiken wie in § 1 zu einem Complexe an- 
ordnete, in welchem 


= (2%), D=(0%), C= (9 2), @=(b0 


ist. 
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40 Goepel’schen Gruppen zeigt nimlich, dass sie sich in 4 Classen 
von wesentlich verschiedenem Charakter theilen. Die erste Classe 
bilden 6 Gruppen, deren siimmtliche Charakteristiken den Charakter 
Null haben; die zweite Classe enthilt 12 Gruppen, deren jede 4 Charak- 
teristiken vom Charakter Null und 4 vom Charakter + 1 oder — 1 
enthalt; die dritte Classe umschliesst 16 Gruppen aus 2 Charakteristiken 
vom Charakter Null und 6 vom Charakter + 1 oder —1, und die 
4. Classe endlich umfasst wieder 6 Gruppen aus lauter Charakteristiken 


vom Charakter +1 oder —1. Die Identitiit (1) — (0 0) ist hier 
nirgends mitgezahlt. 

Eine nihere Betrachtung dieser Gruppen lisst erkennen, dass die 
der ersten und dritten Classe eine gewisse Eigenschaft gemeinsam 
haben, die fiir unsern Zweck von fundamentaler Bedeutung ist. 

Wahit man nimlich irgend eine Charakteristik (v,) vom Charakter 
|\¥a|==0 aus einer dieser Gruppen aus, so findet sich im letaterer 
mindestens eine weitere wnabhiingige Charakteristik (vz), welche mit 
(va) den beiden Congruenzen 
Va 
Up 
geniigt, und zwar kommt diese Eigenschaft nur den Gruppen erster und 
dritter Classe zu. Ihre Anzahl betrigt also 22. 

Die Richtigkeit dieses Satzes ergiebt sich durch folgende Ueber- 
legung: 

Ist 1) ausser der Gruppencharakteristik [va] auch [vg] vom 
Charakter Null, also |v.|==0 und |vs|=0 (mod. 3), so kénnen 








=0, "| =0 (mod. 3) 


v 
2 Fille eintreten: entweder ist > =0, dann ist auch, vermége 


der Bedingung v,|vy == 0, nothwendig ee =, und die beiden noch 


in der Goepel’schen Gruppe enthaltenen Gruppencharakteristiken [v_v,] 
und [v«*v,] sind ebenfalls vom Charakter Null, da 


























Ve VB 
| Ve v|= | Ve| + |v, + Vp + Ve 
(2) und 
Ve vs 
|v? Mp | = |Ye| + |v] — vy|— |v 
ist; dann gehért aber unsere Gruppe zur ersten Classe; oder es tritt 


v 
*! yon Null verschieden sind, dann 


der Fall ein, dass und 














i] @ 
sind es auch die Charaktere der Gruppencharakteristiken [v.v,g] und 
[va?vg], und die Gruppe gehért zur zweiten Classe, 














Theta mit Drittelcharakteristiken, 519 


Ist 2) (ve) vom Charakter Null , (vg) aber nicht, so folgt aus der 











Ve v 
Annahme a |=0, eg =0 vermdge der Gleichungen (2) 
fd @ 
[Yap] = |vel; | va? re|=|rp| 
und somit gehért in diesem Falle die Gruppe der 3. Classe an, Aus 


Ve v . 
der Annahme, dass * | und | "| von Null verschieden sind, folgt 
Fi 


hingegen 


\Ya ve | = |r| — , 














e * 2e,| == vis 
v_ |? | Va ¥e| = |r| + Vs 
woraus man erkennt, dass [vqv,] und [v_?vg] nicht gleichzeitig den 
Charakter Null haben kénnen. Die Gruppe gehért also dann zur 2. Classe; 
also umschliesst die erste Annahme in den Fiillen 1) und 2) die erste 
und dritte Classe vollstindig, womit der Satz bewiesen ist. 

Da jedes Goepel’sche System dadurch erhalten wird, dass man 
zu allen Charakteristiken einer Goepel’schen Gruppe eine bestimmte 
Charakteristik (v), die dieser Gruppe nicht angehdrt, addirt, so wird 
die Eigenschaft der Goepel’schen Systeme eines bestimmten Complexes 
von der Wahl dieser Charakteristik abhiingen. Fiir die folgende Ent- 
wicklung der Thetarelationen ist es nun von Wichtigkeit 

1) zu untersuchen, wie beschaffen eine bestimmte Charakteristik 
(va) vom Charakter |v,| == 0 einer Goepel’schen Gruppe der 1. oder 
3. Classe sein muss, damit sich eine Charakteristik (v) bestimmen 
lisst, die den Congruenzen 


Va v 
(3) = 0, ; |=0 (mod, 3) 
geniigt; 

2) festzustellen, auf wieviele Arten eine solche Bestimmiéng von 
(v) zu einer gegebenen Charakteristik (v,) méglich ist, und wieviele 
verschiedene Goepel’sche Systeme durch Addition ‘derselben zu den 
Elementen der Gruppe erhalten werden. 

Zur Beantwortung der ersten Frage beachte man Folgendes: die 
beiden linearen Congruenzen (3) haben 3**-? = 9 Lésungen (v), oder 
da (1) auszuschliessen ist, und immer zwei einander entgegengesetzt 
gleich sind, durch Einfiihrung von Gruppencharakteristiken, 4 Lésungen 
[v]; unter diesen ist aber noch [v.] selbst, also bleiben noch drei 
Lésungen. Sei eine derselben [v], dann sind auch [v.v] und [v,v?] 
Lésungen der Congruenzen (3), denn es ist 


(4) = |v| + 








Vv 


Va Vav 
v 


=0 und 




















ly 
=lrl+|, |=0 (mod. 3), 


Vev" 


Vav 
Ve 
und Aehnliches gilt fiir | A 
Vav Va 
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Da nun aber nach Voraussetzung zwischen den Basischarakteristiken 
der Gruppe (v,) und (vg) die Relationen bestehen 


(5) 


wel, |"? = 0 (mod. 3), 














vB 
so sind [vg], [vgv] und [vgv*] drei weitere Lésungen, also miissen 
sie mit den obigen dreien [v], [v.v],[v.v?] znsammenfallen, was nur 
méglich ist, wenn (v) = (vs) wird; also gehdrt die einzig mégliche 
Lésung der Gruppe selbst an und kann somit nicht zur Bildung eines 
Gépel’schen Systems beniitzt werden. 

Macht man aber iiber die Charakteristik (v,.) die Voraussetzung, 
dass eine ihrer Horizontalreihen mit lauter verschwindenden Elementen 
besetzt ist, so ist eine der beiden Congruenzen (3) identisch befriedigt, 


z. B.| © |= 0; dann bleibt noch Vela @ (mod. 3) zu lésen iibrig. 
; v 








Ve 
Diese lineare Congruenz hat 27 Lésungen, hierunter befinden sich aber 
3, welche ausgeschlossen werden miissen, niimlich (1), (vq), (v"), also 
bleiben noch 24 Lésungen (A), oder, was dasselbe, 12 Liésungen [A] 
iibrig. Ist [vy] eine derselben, so sind, wie oben (Gl. (4)) [v. v] und 
[v,. v*| weitere Lisungen der Congruenz. Diese liefern aber kein an- 
deres Gépel’sches System als [vy], da die Charakteristiken (1), (v.), (v*) 
eine Gruppe 3. Grades bilden, die als Untergruppe in unserer aus (v.) 
und (vs) gebildeten Gruppe enthalten ist. Somit reducirt sich die 
Anzahl der brauchbaren Lésungen auf den 3. Theil. Die noch in Be- 
tracht zu ziehenden 4 Lésungen seien jetzt 


[v], [vo], [vs], [m4]: 


Sie geniigen somit den Congruenzen 


Y«|—0, |"€|=0, (e=—1,2,3,4) (mod. 3). 














Vo e 


Vergleicht man diese Bedingungen mit den Congruenzen (5), so erkennt 
man, dass sich [vg] unter diesen 4 Lésungen befindet; dann sind aber 
auch [v, vg] und [v, vg*], aus denselben Griinden wie oben, weitere 
2 Lésungen. Also sind drei der vier Lésungen [v,] identisch mit 
[va], [% val, [ve v7], welche wieder dasselbe Gépel’sche System, be- 
ziiglich die Gruppe liefern; also kann man in diesem Falle [v] auf 
zwei Arten: (v) und (v?) so bestimmen, dass es den gestellten Be- 
dingungen geniigt. Dieses Resultat fassen wir in den Satz zusammen: 

Wenn aus einer der 22 Gruppen 1. und 3. Classe eine Charakte- 
ristik (vq) ausgewahlt wird, die in einer Horizontalreihe lauier Elemente 
Null besitet, so kann man immer eine weitere Charakteristik, und diese 
auf zwei Arten (v) und (v*) so bestimmen, dass den Congruenzen 
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=0, ”|=0 


Vv 














Ve 
geniigt wird. 

Hiermit haben wir die Mittel gewonnen, um die Anzahl der 
Gépel’schen Systeme anzugeben, die aus den Gruppen 1. und 3. Classe 
durch Addition einer solchen speciellen Charakteristik abgeleitet werden 
kénnen. 

Unter den 6 Gruppen 1. Classe giebt es, wie Tabelle II zeigt, 
zwei (die erste und letzte), in denen mindestens zweimal zwei Basis- 
charakteristiken (v.), (vg) ausgewahlt werden kénnen, deren eine 
Horizontalreihe mit Nullen besetzt ist. Zu jeder solchen Auswahl giebt 
es dann, wie wir sahen, 2 . 2 = 4 Charakteristiken (vg), also im ganzen 
8 Charakteristiken 

(M%), (%"), @ = 1, 2, 3, 4, 

die alle 8 itiberhaupt mdglichen Gdépel’schen Systeme des zur Gruppe 
gehdrigen Complexes liefern. In den tibrigen 4 Gruppen 1. Classe 
lisst sich hingegen nur 1 Paar Basischarakteristiken der gewitinschten 
Art auswihlen, weshalb zu diesen 4 Gruppen nur 4 Gépel’sche Systeme 
gehéren, die durch die Charakteristiken 

(v), (%"), @= 1,2 
entstehen. Somit gehiren zu den Gruppen 1. Classe im Ganzen 

2.8+4.4=—32 
Géopel’sche Systeme von vorgeschriebenem Charakter. 

Zu jeder Gruppe 3. Classe lisst sich (v) nur auf zwei Arten in 
der gewiinschten Weise bestimmen, da sie, wie die Tabelle II zeigt, 
simmtlich nur eine Gruppencharakteristik besitzen, in der die Glieder 
einer Horizontalreihe Null sind. Jeder Gruppe gehdren somit zwei 


Gépel’sche Systeme zu, und die dritte Classe wmfasst im Ganzen eben- 
falls 2 . 16 = 32 Systeme. 


§ 3. 
Die Additionsformel fir #-Functionen vom Geschlechte p. 


Die Thetafunction, die wir im Folgenden zu Grunde legen, sei 
fiir beliebiges p definirt durch die Gleichung: 


(1) (uw) = H(1) (uy, ty, ty . - « Up) 


K=p “=p 


moto ™p =+ ix Ss a ee pe My! +0 My Uy 


= ". . > e al wal 
m=—2 My=—e 
wo die Moduln a,,° der Bedingung 
Guy) = Gy’ 
Mathematische Annalen, XXXII. 35 
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K=p “=p 
unterworfen sind, und der reelle Theil von > My, My’ Ay. eine 
. . - e=1 p’=1 
wesentlich negative Form sein muss. 


Wir ordnen dann den 3*? Charakteristiken (@), (1) mit einge- 
schlossen, die 3?” méglichen Systeme von Periodendritteln zu, indem 
wir setzen: 


d 1 “=p 

fo ° 

eon + = > Oye! Aye pe’ 
“’=1 


die Charakteristik (1) ergiebt sich dann fiir a — 0. 
Hiermit wird 


FD > up! “ute to Say (up + =p) 
B(a)(u)—e “ * ” - (1) (u+a). 

Die Summen im Exponenten erstrecken sich hier wie im Folgenden 
immer auf die Werthe von 1 bis p. 

Der Additionsgruppe der Charakteristiken entspricht dann die 
Additionsgruppe der 3°? Periodendrittel, welche die #-Functionen in 
einander iiberfiihrt. 

Weiter ist 
(cr) (— Uy» — ty y+ -» — hp) = B(— &) (U4, thy ,.-. Up) = O(a?) (4, , thy ,.. Mp) 

(a) (0) = O(a") (0), 
wofir kiirzer (a) geschrieben werde. 

Setzt man endlich noch zur Abkiirzung 

lin 
e* =<rt, 
so ist 
1+2+1-'=0 (mod. 3), 

Fiir diese 4-Functionen leitete ich in der mehrfach citirten Ab- 
handlung eine Reihe von Additionsformeln fiir beliebiges p ab, aus 
denen ich eine, daselbst pag. 354 gegebene herausgreife. Diese dient 
mir als Quelle der in der Einleitung erwihnten Formeln, welche den 
von Jacobi und Rosenhain gefundenen analog gebildet sind. Dieselbe 
lautet fiir ein beliebiges p in etwas verinderter Schreibweise: 


Dye lelt Flee (evs) (a—v,) (a—v,) (a—vs;) 

- 3 (Ge v)(u—b,) (w—b,) (w— bg) 

= DS)" 9 (6 9*¥4?) (a—b,) (a—b,) (a—b,) 
- (6 QV) (u—v,) (u—v,) (w—,), 


wo sich die Summation hier wie in den folgenden Formeln, wenn nichts 
anderes bemerkt ist, auf vg bezieht, das alle Charakteristiken einer 
Goépel’schen Gruppe durchliuft. 


(1) 
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Hier ist zur Abkiirzung statt der p Argumente 


u, — v,%, Uy, — v,%) +++ Up — v,”) 
nur 
u— v, 
und statt 
3 (a) (u—v,) (a) (u—v,) O(a) (w—v,) 


#(a) nur einmal geschrieben. Ausserdem bestehen die Relationen: 
y) + ov) + ol) = b,9 + 0,0 +5, = 
v,® “or si haat +i + 6," atk 
v0) 4 ayl?) + oglt) = By) + Bult) 4+ Bel) =O. 


Wir fiihren jetzt in diese Formel andere Argumente ein, indem wir 


a—vuy,=—t4, w—-o1= »,, 
a2—%=—%, t—-%= %, 
a— vy = -— ty, U— i= Yy, 
u—b= a—b=——v, 
u—b= &, a—b——»,, 
u—bs= %&, a—b,=—v, 


schreiben und dann die gestrichenen Argumente wieder durch unge- 
strichene ersetzen. 

Dann erhalt man unter Beachtung der obigen Bedingungen das 
involutorische System :*) 





3u, = — 2+ H+ H+ UF 4+ 4%, 
3U, = %—2y,+ A+ %U+ B+ 4%, 
3u; = %+ %— 2+ %Y+ B+ %, 
3u, = 1+ %+ v3 —20,4+ », + Vg» 
3u, = %t Mt Wt %—2e,+4+ %, 
9 3U, = Yt MF Bt Y+ ¥, — 2H, 
?) 30, =—2u,+ w+ 4+ | + U+ UG, 
3v, = uy — 2% + t+ |&+ 4U,; U6, 
303 = Uy + u—2u,+ um+ U+ UG, 
30, = m+ t+ ty —2u,4+ U5 + uy, 
30, = m+ %+ U+ um—2u,+ %&, 
3u, = uy + w+ u+ ut u —2Zu,, 


*) Vergl. Prym und Krazer: Ueber die Verallgemeinerung der Riemann’- 
schen Thetaformel. Acta Math. 3, und Krazer: Ueber Thetafunctionen, deren 
Charakteristiken aus Dritteln ganzer Zahlen gebildet sind. Math. Annalen Bd. 22. 


35* 
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mit der Bedingung 


a=6 a=6 


> te “a Va: 


a=l1 


Dieselben Gleichungen bestehen natiirlich fiir alle » Argumente 
einer #-Function. 
Hiermit geht unsere Gleichung (1) iiber in: 


> lal F810 (G2 142) (t4) (ha) (tty) ® (60742) (ty) (a) (te) 


(3) nm 
= D128! 9(6 x9) (04) (v2)(vs) (0? Mp0)(0,) (05) (04)- 


§ 4. 
Formelsysteme fiir beliebiges p. 


Bezeichnet (v) eine Charakteristik, durch deren Addition zu den 
Elementen einer Gépel’schen Gruppe ein Gopel’sches System erhalten 
wird, so gewinnt man aus Formel (3) einen Complex von Formeln, 
in welchem nur #-Producte von folgendem Charakter auftreten: 


(DW) (w,) (Uy) (tg) (44) (45) (4g) 


und 
B(D) (U,) (uy) (ey) H(W,) (ee,) (65) (44) 
wofiir wir me 
[]*@m (ua) 
a=1 
und 
4=38 A=6 
T[*@mem- [Jeo 
schreiben. oe = 


Dieser Complex von Formeln umfasst drei Systeme von Formeln, 
die beziiglich fir 6 —1, 6 =v, 6 =v* gewonnen werden; in jedem 
dieser Systeme befinden sich drei Gruppen von je drei Formeln. Die 
Formelgruppen gewinnt man, indem man die simmtlichen Argumente 
wu um die den Charakteristiken (1), (v), (v?) entsprechenden Perioden- 
drittel vermehrt, wodurch vermége der Gleichungen (2) auch die 
Argumente v um 1, v, v? wachsen, wihrend die in den einzelnen 
Gruppen enthaltenen Gleichungen dadurch entstehen, dass man 
@=1, v,v? werden lisst. Ich will hier nur die drei Systeme mit ihren 
Formelgruppen angeben, die einzelnen Formeln lassen sich dann leicht 
niederschreiben. 














(A) 


(B) 


(C) 


(A) 


(B) 


(C) 


(A) 


(B) 
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I. System; 6 = 1, 


A=6 I=6 
DA [Toor - DB [Torres 
A=é 


am [Toor v) (wa) =—)>'B, []oerve) (v2), 
4 [Lowe ) (ua) = >) Bs [Toe v*@) (v2). 


II. System; 6 = v. 
4=6 


>A []oe vg?) (wa) J Jo orp*)(u) 


yas 


=»>'B, [Ie (v4v@) (0) TTome (va), 
4a=1 a=4 
4=3 a= 6 

24:[ T° (v2) (ua) [Tor v2) (u2) 


A=6 


—»>'B, [Te (vp v? @) (va) IT» (ve @) (v2), 
> As [IP (vg?v) (u2) TIe (v7) (ua) 
4=1 a=4 
4=3 A=6 
=>'B, []ee @) (va) -[ [ose (v2). 
4=i Aa=4 


III. System; 6 =v’. 


>A [Toe v) (ua) Tfowr v®) (ua) 


Aa=4 
4=6 


=>'B, [Too e) (va) J J o(reve)(m), 


A=4 


4=3 Aa=6 


4: [Tor v?) (ua) - [Jer 


oe 


=>'B, [Ie (vs @) (va) TTe (vgv? 9) (v2), 
Ai a=4 ’ 
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4=3 4=6 
(C) >A; T° (vp*) (ua) ‘[]° (v4? v) (uz) 
a=1 a=4 


a=6 


4=3 
—»>'B, T][e (vgv @) (va) -[ [ee @) (va). 
4=1 a=4 


Hier sind die Coefficienten durch folgende Werthe bestimmt: 




















9) »2 2/ ge 
A, = let le, B= eel, 
¥ 2 ¥ ny 
2\ gi +2 l4e le 2/*2e@| +) xo) + 7 
A, =t Bi *B| p : B,=t B Pi al 
bd 2 |¥ v 
2|¥g|+ +r3Z1e 2|¥g@|+2) y./ +2 
hws BI B=e B |B lel 


Kinen zweiten Complex von Formeln erhilt man aus der Glei- 
chung (3), indem man daselbst 
Uy, Us, Us » Ug 
beztiglich durch 
Uy Ya, Uy — %, Us + %, Uy — V% 
ersetzt, dann gehen 
a V2) V3 U5» U5 
beziiglich in: 
Vy — Mp, Vy +My, V,— Yq, Ut, 
iiber. ' 
Hierdureh erhilt man zuniichst: 


>{ ol"l+ple & (6? 175") (u,) & (6? v4? v,) (Uy) (6? vg? VQ”) (Uy) 

(4) - B(Gv4") (U,) (6 v5?) (U;)P(G v5? v,") (Ug) } 
= >) {2°84 9(6740)(0)9 (62042) (04) (or 04) (25) 
- (04 @) (04) (62 942) (05) 9 (0? 7204) (0)} 

Lisst man hier (v,) eine der p Basischarakteristiken der Gépel’schen 
Gruppe bedeuten, beachtet, dass in diesem Falle (1), (v,), (v,”) eine 
Untergruppe derselben bildet, und dass (vg) bei der Summation alle 
Charakteristiken der Gesammtgruppe durchliuft, so erkennt man sofort, 
dass stets je drei der 3” #@-Producte gleiche Charakteristiken erhalten 
miissen. Macht man daher die Substitution 


wird, so werden diese drei Producte einander vdllig gleich und die 
Anzahl der Glieder reducirt sich auf jeder Seite der Formel auf 3?—. 
Setzt man aber statt (vy) (vq), liisst (ve) alle Charakteristiken der 
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Gruppe durchlaufen, die (v,) und (v,2) nicht enthalten und schreibt 
die gleichen Argumente nur einmal, so ergiebt sich: 


Df (erate g ctlrers tele 4 gtlranl teenie) 
(6? v7) (6? 1.2 v,) #( 6? v7 v,2) (u) 
(6147) O(6 14? v,)O(6 V4? v,”) (u,)} 
= >{ (:* |%ae| +} rl %a%e| / I" *el) - 9 (60) O(6V20V,) (6VaQV,2)(tty) 
-8(6°va9) 2(6°7.9V2) F(G°va9r,")(u)} . 
Der auf der linken Seite in Klammern stehende Coefficient ist aber: 


Ye 
v 


























ielteie {yy ted + Ya toe + Ya tele} 


mola tale. {14 g8ini(e—w 4 eH)}, 


wenn 
Va 


w= + %\¢@ 
Vv 








v 
whe 








gesetzt wird. Da aber vermége der Bedeutung der Symbole 
# = + 1*) (mod. 3) 

ist, und die Gleichung besteht: 
l+r+rrt—0, 


so reducirt sich der Factor auf 
olal+7ale. (1 — g2lml), 
In derselben Weise lisst sich der Factor rechts auf die Gestalt bringen: 
2 lae| e (1—r?!*!), 


within wird die Gleichung, da der Factor 1 — c*!"! hinausfiallt: 
ax 2 l’a|+ra |e [] ove (u) « 9(6 042 1) (uy)! 


» {3 ye 2|%20| [] 9(@r.0%)(u) #(6?v,0 2) (u)}. 


Bei der Productenbildung durchliuft », die Werthe 1, v,, v,*, wihrend 
die Summe auf alle jene Charakteristiken (v,) zu erstrecken ist, die 
(v,) und (v,”) nicht enthalten, so dass die Gleichung, wie gewiinscht, 
auf jeder Seite nur mehr 3”—' @-Producte enthilt, 


*) Damit dies immer eintritt, hat man nur (»,) oder (v) so zu wiihlen, dass 


"e ‘=o und 
v 








nicht gleichzeitig ‘ |=0 (mod. 3) ist, was stets erreicht werden 
2 


ann, 
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Aus ihr ergeben sich sofort zwei ihnliche, indem man uw und Uy, 
einmal um (v), dann um (v?) wachsen liisst. Man bekommt so: 





























7 ‘ ¥ v2 
> a| +2 Ve + ale [] 0(e*.1v0)(u)-(o0.2'¥2)(m)} 
(B) giv + y +|?| P 
=D feel Mele TT a(ercg022)(u)-9(0" rev) (w)} 
a a 
und: 
: Newa Ve MSI [J 9(o*v<tv*n2)(0)-0(ovetv?va\(u) 
(C) 3 ” eis , eal 
->| Sas . e T [°c VaQv"V,) (Uy) (6? v,ov?v,) wh. 
\ a a 


Diese drei Formeln enthalten wieder abnlich den friiher aufgestellten 
drei Systeme von Gleichungen, die man fiir 6 = 1, v, v? erhilt. In 
jedem Systeme sind dann drei Gruppen von Formeln enthalten, von 
denen jede je drei fiir g@ = 1, v, v* resultirende Gleichungen umschliesst. 
Die 9 Gleichungen eines jeden Systems sind aber nicht wie friiher alle 
verschieden, sondern sie reduciren sich auf drei, Um dies nachzuweisen, 
schreiben wir die drei Formelgruppen des ersten Systemes hin; diese 


sind: 
De] [o(vem) (w) 9(22 m2) (u) 
( A) a a 
= >), ] [2 (ve0r) (mH) (ree) (u), 
@ a 
>a] fo (Vq? v v2) (WU) B(Yq_? Y V2) (My) 
a a 
= >.) [aveerm) (uw) O(vequn)(w), 
@ A 
>a] Je (vq? v? v2) (u) F(V_? v? v2) (wu) 
@ a 
| = >»,] [* (VaQ@V? V2) (ty) F(va2Q@ Vv? v2) (U). 
a a 


(B) 


(C) 








2 2 
a,= z2l’el+7a\e@ b, =f [vue] 


v 
¥ 


2|%q|+2 * 
t 








+vi le 
? 








| 
2|ra@|+|r4| +0 
a, = t ? 


b, = 


2\ra\+|44|+72 le 
as =—=T 





2! %@| +2 
tT 


¥ | v 
ve +2(9| 
> 


? b, = 
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Die fiir @ = 1 aus (A), (B) und (C) hervorgehenden Formeln werden, 
wie man sofort erkennt, Identitiiten, da fir diesen Fall die Coeffi- 
cienten links denen rechts gleich werden, wenn man rechts v, mit »,? 
vertauscht; diese Vertauschung bedeutet aber nur eine Umstellung der 
Summanden in den auf beiden Gleichungsseiten stehenden Summen 
und findert somit die Gleichungen selbst nicht. Aus demselben Grunde 
werden dann die aus (A) fiir @ =v und die aus (B) fiir @ = v’, die 
aus (A) fiir g =v? und die aus (C) fiir g@ =v und endlich die aus 
(B) fiir @ =v und die aus (C) fir @ = v* sich ergebenden Gleichungen 
einander beziiglich gleich. Somit reducirt sich das System auf die drei 
Gleichungen: 


I. System; 6 = 1. 
(1) > a: | [2 (ve2m)(u)-0 (v2) (uy) 
@ a 


=a >! d, [ [eer V3) (Uy): #(vavy)(U), 
Ps a 
2) D a [Joe 02) (w) 
a@ a 
=a i o( a . 0 “(Ve P ) ’ 
«2 4] T VqV"? Vz) (Uy) B(Yev? 2) (u) 
(3) a Cs T]* (vv? v,)(U)-F(v v,? V2) (tty) 
@ a 
= Sa] [er 21)(u)-9 0%) (w). 
a a 


Genau dasselbe findet bei dem zweiten Systeme statt, das sich fir 
o =v ergiebt. Man erhilt: 


II. System; 6 = v. 


(1) D4 [erty (w)-9(r ven) (w) 
a a 
= > d, T]* (v? vq Vg) (Uy) = (Ve V2) (u) ’ 
@ a 
) De [Jory 222 u) 


ae a4 [> v4 (Uy) (v%q 02) (U), 
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(3) 4 Cy TE (v_" v2) (uw) -o (v? vq" v2) (ty) 
@ a 
= Pp dy / | D(Vq V2) (Uy) B(vV_ V2) (wv). 
a a 


Das dritte System fiir 6 =v? wird, wie man sich leicht tiberzeugt, 
mit dem IJ. identisch. Die Coefficienten haben hier nachstehende 
Bedeutung: 





























v v v 
2\ra|-+2|7¢| + % 2|rq|-+2|%e|+219, 
eae ? d,=t ’ 
v, lv ¥ v 
2\ra|+|50|-+2|5 2\%a|+|%4| +> 
ys ‘ - ’ d,=t , . ’ 
svar aval 
&-s ? d,=t ? 


a = 7lrl, 


§ 5. 
Anzahl der allgemeinen Formeln. 


Die Anzahl der in den Gleichungen des vorigen Paragraphen ent- 
haltenen Formeln lisst sich leicht bestimmen, da man die Anzahl der 
Gépel’schen Gruppen und Systeme aus § 1 kennt. Die erste Formel 
auf pag. 525, die aus (A) hervorgeht, indem man @ = 1 setzt, ent- 
hilt nur Charakteristiken einer Gépel’schen Gruppe und liefert somit 

(3?+- 1) GP +1)---@+1)8+1) =D 

Formeln. Ferner zeigt eine genauere Betrachtung der iibrigen Glei- 
chungen, dass immer zwei der andern 8 Formeln in jedem Systeme 
dadurch ineinander iibergehen, dass man (v) mit (v*) vertauscht und 
eine entsprechende Vertauschung der Argumente vornimmt.*) Da nun 
aber sowohl (v) als auch (v*) ein Goepel’sches System liefert, so wird 
nur die Hiilfte der Systeme zu zihlen sein, die zu einer bestimmten 
a 

2 
system D+ 8.- steak -D = 3(4-3?-!—1)D Formeln. Fir die 
beiden andern Systeme ist nur zu beachten, dass alle ihre Gleichungen 
die Charakteristik (v) enthalten, somit betrigt die Zahl der in ihnen 


enthaltenen Formeln 2 - 9 - 2 —! D.**) 





Gruppe gehéren, d. h. ; Systeme. Somit enthilt das I. Formel- 








2 


*) Werden die in jeder Formelgruppe fiir 9 =1, v, »* auftretenden 
Formeln mit 1, 2, 3 bezeichnet, so geht in allen drei Systemen 1(A) in sich selbst 
tiber; 2(A) in 3(A); 1(B) in 1(C), 2(B) in 3(C) und 3(B) in 2(C). 

**) Es ist hier zu bemerken, dass wenn die Charakteristik (v) vom Charakter 
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In den im zweiten Formelcomplexe enthaltenen Gleichungen p. 529 
und 530 gehen durch Vertauschung von « mit u) und (v) mit (v?) stets 
die zwei ersten jedes Systemes ineinander iiber, sie enthalten also in allen 





drei Systemen 2 - 2 - a = ‘. D Formeln, wihrend die beiden tibrigen 


2.32. D Gleichungen reprisentiren, somit hat man im Ganzen 
2-(2-32—1)-D Formeln, wobei jedoch die gleiche Basischarakteristik 
(v,) zur Bildung siimmtlicher Formeln zu verwenden ist. 

Die bisher entwickelten Formeln gelten siimmtlich fiir beliebiges p. 
Im folgenden Paragraphen geben wir nun mit Beziehung auf unsere 
Untersuchung der Gépel’schen Gruppen fiir p = 2 eine Reihe specieller 
Formeln, die sofort die Analogie mit den in der Einleitung erwihnten 
Jacobi’schen und Rosenhain’schen Formeln erkennen lassen, 


§ 6. 
Formeln fiir p = 2. 


Man erkennt leicht, dass in den Gleichungen des ersten Formel- 
complexes je drei Glieder gleiche Coefficienten erhalten, wenn man die 
in § 2 aufgestellten speciellen Gépel’schen Gruppen zu Grunde legt. 

Setzt man nimlich voraus, dass die Basischarakteristiken (v,) und 
(v.) den Bedingungen geniigen: 


2 


|v, | =0, x = 0 (mod. 3), 
”" 





Vv 
'| <0, 
VY, | 








die die Bedingung v,|v,=0 nach sich ziehen, und bestimmt eine 
Charakteristik (v) in der Weise, dass 











v 
. | -Q (mod, 3) 


¥ i 
ist, so wird 
: L, r?l*l, 
ol%e| tre)” Yeti litre und 22l"e"l ae J gtlvml | 
t2l%l+vly, vil yr | 


je nachdem man 
(Ve) = (1), (%), (%7), 


oder 

(Va) = (%), (% 4), (¥_%7), 
oder 

(Va) = (Yq), (%_?%,), (M4?) 
setzt. 


Null ist, das ganze System III in II tibergeht, indem man die Zeichen der u und v 
indert und wu, Ug, Us mit %, Ve, Vs vertauscht, so dass diese Formeln in der 
obigen Zahl doppelt enthalten sind, 





(6); 





| 
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Diese Bedingungen entsprechen aber den 22 speciellen Gépel’schen 
Gruppen, die wir in § 2 fanden. 

Da ferner die Coefficienten der entsprechenden Gleichungen der 
drei Systeme gleich sind, d.h. die 9 Gleichungen eines jeden Systems 
véllig gleiche Construction haben, so erhalt man die unter obigen 
Voraussetzungen aus dem ersten Formelcomplexe hervorgehenden Glei- 
chungen am einfachsten, indem man je drei Glieder mit gleichen 
Coefficienten in ein Zeichen U und V zusammenfasst (je nachdem die 
Argumente der @-Functionen w oder v sind), ein einziges System von 
Formeln in U und V aufstellt und den U und V verschiedene Be- 
deutungen beilegt, je nachdem sie die Formeln des einen oder andern 
Systemes bezeichnen; schreibt man noch zur Abkiirzung: 

















(5) c2l%] == a, c7l7l a= a’, » = 4, = 6,*) 
V2 
so erhilt man folgendes System von 9 Formeln: 
U,;+ a U,+ «U; = Vit a Vy aVs ; 


(A) 





U,+ ar*9U,+ar%?-9 U, 
U,+ arU,t+ aru, Vit arv?V,+ areV, 
(B) | 


\ 


U,+ eaerPU,+ arU, Vit art arD, 
@{U,+ avtteU,taretoUyy=— Vi+ at *V,+ ar VY, 


U,+ eatU,+ ateU, = Vit areV,+ areV, 


(C) @ {U, arto U,+ artts Uy) = Vitart—-V,+ art-9/, 





Diese Gleichungen kann man auch in folgender Weise schreiben: 
3U, = {V,+aV,+aV,\ + @& {V+ ar V, + arts Vo} 
+ a {V+ art V,+ acre) Y,} , 
(7) 


3aU, = {V,+aV,+aV,} + @ {r-°V,+ar7 V,+ ar? Vi} 
fa {et bate T, tae Fy}, 


*) Die beiden Gréssen 4 und o kinnen nicht zu gleicher Zeit congruent mit 
Null sein; denn wiire dies der Fall, so hiitte die Charakteristik (v) vier linearen 
Congruenzen zu geniigen; diese haben aber nur 34—4=—1 Liésung, und da sich 
unter diesen Lisungen stets die Charakteristik (1) befindet, so muss diese die 
vorhandene Lisung sein, die aber bei der Wahl von (v) auszuschliessen ist. 


U,+ar?-9U,4+ ateU, =a {V+ ar V,+ arte V,}, 
a {V,+ art? V+ arto Vy}, 


? 


? 


? 


U,+ etU,t+ atu, = Vit attVi+ ary, . 
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(3aU,—= {V,+aV,+aVy} + afr VitarV,+ar%7,\ 
+ a’ {r'-0 V,+ar*V,+4° Vo}, 
3aU, = {V, ar V,4+ar-9 Vy} + {V, +00 V, tar V,} 
ot {Vi tar? V,+ar'V,\, 
3aU, = = {e+ V, tar V,+ar' Vy} + {9 V, par V, +a V,} 


+ {ce V,+aV,+ar*Vy}, 

(2) | 840s =F {tt V,4arV,+ ar Vy} + {2° V,+aV,+ar° Vi} 
+ {x84 Vi+ac VetaVo}, 

3U, = Pa {V, + ar°—-*) V, +a c-¢ Vs} + {Vi+ar’ Vi+ar* Ve} 
+ {Vi are Vetar? Vo}, 


3aU, = a {c4to V+ ar? V,+ ar V,} + {r24V,+aV,+ar'V,\ 
+ {r8o V+ ar? Ve+ Vy}, 
3aU, = {4 V, + att V, + ar? Vy) + {Vy par V, + « Ve} 
\ + {t°V,+aV,+ar*°V,}, 
wozu sich noch ein gleichgebautes System gesellt, welches man durch 
Auflésung der Gleichungen (6) erhiilt. Das System (7) ist also in- 
volutorisch wie das System der Argumente und repriisentirt siimmtliche 


in dem ersten Formelcomplex enthaltene Gleichungen, wenn man statt 
der 9 Gréssen U und der 9 Gréssen V folgende Werthe substituirt : 





I. System. 
A=6 4=6 
U,= > [[eerom),  t. =>) [J eer)(u), 
e &é=i e é=i 
U, -> []ov: Va)(wa), U;, -> [ oor.) (ua), 
e 4=i a Aa=il 


A=6 A=6 
U; =>’ | [*e. Va) (ta), U, -»> Teor. Va) (ua) ’ 
@ aml @ ai 
U, => J]oo (ua), 


@ Aé=l 


U; -> ial 3 (v? v7. vq) (ua), 


a@ aé=il 
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A=6 


U, => |] (v? v, Ve) (Ua). 
2 a=l 


Die Werthe der Gréssen V erhilt man aus diesen, indem man die 
Argumente « mit v vertauscht. 


Il. System. 


4=3 A4=6 
U; -> [[ew Va) (ta) -[]* (vq) (Ua), 
e 4&1 a=4 
4=3 Aa=6 
U, =-> aE (v?v,? va) (ua) ‘[]* (vv,? ¥q) (Ua), 


@ ié=i1 A=4 
4=8 4=6 
U; -> []oo V2 Vq) (ua) LT] Vy Vq) (Ua), 
4=38 A=6 
=D [Jorsm — [Joo w, 


a=3 A4=6 
T= Di [Jeevan -[] oor), 


4=38 A=6 
U.= >) [ [ee.r)u) -[ [o@.»*r.)(u), 
e dé=1 a=4 
Aa=3 4=6 
U; =>) [ [eor)m)  -[ Jo @.)m), 


e 4=1 A=4 


a8 A=6 
U,— > [Joven ou) -[] oer (u) 


a 


a=3 a=6 
U, -> Tee V. Vq) (Ua) -[ eo, Va) (ua). 


aa =4 


Die zugehérigen Werthe der Gréssen V erhilt man aus diesen, indem 
man statt U,, %., Us, U4, U,, Ve und statt u,, u;, wy, Vy, Yo, Vg in 
obige Gleichungen einsetzt. Die Summation nach « ist in diesen 
Formeln in der Weise zu verstehen, dass (v.) die Werthe (1), (v,), 
(v,?) durchliuft, wahrend die Productenbildung in derselben Weise 
wie auf pag. 525 aufzufassen ist. 

Das dritte System liefert keine neuen Formeln, dieselben werden 
identisch mit denen des I]. Systems. Der Beweis hierfiir ergiebt sich 
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leicht, indem man einerseits in den Formeln des Systems III pag. 525 
fir g@=1, v, v* wirklich einsetzt, wodurch man erkennt, dass nur 
die Charakteristiken der @-Functionen mit den Argumenten « im 
Systeme II mit denen der -Functionen mit den Argumenten v ver- 
tauscht erscheinen, und andererseits beachtet, dass durch diese Ver- 
tauschung zugleich die U mit den V permutirt werden, und dass hier- 
durch das System (6) vollig in sich iibergeht (vergl. die Anmerkung 
pag. 530). 

Die Anzahl der hiermit erhaltenen Formeln ergiebt sich unmittelbar 
aus den Betrachtungen des § 2. Die erste Formel umfasst, da sie nur 
mittelst der Gruppen erster und dritter Classe gebildet wird, 22 einzelne 
Gleichungen, und die iibrigen 8 Formeln des I. Systems liefern 
8(16-++ 16) = 256 Formeln. 

Die Gleichungen des 2. Formelcomplexes kénnen fiir p = 2 in ein 
ebensolches System wie (6) und (7) vereinigt werden, nur reduciren 
sich diese Systeme auf 3 Gleichungen. Denn die Coefficienten c, d 
sind der Form nach genau gleich den Coefficienten A,B, und es gelten 
dann die hieraus hervorgehenden Formeln fiir jede beliebige Gruppe. 
Man erhiilt sie somit am einfachsten, indem man den in den Systemen 
(6) und (7) vorkommenden Gréssen folgende Bedeutung giebt: 


” v 








aa ln, a = rll, i= 








6= ; 
? v; ? 


dann folgt fiir das I. System am Schlusse des § 4: 
K=NA=[Porom — - oe), 


U, = V; —[ [oer - (0,203) (tty), 
U, = V, —[] v2) (t) = (v, v2) (th) 
1.=V%—=[J oor -o@nyu), 

U, = V; —[ [eer - (vv,20%)(u), 
U, = V, = [] oo va)(u) = O(vv, 2) te), 
U, = V; -[] @(v2v)(w) — - O(v2 v2) (uy), 
U, = Ve =[[ #*2nyau) - (v2 v,20) (uy), 


U, = V, = [ | #02», »)(u) - #@*y,%)(u). 





536 A. v. Braunmint. 


Aehnliche Formeln erhalt man fiir die Gréssen des II. Systems: 

Die drei Gleichungen sind dann aus (6): 

U,+ar*-9 U,+art-9U, =a {U,+ ar U,+ art U;\, 
(8)) U,+artU, +ar%?-) U,=a' {U,+arteU, +a, \, 

U,+ar*U, +ar*?U, = U, +ae*U, +r U,. 


§ 7. 
Thetarelationen. 


Aus den aufgestellten Formelsystemen kann man eine Reihe von 
speciellen Formeln ableiten, indem man die Argumente passend wihlt. 
Wir wollen im Folgenden die wichtigsten Formeln angeben, die man 
durch eine besondere Wahl der Argumente erhilt und die Relationen 
zwischen #-Functionen mit gleichen Argumenten sowie zwischen ihren 
Nullwerthen ermitteln. Zu diesem Zweck machen wir in den fiir 
p = 2 entwickelten Formeln des ersten Formelcomplexes (Gl. 8) die- 
selbe Substitution, die wir schon pag. 526 anwandten. 

Dadurch erhalt man fiir das I. System 


U, = Vi = >) 9%(v2) (u) 9 (v2) (tm), 
= Vi= Pe 3 (v vq) (u) F (vy v—) (Uy), 
U,=—V,=— eA 8 (v2? v_) (u) (wv? va) (Uy), 


U,= V;, U,= V, geht aus U,, U,=— V,, U, = V, aus U, und 
U, = V,, U,= V, aus U, hervor, indem man die Charakteristiken 
der #-Functionen beziiglich um (y,*), (v,) vermehrt. 

Hierdurch reducirt sich aber dann das System (6) wieder auf die 
drei Gleichungen (8). Genau dasselbe tritt ein fiir die Gleichungen 
des Systemes II, pag. 525, wenn man setzt: 


U, = V, = >) 09(vev?) (u) (vr) (uy), 
U,=V,= a 55 (v.) (u) O° (vev?) (up), 
U; = Vz, = >) 93(v,0) (wt) 9°(ve) (ty); 


- 
| 


woraus wieder die Werthe der iibrigen U und V wie oben genommen 
werden. 

Setzt man in diesen Formeln noch u,) = un, so erhilt man mit 
Beniitzung der Werthe des Systems I. drei Relationen zwischen sechsten 
Potenzen von Thetafunctionen und mit Beniitzung der Werthe des 








DR wee deed Lk SO 
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Systems II drei Relationen zwischen gweigliedrigen Producten aus dritten 
Potenzen von @- Functionen. 


Setzt man endlich in diesen « == 0 und beachtet, dass #(u) (0) 
= #(u?) (0), wofiir man kiirzer @(u) schreibt, so wird die zweite 
Gleichung (8) identisch mit der ersten, wahrend die dritte in eine 
Identitat iibergeht, somit ergeben sich folgende 2 Gleichungen zwischen 
den Nullwerthen der Thetafunctionen: 


(1*) P 8° (v2) — a D4 3° (v, Va) 
=a {> O° (ve) + arttto >) 8 (vv, Vq) + r*t¢ Ds 9 (vv,2.)}, 
(2*) p .- (v2 v,) B(vve) — a = (v2? v,Vq) (vv, Ve) 
=o (> 3 (vq) B(v?v_) 4- a r2A+o a 3° (Vv. Va) P(v,v? ve) 
+ arte a ® (v,2 vq) (v,2v?»4)}- 

Die im zweiten Formelcomplexe enthaltenen Thetarelationen be- 
kommt man unmittelbar, indem man in den Gleichungen am Scblusse 
des § 6 u,—wu setzt, Hierdurch ergeben sich mit Beniitzung der 
Formeln des I. Systems 3 Thetarelationen zwischen je 6 dreigliedrigen 
Producten aus @-Quadraten und mit Beniitzung der Formeln des 
II. Systems 3 Relationen zwischen je 6 sechsgliedrigen Thetaproducten. 


Da sich dieselben durch besondere EKinfachheit auszeichnen, mégen 
sie hier folgen: 


1, 
[[22@a + ate f [02 2n) (w) + oreo [ar(r, 9 (w 
a a a 
ional [Jor + enor] [orern w) + a] [orm )}, 
[Teed ) + a [ Jor@enya)+ ane] [orv,n) 
* 4; a 
sel {Le (w) + arte] Jo oyna) + aot] To*(0*2m)()}, 


| | 82 (vv) (wu) + at®4 } ] 8 (vy,?) (u) + ar? [Jeerurne 
a a a 
= [[*o va) (u) + ar? [Jew v, V2) (uw) + ar? [ Je e@ren) (u). 
a a a 
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I. 
[ Joo) (wt) 9(vv) (u) ++ «neo | &(v2v,2 02) (u) O(vy,202) (1) 
4+ aro [] oe) (u) (vv, 02) (w) 
wi {IT Oo?) (w) O(a) (w) + exter] T 90021) (W) Oe) (w) 
+ actte J] 9(029,2m) (w) 902m) (w) \, 
[ ]eo™m) (u) (vm) (u) + ar [] 92m) (u) &(vv,20,) (te) 
4 acta-o] | #(v2v, 2) (u) O(vy, ») (u) 
aig {LT O(v) (w) Oem) (w) Farr] T 90m) worm) (W 
4 artte I (v,2%) (uw) O(vv,20) OF 
[oo (xt) ®(v2) (w) ar? [I O(v2v,2 v3) (u) (0,202) (uw) 
+ at I] (vv, v2) (u) (v, 02) (u) 
wa I] 9 (v2) (u) O(vr) (u) + ae? II @(v, 2) (u) (vv, 2) (u) 
+ art I] O(v,202) (u)  9(vv,20) (u) 
Setzt man endlich in diesen Formeln u =, so reduciren sie sich 


wieder auf die zwei ersten in jeder Nummer. Man erhilt dann als 
Relationen zwischen den Nullwerthen: 


[]#e + ar®@-% 9 (v.20) + aco] Jo, v2) 
a a 


(3*) 
ane {Tom + aqato] Jor, 4) + ee] [oor], 
| [Is (v? v2) #(vr,) + acto | Joon.) B(vv,? v2) 
+ ar [ Too, va) (vv, va) 
(4%) 1 


nal {II (vm) O(v2) + arate] | #(v?y, m2) O(r,%) 





‘ + arte TT (vy? v,? va) o(vtm}. 
a 
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Diese Formeln (1) bis (4) entsprechen den von Rosenhain I. c. 
pag. 416 und 417 aufgestellten. 

Die Coefficienten der Formeln des 2. Formelcomplexes vereinfachen 
sich, wenn man die im § 2 aufgestellten speciellen Gruppen zu Grunde 
legt; es ist nimlich dann 


= 0 
? 
V1 


wodurch die Gleichungen (8) in § 6 in die Doppelgleichung 
U, + U,+ Us =e {U,+ U,+ U.} = a {U,; + Us+ Us} (9) 


iibergehen, welche mit Beniitzung von I und II dieses Paragraphen 
die Relationen liefert: 


[Teo + [eon @ + [Jor 
a [Toor ) +] Jeenn) +1] eenm w} 
or {Too v,) (ws) +] [oo v3) (w) +] [o@*%) wh, 
IT 9 (v® va) (u) # (v2) (w) + [ [owner (u) &(v%,202) (u) 
+] [oo) (u) &(v%, va) (u) 
_ [] & (vn) (w) (m2) (Ww) +] JOO») w) (rm) (w) 
+] [oorenyn 92m) (o) 








le | = ; | a 
Im4|==0, also @—1, A= |") =0, o— 
v 


— [ [ow (uw) (yr) (wu) + [ Too vy) (u) (vy, v2) (u) 
+] [oor (u) &(yv,* v2) wt. 
z 


Die entsprechenden Relationen der Nullwerthe lassen sich un- 
mittelbar aus den Gleichungen (3*) und (4*) ablesen. 

Zum Schlusse ist noch zu bemerken, dass die Formeln des ersten 
Complexes ihre einfachste Gestalt annehmen, wenn man jene zwei 
Gruppen der 1. Classe zu Grunde legt, die an erster und letzter Stelle 
der Tabelle II stehen. 


Fir erstere Gruppe wird nimlich |»,| =0, also a = 1, 
Vs v 
= -+ A = 
6 =-+ 1; es ist dies jene Gruppe, welche im Falle des Moduls 2 von 


Rosenhain seinen Formeln zu Grunde gelegt wurde. 


A= 














=(), fiir letztere |vy,|=0, a—1, A=0, 


36* 
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Tabelle I. (Fortsetzung.) 








g 
‘3 
2 
s 
j 
= 
5 
a 
d 
£ 
a 
= 























-1-1 





























A. v. Braunminn. 


542 


en]. 


[Tabelle der 40 Goepel’schen-Grupp 


Tabelle II. 


Erste Classe. 








0 0 


00 00 00 00 00 00 00 


41, 22, O-1, 1-4, -1-2. 


0 1, 


1 0, -1 0, 





01 O01 O-1 O-1 O- 
10, -1 0. 


00 00 01 
10, -1 0, 


00 


0 0, 


10, -1 0, 
10 
0 1, 


0 0, 





0 -10 
0-1, 
-1 


-1 -1 


10 


0 
0 0, 


00 1 


0-1, 


0-1, 00, 04, 
ai 28 


1-1 


0 1, 





1 


1-1 


00 00 1-1 
1 1, -1-1, 0 0, 
1 


00 00 


@@ 11, -2-4. 
ht 


-1-1 


4 8, 0-4, 





-1-1 


a 


1 


1 


1 








O-1 10 11 114 -10 -11 
0 0, 


1 
0 0, 


0 0. 


00, 00, 00, 


0 0, 


0 0, 








Zweite Classe. 
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1 


1-1 -10 -! 
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10 


0-1 


01 
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-“- 1 SO 
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rine 
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| 
coins 
} 
«| - 
coin O 
' | 
} 
=“ | — 
ih Ges : 
«| ~ 
Sins 


1-1 
11, 
1-1 





Al -1-2 
Af, <8 <% 


-10 


4% 


0-1 #10 
-1 


10, -1 0, 


01 


0-1. 


0 1, 


1, 





-1-1 


“11 
01, -1 1, 


-1-1 


-1 0 


1 


1 


10 
@-4,. «4-1, 


0-1 


 %. 


1-1, 


1-1 


1 0, 


-1 


-1 0, 
01 





-1-1 


-1 1 


1 


1 


10 


-1-1 


1 


1-1 -10 -1l 


2s 








10 
2&4 24, 04 


0-1 


1-1, 


-1 


1 0, 
-1 0 


0-1, 


0-1, 


0 1, 


1 1, 


i 1-1 “4d 


1-1, -1 0, 


1 


0-1 


-1-1, 


01 


10, -1 1. 
11 


0 1, 
1 


1 1, 


01 





-1-1 


1-1 -10 
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0 


0-1 


0 1, -1-1, -1 0. 


1 i, 


1-1 


1-1, 
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-1 


-1 0 


1 


1 


10 





11, -1 0, -1-1,.-1 1. 





10 
0 1, 
10 
0-1, 


1 0-1 
4, 4 4 
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-1 0. 


1 1, 
-11 


0-1, 
0 1, -1 0, 


1 0, -1-1, 


1 
-1 
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1-1 -10 
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0-1 
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1-1, 


1 0, 
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Dritte Classe. 





00 00 01 O01 O1 O-1 O-1 0-1 
e-46 66, 64.144, O46, 14 34 





00 00 01 O1 O1 O-1 O-1 O-4 
oO 26-64, 314-44. 64 26 458 


00 00 10 101041040 10 
@4 O-4, 16 11, 14,46 32424 





00 00 1010 1040-40 10 
ef, 64,.46¢:44 34, 18 34.3% 








@@ @@ A-d 1-2 O-0 O84 34 24 
S & <8 2G 2h 64 Oe OE Oe 





@0 OO 1-2 1-4 2-4 OF 28 31 
1 i, -2-1, -10 ©1, 2-4, 16 2 t Of, 


66 @@ 84 28 28 44 48 45 
8% Sf, 16 04, 2446 1h Oe 








00 00 11 141 #141 «-2-1 -1-1 -1-1 
“1'1, i-l, 20, 11, 0-8, 20 O14, -2-1. 








01 O-1 10 11 1-1 -10 -21 = -1-1 
00, 00, 10, 10, 10, -1 0, -1 0, -1 0, 





@2 O-1 10 11 84.20 213 24 
00, 00, -1 0, -10, -10, 10, 10, 10. 





it fe O46 28. 4a 
00, 01, 01, 01, 0-1, 0-1, 0-1. 





Le fe 8 83 40 Gf B28 204 
00, 00, 0-1, 0-1, O-4, O1, O11, 01 





31 2-1 O©1 2-4 20 O-4 £06 21 
00, 00, -1 1, -11, -12, 1-1, &-4, 2-4, 





11 -1-1 O1 1-1 -10 O-1 10-11 
Oc OG A4, 84, 14 44 46 26 


14 21 61 10 62 O84 11 480 
OG OG -1-1, -t-1, 4-4, 21,14 114 





2-2 21 O01 120 -2-8 OF 21 210 
£4 2% 4-4, S44, 24% 
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Vierte Classe. 























et 64 88 84 82 46 47 24 
St, Oo £& £4 84 46 4K Ce 
of. O46 8¢ £2.04 26-28 04 
i i, 2-4, -14, 0-4, 26 1-4, 206, 61. 
ot 04 66. 82 44 40.43-44 
#e@ 6-4 24, 26 64, 24, 6-% 44 
Ol O44 20 £2 84 426 421 2.8 
6-1, 61, 16 -t-4, 11, 16 1-2, 11. 
ot 64 686 82 £44041 4-2 
i-d, 21, 11, -26 0-1, 4-4, 01, 14 
O01 O-1 10 11 2@21 24 
-i-2, 11, 1-2, ©1, 16 41, 14 0-1. 





Miinchen, im Januar 1888. 
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Ueber die Kriimmung der Curvenschaaren. 
Von 


R. v. Lizrenrua in Bonn. 


Fasst man -eine Fliche als eine einfache stetige Mannigfaltigkeit 
von Curven auf, so wird sich das allgemeinste Kriimmungsproblem 
naturgemiiss auf zweifache stetige Mannigfaltigkeiten von Curven be- 
ziehen, die man Curvenschaaren nennen kann. Unter das gedachte 
Problem fallt die Kummer’sche Theorie der geradlinigen Strahlensysteme, 
in welcher die Curven durch gerade Linien vertreten werden, ferner 
die Lamé’sche Théorie des coordonnées curvilignes, welche die drei 
Flachensysteme, die sich bei der analytischen Darstellung einer Curven- 
schaar ergeben, als sich iiberall senkrecht schneidend annimmt. In 
neuester Zeit hat Herr A, Voss in seinen Arbeiten iiber Punktebenen- 
systeme (Annalen Bd. 16 und 23) verschiedene allgemeine a iiber 
Curvenschaaren behandelt. 

Bei dem zu betrachtenden Kriimmungsproblem treten in erster 
Linie zwei Gesichtspunkte auf, die man als die Analoga der Kriimmung 
einer Curve und der einer Fliiche auffassen kann. An die Stelle eines 
Punktes einer Curve tritt der Querschnitt eines Curvenbiindels, an die 
Stelle der Tangente das zum Querschnitt gehdrende Tangentenbiindel, 
auf welches die meisten Begriffe der Theorie der geradlinigen Strahlen- 
systeme unmittelbar Anwendung finden. 

An die Stelle der benachbarten Tangente einer Curventangente 
tritt das zu einem benachbarten Querschnitt eines Curvenbiindels ge- 
hérende Tangentenbiindel, welches indess im Folgenden nicht betrachtet 
ist, da es zunichst darauf ankam, solche Kriimmungseigenschaften 
einer Curvenschaar aufzufinden, welche bei den Strahlensystemen erhalten 
bleiben. 

Als zweiter Gesichtspunkt ist der folgende hervorzuheben. Die 
gewohnliche Flichentheorie besteht im Wesentlichen aus einer Theorie 
der Kriimmungsaxen der auf einer Fliiche durch einen Punkt gehenden 
Curven oder mit anderen Worten, der orthogonalen Trajectorien eines 
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Normalensystems. Erweitert man diesen Begriff zu dem der ortho- 
gonalen Trajectorien einer Curvenschaar, so ergiebt sich die beabsichtigte 
Verallgemeinerung ohne Schwierigkeit. 

In Bezug auf principielle analytisch-geometrische Definitionen muss 
ich auf meine ,,Untersuchungen zur allgemeinen Theorie der, krummen 
Oberflichen und geradlinigen Strahlensysteme, Bonn 1886“ verweisen, 
die ich wie friiher mit 11 citiren werde. 


§ 1. 
Bezeichnungen, Tangentenbiindel. 


Eine Curvenschaar wird analytisch dargestellt, indem man die 
rechtwinkligen Coordinaten u, v, w eines Punktes im Raum durch 
reelle, stetige Functionen dreier reeller, von einander unabhiingiger 
Veriinderlicher p,q, r ausdriickt. Lings jeder Curve der Schaar sollen 
p und q als constant, r als variabel betrachtet werden. Die Gesammt- 
heit der Curven, welche zu einem Werthsystem (p, q) und den benach- 
barten Werthsystemen (p-+dp, g-+dq) gehéren, wollen wir ein 
Curvenbiindel nennen, Auf der zu einem Werthsystem (p, q) gehéren- 
den Curve fassen wir einen reguliren Punkt (w,v,w) ins Auge. Die 
Tangente der Curve in diesem Punkte habe die Richtungscosinus 
—,7,€ Die im Punkt (wv, v, w) zum Strahl (§, 7, §) senkrechte Ebene, 
welche eine Normalebene der zu (p, q) gehérenden Curve ist, soll eine 
Normalebene des Curvenbiindels heissen. Sie schneide aus dem Curven- 
biindel einen ,,Querschnitt aus; letzterer ist dann als ein von einer 
geschlossenen Linie begrenzter unendlich kleiner Ebenentheil zu _be- 
trachten, der im Allgemeinen nicht in eine Strecke ausartet. In jedem 
Punkte dieses Ebenentheils besitze die durch ihn hindurchgehende Curve 
des Biindels eine bestimmte Tangente, und die Gesammtheit dieser 
Tangenten heisse das zum Punkt (w, v, w) gehdrende Tangentenbiindel. 
Eine nicht zur Curvenschaar gehérende Curve soll eine Trajectorie der 
Schaar genannt werden, wenn im Allgemeinen durch jeden ihrer Punkte 
eine Curve der Schaar hindurchgeht. Zu einem solchen Punkt gehért 
sowohl eine Tangente der Trajectorie wie eine Tangente der durch 
ihn hindurchgehenden Curve der Schaar. Sind beide Tangenten stets 
senkrecht aufeinander, so heisse die Trajectorie eine orthogonale 
Trajectorie der Curvenschaar. 

Unter Benutzung der Bezeichnungen: 


du? au Ou du Ow au\? 
Di Gp) = O10 Di ap ba = 8 Dy ap a — Mw Di 5q) ae 


2 om, SG = en 


erhalten wir: 
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au oo ow 


or ma autita 
5 - —— 








— Vaiss » 7 Vass ? 
wo Va, als von Null verschieden angenommen wird und das Vor- 
zeichen von sie besitzt. (Vergl. 11. § 1). 


Der Punkt (u-+-du, v-+-dv, w+dw) gehért dem durch den Punkt 
(w, v, w) gehenden Querschnitt des betrachteten Curvenbiindels an, 


sobald: 
Edu =0 
d. h.: 
(1) a, dp + a, dq + a, dr = 0 
ist. 


Eine Trajectorie der Curvenschaar entsteht, wenn in u, v, w zwei 
der Variabeln py, g, r als Functionen der dritten angesehen werden. 
Ist dabei die Gleichung (1) erfiillt, so hat man es mit einer ortho- 
gonalen Trajectorie zu thun. 

Unter du, dv, dw, 0&, dy, OF sollen die unter der Bedingung 
(1) gebildeten Differentiale von wu, § etc. verstanden werden, sodass: 


— (ee _. ou Sn) dp + (> — 2. Sn) dq, 


p Or dss dq OF dy 
— (2% _ 2F as OE OF aay 
= op. or a) dp + dq. or an) dq 


wird, wo zur Abkiirzung: 
du = up,dp + u,dq, 
0§ = dp + &,dq 
gesetzt werden soll. Ferner fiihren wir die Bezeichnungen ein: 


a w= E, Sumy =F, Du)? =, 
Dery =H, Sbt—o, Ser =, 


>) to te => - = C11» 2D, bi => “ = o> 
Pa —>k oe en, > kate =>, oe Fan. 


Die Gréssen ©, G, H, ¥, EG — F*, HY — O werden als von Null 
verschieden vorausgesetzt. 

An das betrachtete Tangentenbiindel kniipfen sich nun die Begriffe, 
die Herr Kummer in seiner ,,allgemeinen Theorie der geradlinigen 
Strahlensysteme“ (Journal fiir die r. u. a. Mathematik Bd. 57) aus- 
einandergesetzt hat. Die vom Punkt (u,v, w) aus gerechnete Abscisse 
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(vergl. 11. § 1) des Punktes auf dem Strahl (€, 7, €), den sein kiirzester 
Abstand von dem Nachbarstrahl (§+-0&, 7 +0, +06) trifft, sei r. 
Dann entsteht die Gleichung 


(2) nto ap? + (Cie+ en) dp dg + e» dq? 
Hdp? + 20dpdq-+ ¥dq 





Maximum r, und Minimum r, von r geniigen der Gleichung: 
(3) (HY — o?)x? +- (Hee. — (C2 Cn) P+ ey ¥) t+ C41 lo2— (ot oo? .0, 


deren stets reelle Wurzeln als von einander verschieden vorausgesetzt 


werden. Die Werthe t, und t, des Verhiltnisses a, welche die Werthe 


tT, resp. r, von r liefern, ergeben sich aus der Gleichung: 
(4) (eo — “85 H) dp? + (We —Hen) dp dg 
+(v “t& _ oe,,)dq? =0. 


Die unter Umstiinden imaginiiren Abscissen r, und ry, der Brennpunkte 
sind die Wurzeln der Gleichung: 


(5) (H¥—o?)r?+ (e.¥ + e,.H —(12 +¢:)) Uf C44 Cgg — C42 py =O, 
und die zu r, und r, gehérenden Werthe t, und t, des Verhiiltnisses A | 


dp 
folgen aus der Beziehung: 


(6) (€o4H —e,,®) dp? + (€22 H+ (¢1 —€42) ® — ¢,, ¥) dp dq 
+ (C20 —e,¥) dq? = 0. 


Das betrachtete Tangentenbiindel heisst ein Normalenbiindel, wenn die 
Strahlen des Biindels die Normalen ein- und derselben Flache sind. 
Zu diesem Behuf muss sich r so als Function von p und qg bestimmen 
lassen, dass stets die Gleichung (1) besteht, d. h. die rechte Seite der 
Gleichung: 

M3 a3 


33 


dr = — 


dp — dq 


33 
muss ein vollstindiges Differential sein, was auf die Beziehung: 


du Ou ou Oru 3 Oss 





“3 op dqor “Bay dp dre 2 dq 
=a, 24% Fe _ Yau Fu aay Gtr 
Sas oq Opor Ba dq or 2 Op 


hinauskommt. Dieselbe besagt nichts weiteres, als die Gleichung: 


Co = &- 
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Man hat nimlich: 











a, 2% 1 Ou Gay | Au 1 Ou Days 
ae ee ee a 
P Ass V diss a2, Vas 13? 
a, 24 _ 1 Ou Ody @u 1 OU day 
ga Oger 2 or og _ “SO 8 or or 
Ay3V ds asg V dss “i 
Daher: 
“ ou Gu 1 dass ‘ Ou Au 1 Gags 
e, a — 9g Opdr 2 * Op _ “me Og Oe 2 * Or | 
12 yy Vy a>, Vas 13? 
du Ou 1) day ou Au 1 | Ody 
ee me op Ogor 2" oq “Ma op OF 2 or 
21 Oy, V sy a2, Vass 23 


Die Richtungscosinus des zu r =v, gehdrenden kiirzesten Abstandes 
sollen mit x,, 4,, ,, diejenigen des zu r = r, gehdrenden mit x,, 2,, Ms 
bezeichnet werden. Dann folgt: 

— Set byte me ee 


x. 
2 : V; : 


% 
wo V, die mit dem Vorzeichen von , -+- §t, versehene Quadratwurzel 
aus H + 2t, + ¥t,?, V, die mit dem Vorzeichen von £ +- €,t, ver- 
sehene Quadratwurzel aus H + 2%t, + ¥t,? bedeutet. 


Zwischen den Gréssen §, x,, *,,... bestehen die Gleichungen: 


E = Oy (Ay My — My Ay), 4 = Oy (Uy %.—% My), F = Oy (%,A,—A, x), 


wo 0, gleich + 1 oder — 1 zu nehmen ist, je nachdem x,4, — A, x, 
> 0 oder < 0 ausfillt. 

Die durch. den Punkt (uw, v, w) gehende Ebene, deren Normale 
(%,, Ay, My) resp. (%, 4), My) ist, soll die zu vr, resp. r, gehdrende 
Hauptebene des Tangentenbiindels genannt werden. 

Setzt man: 

9 ute apt +2(2t% 4 0) dpdgt nt u¥) dg? 

ee eee ite RR ee eR 


Te —% 


(eu-ttsH) dp? +2( #4 4 0) dp dat (ertu¥) dg 


3 T%] — Te 





so wird: 


— nit 2% | 
(7) eo 








550 R. v. Livrenraat. 


Fiihrt man nun die Winkel t und y ein mit Hiilfe der Gleichungen : 


(Vergl. U1. § 14 u. § 3) 





26 Def, 
008 t= Ee, cos (t—) = Ve : 
. 2% &, 28, 
sin tT = a sin (t— yp) = Ve” 


wo VH das Vorzeichen von £, /¥ dasjenige von €, besitzt, so ergeben 
sich #, und #, als Quadrate in folgender Form: 


= (//H cos tdp + Y¥ cos (t— w) dq)’, 
&, = (YH sin tdp + Y¥ sin (rx—y) dq)’, 


sodass die Vergleichung der beiden Werthe von r in (2) und (7) die 
Beziehungen liefert: 


€;;—=—H(r, cos?z + 1, sin’), 
(8) Je +e,—=—2VHV¥ (v, costcos(r— yp) + 1, sin t sin(t—¥)), 
Cy» = — W (v, cos*(r — ) +r, sin? (t— v)). 
Endlich seien noch die Gleichungen angemerkt: 
= VH(x, sin t + x, cos 7), 
i= VV (x, sin (t — w) + x, cos (t —¥)), 


om ae E cos(c— yp) cos Tt 

. f nang 7 V¥siny ’ 
sin (t—% sin t 

%. = — 

ép Vu sin » + . V¥siny 


§ 2. 
Darstellung der Differentiale du, d*u, dx,,d%,. Volumenelement. 


Bei Anwendung der Bezeichnungen: 


ee cos(t—) _ Cost 
, 7 VH sin w ™ V¥ sin y : 
a cos(t—y) cos t 
. 2 Visiny 2 V¥ siny ” 
sin (t—) sin t 
6,=— «4, _— 
" Viisiny sin wy te V¥ sin w ” 
sin (c— ) sin t 
6, = — C5 == —~ re 
. 2 VH siny F ere V¥siny ’ 


CS, = 6,dp+6,dq, ©,=—6,dp + 6,dq 





aan Mair. Th 














Kriimmung der Curvenschaaren. 


erhalten wir fiir du, dv, dw das lineare System: 
tou =0, D> 18u=S, > du—G,, 
sodass: 


(1) du = x, S, + %, Sy. 

Unter dF’, 6°F soll stets das erste resp. zweite unter der Bedingung: 
a,3dp + a.,dq + a,dr = 0 

gebildete Differential einer Function F der drei Verinderlichen p, q, r 

verstanden werden. Dann folgt: 


it — at) dp + (Sr om 6 ts) dq = my dp + m4 dq, 
Ag 


é a 3 F) a 
ox, = i a S cr ©) dp +(> — bm at) dq = mp dp + Hay dq, 





sowie: 


>t — 1% = — YH sin, 


> bap = — > bp = — VA 0s «, 

> 1%» = — DS eye1p, 

bmg = — > & = — VV sin (t—¥), 
> bm = — Sn = —YV¥ cos (r—y), 
eM = ~ ate 


Wir nehmen noch: 
tp = U;, %. Xig= U, 
und erhalten aus dem Vorstehenden: 
Mip= *,U,—§YHsint, x .— x«,U, —éy¥ sin (ct —y), 
Xap = — x,U,—EYH cost, x2~— — x,U, — EVV cos (t—y). 
Wird nun: 
U= U,dp + U, dq, 
H, = VH cos tdp + /¥ cos (tx—y) dq, 
H, = VX sin t dp + y¥ sin (c§—y) dq 
gesetzt, so ergiebt sich: 


(2) U—tH,, dx,——x,U—EéH,. 


Ox, = x, 
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Jetzt folgt: 
du = x,(0S, —S,U) + x,(8S,4+ 5, U) — §(S,4,4+65,H)). 
Hier wollen wir die Coefficienten von x,, x,, § mit V,, V,, V, be- 
zeichnen, sodass: 
(3) u= EV, + «,V, +x, V, 
wird. 
Die Darstellung (1) der Differentiale du, dv, dw soll auf den 


Ausdruck des Raumelements angewandt werden. 
Derselbe hat bekanntlich die Form: 


ou ou =u 
Op 04q or 
av Ov ov 
op 04g or 
Ow ow ow 
Op o”q or 


dpdqdr. 








Den reciproken Werth der hier auftretenden Determinante wollen wir 
mit # bezeichnen. Die Determinante selbst lisst sich so schreiben: 


ty the §& 
Up VV NI: VY A33 
Wp W, § 


und nimmt unter Benutzung der sich aus (1) ergebenden Gleichungen: 
Up = #6, + %6;, Ug = HG, + #6, 

die Form an: 

8, (6, 6, — 6,65) Vays, 
oder nach den Definitionsgleichungen fiir die Gréssen 6: 

€11 Ox — C12 a1 

5, Q V. 433, 

wo 


Qc = VH /¥ sin w 
gesetzt ist. 


Daher erhilt man nach (5) § 1 fiir die fragliche Determinante 
den Ausdruck: 


9) Qe tyty Vg 
und fiir # die Gleichung: 


tats Qe Vass 


Hat man es mit einem Strahlensystem zu thun, sind also siimmtliche 


Curven der Schaar gerade Linien, so lassen sich u,v, w in der Form: 


u=atré, vmytrn, wmetre 








toe 86h 
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darstellen, wo x, y, 2 — die Coordinaten der Punkte einer Fliche — 
und &, 7, § — die Richtungscosinus der Strahlen des Systems — nur 


von p und g abhiingen. Alsdann wird //a,, gleich 1. Der Factor 


3 iindert sich lings eines Strahls nicht, und nach Absonderung dieses 





Factors erhilt man das Kummer’sche Dichtigkeitsmaass @ = sa welches 
3 
bei Normalensystemen fiir eine Fliiche r = const., wenn 2, y, ¢ so 


gewiahlt sind, dass >§ da = 0 ist, mit dem Gauss’schen Kriimmungs- 
maass zusammenfiallt, 

Der Flicheninhalt eines Querschnitts eines Curvenbiindels wird 
durch den absoluten Betrag des Ausdrucks: 


(6,6, —6,6,) dpdq = r,t, Qedp dq 
gegeben. Das Element der Fliche r = const. hat im Punkt (w, v, w) 


bekanntlich den Werth Vy >( se a -- ir ) dpdq, welcher sich 


mit Hiilfe des ersten Lamé’schen Differentialparameters : 
ors? , (ary, (ory 
b= V (5c) +E +) 
durch h®—' dp dq ausdriickt. Bezeichnet man den Winkel zwischen den 
positiven Theilen der Tangente der Curve (p, g = const.) und der 
Normalen der Fliche (r = const.) mit 4, so wird: 


$ =dr V G3 * COS ¥ 


d. h. = ist die Projection des Elements jener Curve auf die Normale 


jener Fliche. Fiir y= 0 ergiebt sich die von Lamé angegebene Be- 
dr 


deutung des Quotienten i 


§ 3. 
Kriimmung der orthogonalen Trajectorien einer Curvenschaar. 


Unter cos a, cos B, cos y bez. cos 1, cosm, cosm bez. cos a, 
cos b, cos ¢ wollen wir die Richtungscosinus der Tangente bez. Bi- 
normale bez. Hauptnormale in einem reguliiren Punkt (uw, v, w) einer 
Raumeurve verstehen. 

Dann erhilt man: 

du 
Vdw + do® + dwt’ 
wo die Quadratwurzel, welche kurz mit ds bezeichnet werden soll, so 
zu bestimmen ist, dass cos y positiv ausfallt. (Vergl. U. § 1). 
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cos & = 
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Ferner wird: 
dv dw — dwdv 
cos l SSS ee =———) 
VE (dv dw — dw d?v) 
wo die Quadratwurzel, welche D genannt werde, so zu bestimmen ist, 
dass cos » positiv wird. Endlich entsteht: 
cos @ = &(cos m cos y — cos » cos f), 
wo é gleich + 1 oder gleich — 1 ist, je nachdem 
cos 1 cos B — cos m cos @& 

grésser oder kleiner ist wie Null. 

Der Kriimmungsmittelpunkt d. h. der Schnittpunkt der Haupt- 
normalen mit der Projection der benachbarten Hauptnormalen auf die 


Schmiegungsebene habe in Bezug auf (u,v, w) die Abscisse g@. Dann 
entsteht: ' 
ds’ 
~~ 
Die betrachteten Ausdriicke sollen jetzt fiir eine orthogonale 
Trajectorie einer Curvenschaar gebildet werden, sodass du d?u... 
durch du 0?u%... zu ersetzen sind. 
Auf diese Weise ergiebt sich: 
Hy Sy + He Se land §(S, Ve— Se Vs) — (%S1— x; Sq) Ve 
VSi +S! * Vii V2— Se Var + (SPAS) Ve?’ 
ds = VS, + 2, D = V(Sy V, rT Sy V,) + (S,?-+ S,’) V,*, 
wo die Wurzeln aus den Bedingungen cos y > 0, bez. cosn > O zu 


bestimmen sind. 
Ferner: 


COs & = » cos 


(%pSq — #4 Sp) (Sy Vo— Sg Vi) + E(SP?+S,*) Vy 
D-ds ? 
aon VEP+ S,*)* 
V(S, Ve— Sy Vs)? + (Sy? + Sy") Vo" 

Auf der Schmiegungsebene steht im Kriimmungsmittelpunkt die Kriim- 
mungsaxe senkrecht, welche parallel der Binormale ist. Wir wollen 
die Coordinaten des Punktes, in welchem diese Kriimmungsaxe die 
Normalebene des Curvenbiindels schneidet, mit w’, v’', w’ bezeichnen, 


cosS a= & 


ebenso mit cos «, cos 8, cos y die Richtungscosinus der durch (u, v, w) 
und (w’, v’', w’) gehenden Geraden. Dann folgt: 
, ds? ~ 
“—t=—ey_Ve, (%_S, —*, Ss), 
+ Mg Sy — % Se 


cos a=—€é ds ? 


wo ds die bisherige Bedeutung hat und & gleich + 1 oder — 1 zu 
nehmen ist, so dass cos y positiv ausfillt. Nennen wir nun R die 
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Abscisse des Punktes (w’, v', w’) in Bezug auf den Punkt (u, v, w), 
so wird: is 
’ 8 
Bet eee 

Man kann FR den geodiitischen Kriimmungshalbmesser einer ortho- 
gonalen Trajectorie nennen, ebenso eine solche orthogonale Trajectorie, 
deren Coordinaten die Gleichung ©, V, — V,S, = 0 befriedigen, eine 
geodiitische Linie. Von einer solchen lisst sich sowohl zeigen, dass 
sie unter allen orthogonalen Trajectorien zwischen zwei hinreichend 
nahen Punkten die kiirzeste Verbindung liefert, wie auch, dass sie 
von einem Punkt beschrieben wird, auf den keine Kriifte wirken, und 
der gezwungen ist, sich auf einer orthogonalen Trajectorie einer Curven- 
schaar zu bewegen. 

Die Abscisse des Punktes, in welehem die betrachtete Kriimmungs- 
axe den Strahl (&, 7, €) schneidet, soll kh genannt werden. Dann 
entsteht: 


1s? 
La 
ee 


Da in h nur die ersten Differentiale dp und dq vorkommen, so bleibt 
h fiir alle orthogonalen Trajectorien mit derselben Tangente ungeiindert, 
zugleich besitzt h die Bedeutung des Kriimmungsradius der geodiitischen 
Linie mit dieser Tangente; denn fiir ©, V, — V,S, —0 wird: 


cssa=§, D=edsV,, 


sodass dann @ ink tibergeht. Zwischen h und @ findet somit diejenige 
Beziehung statt, welche fir die Kriimmungsradien aller zur selben 
‘Tangente gehdrenden ebenen Schnitte einer Fliiche durch das Meus- 
nier’sche Theorem ausgesprochen wird. 

Um das Analogon des Euler’schen Satzes aufzufinden, stellen wir 
V, als quadratische Form von ©, und ©, dar. Setzt man die durch 
S,, SG, und die Gréssen 6 ausgedriickten Werthe von dp und dq in 
die Ausdriicke fiir H, und H, ein, so kommt: 


G4 G4 —— GgGy 





H ©, (6,VH cost — 6, V¥ cos(c—w)) — Sy (6,VH cost — 6, V¥ cos (x — w)) 
“eas ‘ — are apes eT eae ee 


H, aq SlorVHsine — 6; V¥ sin(t —y)) — Sq (oy VHsin ~ 6, VWsin(r—y)) 
,: O15, — G20 


Unter Anwendung der Definitionsgleichungen fiir die Gréssen 6 und 
der Gleichungen (8) § 1 ergiebt sich nun: 


5, VH cos t — 6, /¥ cos (r—y) = ain ss 
6, /H cos t — 6, VV cos (r—p) = 12 Qe, 
37* 
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6, WH sin t — 6, //¥ sin (c—p) = — 1, Qe, 
6, /H sin t — o, Y¥ sin (t¢—y) = —H—  _. 








2 
Daher: 
oS — t2 Qe Se — %1 QS, — Se 

ss tate Qe : i, i Tats Qe 

und: 
q&,2 2 
V, = — (6, ,+- S,H,) = Bk. whe tS . 
g'4 
sodass : 
ae eo... 
ham tt, 14S? + t2S,? 


Hiernach gehért das Maximum von h zur Tangente (x,, 4,, wu.) und 
hat den Werth h, =; das Minimum h, von h gehiért zur Tangente 
2 


(%,, 4,, #,) und hat den Werth mis - Ist 4 der Winkel zwischen den 
i 


positiven Theilen der durch du, dv, dw und S, = 0 bestimmten Tan- 
genten, so wird: . te Seas 
sin iS 
— on + : hy »*) 

welche Gleichung die Form des Euler’schen Theorems besitzt. 

Haben yr, und r, entgegengesetzte Vorzeichen, liegt also der Punkt 
(uw, v, w) zwischen den Grenzpunkten der kiirzesten Abstiinde, so 
existiren zwei orthogonale Trajectorien, welche unendliche Werthe 
von h liefern, die also die Rolle der Asymptotenlinien spielen. 

Ist das betrachtete Tangentenbiindel ein Normalenbiindel, so wird: 


ae ee ees Ss , 
@=0,y,=y, Y=, L=— "4? a phy =r, hy = ty. 


Es werde noch die Verallgemeinerung des Begriffs ,,conjugirte Tan- 
genten einer Fliiche‘* betrachtet.**) Die Richtungscosinus der auf den 
Curventangenten (&, 9, §) und (€+0&, 4+, €+0€) senkrechten 
Geraden seien cos a’, cos fp’, cos y’, sodass: 


, x, Hy, = ue Hy 
co 28 = ? 
Vi}? + Hy 
wo die Wurzel so zu bestimmen ist, dass cos y’ positiv ausfillt. 

Eine durch den Punkt (u,v, w) gelegte Gerade, deren Richtungs- 
cosinus cos a’, cos fp’, cos y’ sind, mége die zur Tangente (cos a, cos B, 
cos y) adjungirte Tangente heissen. 


*) Die Existenz dieser Relation, welche von Herrn A. Voss, Math, Annalen 
Bd. 23, S. 70 erwihnt wird, ist wohl zuerst von Hamilton bemerkt worden. Der 
vom Punkt (w,v,w) verschiedene Endpunkt von hf ist genau das, was Hamilton 
focus by projection nennt. (Transactions of the Royal Irish Academy Vol. XVI, 
Part I, Science p. 47). 

**) Vergl. A. Voss, Math. Annalen Bd. 23, 8. 46. 
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Driickt man cos @ durch H, und H, aus, so wird: 

#1 (9 Hy — v2 Qe H,) — x (ts Qz H+ eo Ag) 

VeoH OH + (QF H? 

Werden die zu cos e’, cos f’, cos y’ gehdrenden Werthe von H, und 


H, mit H,’ und H,’ bezeichnet, so ergiebt sich fiir cos a’ der weitere 
Ausdruck: 


cos & = 


, #4 (6 Hy’ — tz QO: Hy’) — g(t, Qe Hy’ + eo Hy’) 
C08 @! == 
V (60 Hy’ — te Qe He’? + (11 Qc Hi + eo He'?* 

Der 'Tangente (cosa’, cos’, cosy’) sei die Tangente (cosa”, cos 8", cosy”) 
adjungirt. Dann folgt: 
uy Hy — up Hy __ *1 (Co Hite Q; Hs) — we(— 11: Hi eo He) 
VA (eo Hite Qe He) + (11 Op Hi — 0 He) 
Hieraus folgt nun, dass wenn eine Tangente (2) zu einer Tangente 
(1) adjungirt ist, nur bei e, =O auch stets (1) zu (2) adjungirt ist. 
Alsdann stehen (1) und (2) in derselben Bezichung zu einander, wie 
conjugirte Tangenten einer Fliiche. 

Schliessen wir den Fall ¢, == 0 aus, so ist (1) zu (2) adjungirt, 
wenn (1) mit einer der beiden Tangenten zusammenfillt, welche die 
Gleichung: 


cosa” = 


t, H,? + r,H,? = 0 
liefert. Dieselben sind nur dann reell, wenn 1,1, negativ ist und 
ergeben sich als die Tangenten der beiden durch den Punkt (u, v, w) 
gehenden Asymptotenlinien der Curvenschaar. Letztere durchschneiden 
diejenigen benachbarten Strahlen (§, §-+0), deren kiirzeste Abstiinde 
in die Normalebene des Curvenbiindels fallen. Da aber jetzt: 
cos @ = cosa, cos 8 = cos pf’, cosy = cosy’, 
so sind die fraglichen Tangenten sich selbst adjungirt. 
Die Tangente (2) ist senkrecht zu (1), wenn die Beziehung: 
¢y)(H,? + H,”) + (v,—1,) Qs H, H, = 0*) 
besteht, welche, da: 
Cy” = (Ty, — Ty Te) OF", 
in die beiden folgenden: 
2¢e, H, + (v, —%+ (t3 —1,)) H, =0 
zerfallt. Die entsprechenden Tangenten (1) sind somit nur dann reell, 


wenn die Brennpunkte des Biindels (&, 7, €) reell sind, und sie durch- 





*) Dies ist die Gleichung der Voss’schen Kriimmungslinien, Ich habe diese 
Benennung desshalb nicht beibehalten, weil die fraglichen Curven nicht stets reell 
zu sein brauchen. 
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schneiden diejenigen Nachbarstrahlen des Strahls (§, 4, ¢), welche 
diese beiden Brennpunkte liefern. 
Endlich fallt (2) mit (%,, 4,, w,) resp. (%,, 4), wu.) zusammen, wenn 
H, resp. H, verschwindet. Alsdann trifft (1) diejenigen Nachbar- 
strahlen von (&, 7, €), welche zu den Werthen r, resp. r, von r d. h. 
zu den Grenzpunkten der kiirzesten Abstinde gehéren. 
Bildet die Tangente (cos a’, cos B’, cosy’) mit den Tangenten 
(%,, 4, My) resp. (%,, Ay, Mo) die Winkel g, und gs, ist also: 
cos @, = = ?, = = — 
Vie + He’ * Vil+ HY’ 
so wird: 





He + He se 
H, 3H, — H, dH 
— 0 cos P2 = COS G, . Het Hi a, 
sodass, wenn: 
,68,—Hih gos 


~ He + He 
gesetzt wird, die Gleichung: 
0 cos a == S(x, cos p, — x, COs g,) 
entsteht. Daraus ersieht man, dass benachbarte adjungirte Tangenten 
sich schneiden. Die Abscisse des Schnittpunkts in Bezug auf den 
Punkt (w,v,w) sei R. Dann erhiilt man die Beziehung: 
ie ee. oe os Oe, 
S:-VH?+ He t3t, SV H+ Hy? h-S-VH2-+ He 
Es sei noch bemerkt, dass: 
H, dH, — H,6H, =0 
die Differentialgleichung derjenigen orthogonalen Trajectorien der 
Curvenschaar ist, deren adjungirte Tangenten mit den Tangenten 
(%,, 44, #,) constante Winkel bilden. Liings einer solchen Trajectorie 
wird: 
ib 
h-U-VH?+ H, ’ 


welcher Werth im Folgenden mit {t bezeichnet werden soll. 


g 4. 


Krimmungslinien. 


Besonderes Interesse beanspruchen diejenigen orthogonalen Tra- 
jectorien einer Curvenschaar, welche ganz in Hauptebenen verlaufen.*) 


*) Dieselben decken sich mit den von Herrn A, Voss, Math, Annalen Bd, 23, 
8. 70 im § 5 zuerst erwiihnten Curven. 
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Eine solche Curve, deren Tangenten die Richtungscosinus x,, 4,, u, 
resp. %, 4,, U2 besitzen, soll die zu r, resp. r, gehdrende Kriimmungs- 
linie heissen; dann wird die zu r, gehdrende durch die Gleichung 
©, = 0, die zu r, gehdrende durch die Gleichung ©, = 0 geliefert, 
Unter einer isogonalen Trajectorie der Kriimmungslinien wollen 
wir eine solche orthogonale Trajectorie der Curvénschaar verstehen, 
deren Tangenten mit den Tangenten der Kriimmungslinien constante 
Winkel bilden. Als Differentialgleichung dieser isogonalen Trajectorien 
ergiebt sich: 
S, 9S, — S, 0S, = 0. 
Zur Vereinfachung des Folgenden ist es niitzlich, die Grésse U, welche 
bisher als lineare Form von dp und dq auftrat, sowohl durch ©,, S,, 
wie durch H,, H, auszudriicken. Man erhiilt: 
ro (Uy 64 — U,65) S, — (Uy 6, — Uz 64) Se 
ia 6164 — 696 , 
U = % [(— U, /¥ sin (c— yp) + U, /H sint) H, 
+(U, V¥ cos (c«— ¥) — U, /H cost) H,], 


und es mége zur Abkiirzung: 
- e Q,, Hi — Oy, Hs 
U=u,S, + u,S, = — Y : 
§ 
gesetzt werden. 
Nehmen wir nun zuniichst ©, = 0. Dann wird: 


COS & = xX, ds = G©,, 

Bly + é-5 — 1; the 
cos | = 0, / . F ;° cos d= &; / : ws ? 

/ ut +5.) } ut +(,) 

, 1 2 enivi 
@e=Oo—& =» é=—l, R= Rk, = ——. 
1\ Ug 

w+.) 


Vw.? +(} y und ¢ =-+ 1 


so zu bestimmen sind, dass cos x und cos ¢ positiv ausfallen. 


Ist zweitens ©, = 0, so folgt: 
COS &@ = %, ds = G,, 
1 
Ey — “3 g- i + Hou 
cos | == 0, =. COS @ = &, - 


poy Yury 
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1 
U,? 


” 


ae a é=1, R=R,= 
Q Q Jus Gy ? > tt 1 
Vu? + GLY und ¢&=—-+1 


so zu bestimmen sind, dass cos ~ und cos ¢ positive Werthe erhalten. 
Aus diesen Formeln ergiebt sich nun: 


wo 


ae a. ae cae. eee 
dimes Ry’ U=-z Ry’ 0, = R,’ 


, 1 0 1 
"1GY+GY “"VG+GY 

BR, thi, V BR) t\a, 
Da ferner der geodiitische Kriimmungsradius einer isogonalen Trajectorie 
der Kriimmungslinien den Werth: 


Q 


R=i& 


besitzt, so folgt, wenn c, und c, die Cosinus der Winkel bedeuten, 
welche die Tangente der isogonalen Trajectorie mit den Tangenten 
(x, 4, w,) resp. (#4, @,) bildet, die Gleichung: 


é 
Be i. Coe 2 ; 
ie 
Eine weitere Verwendung finden die Gréssen R, und R, bei folgender 


Ueberlegung. 

Die betrachtete Curvenschaar wird von simmtlichen durch den 
Punkt (wu, v, w) gehenden Trajectorien in einer doppelt unendlichen 
Mannigfaltigkeit von Punkten geschnitten. Jedem Punkt dieser 
Mannigfaltigkeit entspricht ein Werthsystem &, y, & %,, 4, , My) %2) Ag, Mo 
Zieht man nun die zu den Richtungen &, 4, € resp. x,, 4,, u, resp. 
%, 45, U. parallelen Radien der EHinheitskugel, so erhilt man fir das 
Oberfliichenelement der Kugel (&, 1, €) resp. (%,,4,, @,) resp. (%., Ao, Ms) 
die Werthe 


VHY — @ dpdq, resp. WX(xp)* Y (1)? — (Leip)? + dpdgq, 
resp. 2 (x2p)? (x2 q)* — (Dx2»p %2 4)? - dp dg, 


wo die Wurzeln positiv zu nehmen sind. 
Die erste dieser Wurzeln ist gleich dem absoluten Werth von Q:. 
In Betreff der iibrigen folgt: 





2 (Kop)? 2 (Heo)? — (Lap *2 )?—=(U, VV cos(x — w) — U, /H cos t)?= Qi. 
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und die Gréssen Qx,, Qx, erhalten jetzt unter Anwendung der fiir U, 
und U, gefundenen Ausdriicke die Werthe: 


Qx, = Er + = ’ 


Ue Q: &o 
ee te 
Im Falle e, = 0 ergiebt sich also: 
ee Sait 


Ox, = 
. -. &. & 


Ausser den beiden Punkten auf den Tangenten (x,, 4,, m,) resp. 
(%_, A, Mo), deren Abscissen R, resp. R, sind, erhalten wir aus dem 
am Ende des § 3 angegebenen Werthe von {% zwei weitere aus- 
gezeichnete Punkte. Es sind niimlich H,=—0O resp. H, =0 die 
Gleichungen solcher orthogonaler Trajectorien der Curvenschaar, deren 
adjungirte Tangenten mit den Tangenten (,, 4,, u,) resp. (%., 4., Ms) 
zusammenfallen, Somit liefern nach § 3 die fraglichen Gleichungen 
auf der Tangente (x,, 4,, #,) einen Punkt, dessen Abscisse: 





On 
R= R” om oo 
auf der Tangente (x,, 4,, wu.) einen Punkt, dessen Abscisse 
R= R= we 


ist. Diese Reziehungen bilden also die Verallgemeinerung der im 
31. Band dieser Annalen 8. 87 unter (2) und (4) aufgestellten Glei- 
chungen. 

Bei einer Betrachtungsweise, wie sie a, a. O. fiir Fliichen durch- 
gefiihrt ist, werden wir R’ und R’ als die Abscissen von Brennpunkten 
gewisser Strahlenbiindel erkennen. Das eine von diesen Biindeln ent- 
steht, wenn man sich durch jeden der Punkte 

(wu, v, w) und (u+du, v+dv, w+dw) 
die entsprechenden Geraden 


(44, 4,, w) und (%,+0x,,.24,+94,, a, +m) 


gezogen denkt. Um die Haupteigenschaften desselben zu finden, 
setzen wir: 


2 2 
> xi» =IL,, %1p%29= M,, Hi, =, 


ferner: 


7 y z aa 
Hipp = 4, Hp Uy = fy, H1gUyp =f, %1qUq = J: 
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Dadurch entsteht: 
e = 6,U,, fp =5,U,, fi =6,0,, 9, = 6,U). 
Da: 
’ — 626, 
f, —f, = aS; , ae : 

so kann nur dann ein Normalenbiindel vorliegen, wenn FR, unendlich 
gross ist, was ebenso wie das Verschwinden der Grosse 

L,N, — M? = Q, 
ausgeschlossen werden soll, Die Abscisse des einen Brennpunktes wird 
Null, die des anderen ergiebt sich als 9”, welche Grosse fiir e, = 0 
mit R, zusammenfillt. Die Gleichung, welche die Abscissen r,” und 
rt,” der Grenzpunkte der kiirzesten Abstiinde des Strahls (x,, 4,, u;) 
von seinen Nachbarstrahlen liefert, nimmt die Form an: 


” “ow 1 he? RK”? 
oS Oe ee ——_. => 
Y N Tt 4 R? ’ 
lt aaa ae det 
Y = Mw h, Va + he? 
d. h. man hat abgesehen vom Vorzeichen: 


R” hy . 
hh” ie te” 


sodass: 


Qo” = 
In ganz analoger Weise ergiebt sich fiir das Strahlenbindel 

(wu, V, W, %,,4,, w,) als Abscisse des nicht mit dem Punkt (wv, v, w) 
zusammenfallenden Brennpunktes die Grésse t'; und wenn man die 
Abscissen der Grenzpunkte der kiirzesten Abstiinde mit r,’ und r,' be- 
zeichnet, folgt wieder abgesehen vom Vorzeichen: 

, ae R’ hy 
@ hy -_= Tt. 
Die fiir 9’ und 9” aufgestellten Gleichungen bilden die Verallgemeinerung 
des im 31, Bd. dieser Annalen 8. 92 unter 4) mitgetheilten Satzes. 


§ 5. 
Die Curven der Schaar sind gerade Linien. 


Wenn die Curven der betrachteten Schaar gerade Linien sind, so 
lassen sich u, v, w stets auf die Form bringen: 


wusae+tréi&, v=—ytry, w=—2e+P2r8, 


wo x,y, 2, §,, € nur Functionen von p und g sind, und &, 9, € die- 
selbe Bedeutung haben, wie bisher. Rechnet man die Abscissen r der 
Punkte eines Strahls von der Fliche (7, y, 2) aus und benutzt die 
Kummer’schen Bezeichnungen: 








sO 


Bi 


st 
en 


mw FS @ 
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Ox 0& few Ox o& f Ou O& am OF 


dl Op Op” oq Op’ | “op dq’? I~w og oq 


so wird: 
ey =e+TrH, 4, =—f+7r%, e, =f +79, &=—g+rV. 
Bezeichnet « eine der Zahlen 1, 2, 3, 4, so wird ferner: 
Ye ™= fa, 


wenn wir mit-r,, 7, die Abscissen der Grenzpunkte der kiirzesten Ab- 
stiinde, mit 7,, 7, die Abscissen der Brennpunkte bezeichnen. Zugleich 
entsteht: 


e= — H(r, cos? t + 1, sin’ t), 
f+f =—2/H/¥ (r,cost cos(r —p) + r, sin sin(r—y)), 
I= — ¥ (r, cos? (t—w) + 7, sin? (r—y)). 


Setzt man noch: 


i ial cos(tc—p) sw COB 
VH sin wy V¥ sin » , 
» COs (t —#) cos t 
a aaa Se a Riess 
, Vi sin» g V¥ sin ? 
a 2 sin (t—¥) ” sin 
. Vii sin Voicing’ 
5=— f ‘sin (t— p) sin t 


VH sin w g V¥ siny ’ 

so wird: 
6,=s,+rVYHsnt, o6,=—s,+r/¥ sin (rx—y), 
6,=s,+r/Heost, 6,—s,+r)/¥ cos (t—y), 

S,=—s,dp+s,dq+rH,, ©G,—s,dp+sdq+rH,. 
Fiir die Gréssen 9’ und %” ergiebt sich: ' 
(r2— *) Q: RR” am ("1—1) Qe 
Vx, : y 7 Q., ; 
sodass die Endpunkte der Abscissen St’ und 2” zwei in den Haupt- 
ebenen gelegene gerade Linien bilden, die durch die Grenzpunkte der 


kiirzesten Abstiinde gehen. Anders verhilt es sich mit den Gréssen 
R, und R,. Man hat niimlich jetzt: 
a (1-1) Qe 
Cr, “oR, + Tx aie 
(e—r)Qe f—f’ 
A-— ae 


R = 


sodass, wenn man die Beziehungen: 
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(f-—f'? 
4 


= OP (737 — 4%), TT = M+ 
beriicksichtigt, entsteht: 

(r3—1) (%—1) Q:? ee | 
Qe, E+ 00, Q1— 0)” 


R, ca “— (rs—' r) r) Q:? - q 


Q,, O(n —) —@,, FE 


a 


2, =- 





Hieraus folgt, dass, abgesehen von dem Fall f=—/"’ die Endpunkte 
der Abscissen R, und R, zwei in den Hauptebenen gelegene Hyperbeln 
bilden, von denen je eine Asymptote im Punkte: 


pe Ba F—PI+2Or, Ors 


202,95 ; 
resp. 
20m Qt — Oe, (ff) 
20x, Ve 


den Strahl (&, 7, &) senkrecht schneidet. 
Die fiir die Gréssen 0&, dy, 0£, Ox,, 04,, Ou,, Ox, OA,, On, 
aufgestellten Ausdriicke miissen jetzt vollstiindige Differentiale sein. 


Dies liefert 9 Relationen, die sich indess, wie man leicht sieht, auf 


folgende 3 reduciren: 


aVH cos t aVY¥ cos (¢ — ») 
QO. = — + 
1 eq Op ? 
ot éVH sin t - avy sin (1 (t«—) 
UR, oq op ? 
U. aU, 
1 Sesion: I sais’ Se 


Die beiden ersten dieser Beziehungen ergeben unter Beriicksichtigung 
der Gleichungen: 


Qs, = — U,/¥ sin (tc — ) + U, WH sin, 
Qn, = — U, VF cos (c—y) + Uz /H cos «, 
die Formeln: 


U e(t—) eq op % 
ae wr ee 
Op VY¥ sin w 
As _ ov cos w 
U. om . oe RE. Saas 
ee Vi sin : 


welche in WU. 8. 73 direct abgeleitet sind, 








sy 


SO 


3 09 


( 
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Betrachten wir endlich den Fall f = /’, in welchem ein Normalen- 
system vorliegt. Hier folgt: 


s, = — r,VHsinz, s, = — r, /¥ sin (t« —y), 

8, = — 7, /H cos t, 8, = — 7, V'¥ cos (r— yy), 
sodass : 

6,= YVHsine-(r—r,), o,—= Y¥sin(r—y) (r—r,), 

6,= YVHcost(r—r,), 6,—= Y¥ cos(r—y) (r—r,). 


Die Flichen r = const, bilden jetzt eine Schaar von Parallelflichen. 
Die fiir eine beliebige Fliche der Schaar auftretenden Ausdriicke: 
du = (%,6,-++ %,6,) dp + (,6,-+4+%,6,) dq ete. 
miissen hier vollstiindige Differentiale sein. Dadurch treten drei Inte- 
grabilititsbedingungen auf, welche sich indess auf folgende zwei 
reduciren : 
6,U, —6,U,= >. &. 


(2) » pe es 
6; 6 
6, U; ae 6; U,.= ; > al :y 
Bezeichnet man die hier auftretende Determinante mit — D, so folgt: 

06 06 06, 06, 

— DU, =- 6) ap + % | 7% i he 

062 Oy ee 0% | 

— DU,=— 6, “ot 4g, Oe + 4%, Zr — % Op 


Nimmt man nun: 

dw + dv? + dw* = Edp? + 2F dpdq + Gd@, 
so wird: 

D? = EG — F? 

und: 
a aretg 
 £ 
Op Op ’ 





10E iF 
~“in 2a Se 


. . @ arctg —*- 
; 1 0G 1 F 0G, oF pat’ 
laa a | op 2 G@ da dq —# i 
woraus ersichtlich ist, dass die Gleichung (1) mit dem Liouville’schen 
Ausdruck fiir das Kriimmungsmaass iibereinstimmt, 
Es sei noch bemerkt, dass die Gleichungen (2) fiir r = 0 mit den 


in Ul. S. 18 unter (9) aufgestellten Beziehungen identisch sind. 





Bonn im Februar 1888. 








Ueber eine Eigenschaft gewisser linearer irreductibler 
Differentialgleichungen. 


Von 


KE. Ratner in Odessa 


Die Anregung zur folgenden Arbeit erhielt ich durch Herrn Geh. 
Rath Kinigsberger, in dessen mathematischem Seminar in Heidel- 
berg ich die Arbeit des Herrn Hurwitz*) ,, Ueber arithmetische Eigen- 
schaften gewisser transcendenter Functionen“ vorzutragen hatte. Im 
Anschluss hieran forderte mich Herr Kinigsberger auf, die von 
Herrn Hurwitz iiber die Integrale der Differentialgleichung 

azy” = by +y 

entwickelten Siitze, auf Integrale von Differentialgleichungen hdéherer 
Ordnung zu erweitern. Es sei mir gestattet, Herrn Geh. Rath Konigs- 
berger fiir seine giitige Unterstiitzung hier meinen herzlichsten Dank 
auszusprechen. — Zur Entwickelung seiner Siitze hat Herr Hurwitz 
zwei Hilfsitze**) benutzt, die fiir die speciell gewiihlte Ditferential- 
gleichung azy” = by’ + y bewiesen wurden. Im folgenden habe ich 
diese Hilfsiitze erweitert, um dieselben fiir homogene, lineare irreductible 
Differentialgleichungen hdherer Ordnung benutzen zu kénnen. 


I, 


Sei eine lineare, homogene, irreductible Differentialgleichung 
n'" Ordnung 
(1) Pa(e)y™ = Pe(2)y"— + P,(e)y" + +> + Paley” 
+ Paley’ + Prey 
gegeben, wobei P, (2), P;(2),..., Pu(2), P.(2) ganze und ganzzahlige 
Functionen von ¢ bedeuten. Seien ferner g, (2), m. (2), .--, Pn (2) 
m ganze und ganzzahlige Functionen von z, und y ein Integral der 


*) Mathematische Annalen, XXII. Band, 2. Heft. 
**) a. a. O. Satz 1, pag. 214. Satz 2, pag. 218. 
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vorgelegten Differentialgleichung; wir wollen nun m andere ganze und 
ganzzahlige Functionen von ¢ 7, (2), (2), ..+, Ua(2) so definiren, 
dass der Differentialgleichung 


(2) P; (2) y"—) + wy (2)y*-® + +++ + praledy’ + pale)y 
_ as {w,(2)y*— + yp, (2)y™—) + +++ + daale)y’ + dale)y} 


Geniige geleistet wird. Wir wollen untersuchen, wie die Functionen 
P.(2), Pa(e), ---, Pu(z), P,(2) beschaffen sein miissen, damit eine 
solche Bestimmung der Functionen y, (2) ...,(¢) méglich sein soll, 

Fiihrt man die Differentiation in (2) aus und setzt die Coefficienten 
von y,y',..+, y¥"-» auf beiden Seiten einander gleich, so bekommt 
man ein System von » gleichzeitigen Differentialgleichungen zur Be- 
stimmung der Functionen y, (2), Y,(2),..-, Ua(#), welches folgender- 
massen lautet: 


Ps (2) wy (2) 


9,(4) =- P.@) + v (2) + ¥2(2), 
P,(2) 

pe) = EO + we) + mle), 
P,,(2) 

Pn-1(2) — pre + Yn—1 (2) + Vn (2), 
P,,(2) Wy ’ 

gel) =p + wele). 





Aus der letzten dieser Gleichungen rechnet man y,(2) und y,'(¢) aus 
und setzt diese Werthe in die Gbrigen Gleichungen ein. Dann geht 
das System iiber in: 


P,(2) r 
—i(2) = Pw + “7 Ga P,(@) >) {9n(2) — vn (2)} 
P,(2 ) ” 
+ P (2) {gn (2)— Vn (2)} + Wo (2), 
(4) | P, (2) 


P28) = pis {pn(2) — Wa(e)} + v2’ (2) + v5 (2), 





| Pua (2) = are > {apa (2) — ¥i(e)} + Viale) + vale). 


Den Werth von y,(2) und y,'(¢), der aus der 1' dieser Glei- 
chungen folgt, setzt man in die 2' Gleichung ein und bekommt: 
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" P,(2) ad (P2® ze (P.@ ’ 
y2(0)— 91 (0) = fp, — ds (phe) — ax (si) (oe —e@)} 
P, (2) (Z 
3 a@ 
—t @t? # (5 =) e@)— vn (2)f 


— {eG {pn (2)— vn" (2)} + ¥3(2). 


(5) 





Aus dieser Gleichung rechnet man y, (2) und y,(#) aus und setzt diese 
Werthe in die 3' Gleichung von (4) ein u. s. w. Man bekommt 
schliesslich eine lineare, nicht homogene Differentialgleichung met Ord- 
nung zur Bestimmung von w,(2), die lautet: 


P, (2) 
Pp ae (2) + {my My p @) sm, 2 (5 P, (3) yt wen + 


+ a op eat a, 2(p ee) +. bana 7 a = =F 2 Wn (2) — Pn (2) 


(6) ~~ {nso W6se) 90) 
#. P, i 
+m p- . gp) (2 + {mye +m mo (sto)| gyi*—*)(2)-+-- 


+ {a oz a+ a, £ (Fo) ++ ‘TOn-1 = Pi) | Pal): 


Die Gréssen ay), a, . ~~, Gn—1) ++ +, Mg, ™,, m, bedeuten ganze, positive 
oder negative, von Null verschiedene Zahlen, die durch den Elimi- 
nationsprocess eintreten. Wenn man die Differentiationen in dieser 
Differentialgleichung ausfiihrt, so tritt im Nenner [P,(z)}"— auf; um 
w,(2) als ganze Function zu berechnen, muss man in (6) den Nenner 
wegschaffen, dann y,(2) hypothetisch als ganze Function ansetzen, 
in die Differentialgleichung einsetzen und auf beiden Seiten die Coef- 
ficienten gleicher z-Potenzen einander gleichsetzen, was Bestimmungs- 
gleichungen fiir die Coefficienten von y,(¢) liefert. Sei N der Grad 
von [P,(z)}"-' und WM der Grad von y, (2). Nach dem Wegschaffen 
des Nenners wird y,(¢) mit [P,(2)]"— multiplicirt vorkommen, und 
folglich wird die Gleichung ein Glied mit 2+” besitzen; man bekommt 
somit M-- N + 1 Bestimmungsgleichungen fiir die M + 1 Coefficien- 
ten von y,(2). Es waren also die Coefficienten von w,(2) iiber- 
bestimmt, wenn man nicht tiber die Coefficienten von 


P.(@), Ps(2), -.-, Pu(e), Pr(2) 
verfiigen kénnte, die man ja auch als Unbekannte auffassen kann. 
Wenn man aber diese als Unbekannte auffasst, so bestimmen sich 
dieselben als Functionen der Coefficienten von g, (2), p,(2),.--, Pn(#)- 
Da aber die Functionen g,(¢), ..., 9»(#) willkiirlich sind, so diirfen 











— i, ae 


aan. 
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auch die Coefficienten von P.(2), Ps(2),-.., Pu(e), P,(2) nicht von 
9, (2),--+, Pa(2) abhiingen. Es ist somit eine Bestimmung von 7%, (2) 
nur dann mdglich, wenn VN = 0 ist, d. h. P,(¢) muss eine Constante 
sein. Diese Constante wollen wir mit ¢ bezeichnen. Die Differential- 
gleichung (6) geht dann iiber in: 


. My = vy,” (2) + “ {my Pa(e) +m, Pz(2)} Pe) -. 


7 {aay Pu(2) ay Pi (6)-++ ++ ans Pel(2)} i (2) — Yn (2) 


1) | =— {r-1@)— 94-208) + 94-2) —F--+.9°@)} 
$n, “2 go 4 + {m, Pols) +m, Pe(e)} pal-™(6) +--+ 


LF fay Pu (@) +a; Pr (2) ++ FH an-1 Pal(0)} nl) 


Man kann jetzt ~,(2) hypothetisch als ganze Function ansetzen. 
Sei MZ der Grad von y,(2) und Q der Grad der rechten Seite von (7), 


so ist uz Q. Wenn M< Q angenommen wird, bekommen wir 


Q-+ 1 Bestimmungsgleichungen fiir bloss M-+ 1 Coefficienten, und 
es wiiren die Coefficienten von #,(¢) tiberbestimmt. Man muss also 
M>Qannehmen. Damit wieder keine Ueberbestimmung der Coef- 
ficienten eiutritt, darf auch auf der linken Seite kein Glied von einem 
héheren als dem D/' Grade vorkommen; wenn aber auf der linken 
Seite keines der Glieder den Grad © iibersteigt, so ist eine eindeutige 
Bestimmung der Coefficienten von %,(¢) méglich, denn dieselben treten 
in (7) nur linear auf. 

Die Bedingung, dass kein Glied der linken Seite den Giad M 
iibersteigen darf, liefert eine Bedingung fiir die Gradzahlen der Func- 
tionen P,,(¢), Ps(2), ..-, Pu(e). Aus dem ersten Gliede der linken 
Seite folgt nimlich, dass P,(¢) héchstens vom Grade m sein darf; aus 
dem 2' Gliede folgt dann, dass P;(¢) héchstens vom Grade n — 1 
sein darf u. s. w. Wir bekommen folglich die Bedingung: die Func- 
tionen P.(2), Ps(2), ..-, Pu(2) diirfen héchstens von den resp. Graden 
nm, m~—1,.,.,1 sein. 

Es ist leicht einzusehen, dass wenn man M > Q annimmt, die 
Coefficienten aller héheren Potenzen bis z@ sich gleich Null bestimmen, 
und es bleibt fiir y,(¢) bloss ein Polynom von demselben Grade wie 
die rechte Seite von (7). Da P,(s), wie wir gesehen haben, eine 
Constante sein muss, so berechnet man aus der letzten der Glei- 
chungen (3) w,(¢) als ganze Function, und dann aus den n — 2 
ersten Gleichungen von (4) ¥,(¢), ¥,(2), .--, Ya—s(¢) ebenfalls als 
ganze Functionen. 

Mathematische Annalen, XXXII. 38 
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Aber fiir den Zweck dieser Untersuchung ist es von Wichtigkeit, 
die Functionen y, (2), ..., #.(¢) nicht nur als ganze sondern auch als 
ganzzahlige bestimmen zu kénnen. Vor allem folgt dann aus (7), dass 
¢ = 1 sein muss. Ferner folgt aus (7), dass auch der Coefficient von 
2” ganzzahlig ist, wenn die Glieder ausser y,(2) nur 2¥—' als hichste 
Potenz enthalten, d. h., dass die Functionen Pa(2), Ps (2), . - -, Pu(e2) 
nur héchstens von den resp. Gradzahlen n —1, nm — 2,..., 0 sein 
diirfen. Es ist leicht einzusehen, dass dann auch die iibrigen Coef- 
ficienten von w,(2) ganzzahlig sein werden, und es sind in diesem 
Falle #, (2), .--, Wns (2) ebenfalls ganzzahlig. 

Wir gelanger. somit zu folgendem Resultat: Es sei eine irreductible, 
lineare, homogene Differentialgleichung n'* Ordnung gegeben 


P(e) y = Paol2) y-9 + Pr_s(e) y+ + Pile)y” + Pyle)y’ +4, 
wobei die Functionen P,(2) ganz und ganzzahlig und hichstens vom 
Grade x sind; seien ferner n willkiirliche ganze wnd ganzzahlige Func- 
tionen 9, (2), -.-5 Pn(2) gegeben, so lassen sich in diesem und nur in 
diesem Falle n andere ganze und ganzzahlige Functionen 

W, (2), ~~ +) Un(2) 
so definiren, dass die Differentialgleichung 


F(Z) yy" + poz) y" + +++ + Mrle)y 
=A Oy + OY +--+ HOY} 


befriedigt wird, wenn y ein Integral der vorgelegten Differential- 
gleichung ist. 

Was die Gradzahlen der Functionen 7, (2), ..., Y,(2) betrifft, so 
sind dieselben von hiéchstens dem (m-+-n—2)'" Grade, wenn die 
Functionen 9, (2),..-, @a(#) nicht den Grad m iibersteigen. 


IT. 


Aus dem Vorhergehenden ist nun ersichtlich, dass die Differential- 
gleichung 2' Ordnung, die Herr Hurwitz in seiner Abhandlung unter- 
sucht hat, die einzige 2’ Ordnung ist, die sich nach der von ihm 
angewandten Methode untersuchen lisst. Betrachten wir nun eine 
Differentialgleichung 3'** Ordnung: 


(1) Pi(e)y” = Pi(2)y” + Pole)y’ +y, 
wobei die ganzen und ganzzahligen Functionen P,(2), P,(2), P,(2) 
héchstens von den Graden 2, 1, 0 sein sollen, wie es das Vorher- 
gehende erfordert. 

Die Relation (2) des vorhergehenden Paragraphen kann benutzt 
werden zur Auswerthung des Ausdrucks 
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oe. {g(2)y + h(e)y’ + k(e)y”}dz, 


wenn y irgend ein Integral der Differentialgleichung (1) bedeutet. Es 
sei f(z) eine ganze und ganzzahlige Function vom (m-+-1)'" Grade, 
und g(z), h(¢), k(z) seien ganze und ganzzahlige Functionen von 
héchstens dem n'" Grade. Da 


{9(@)y +hle)y’ + ke) y"\de 
ein vollstiindiges Differential ist, so kénnen wir partiell integriren und 
bekommen : 


Le {g(2) y+ b(e) y+ k(@)y”} de 
~_ - {p(y th (@y'+h, wy"? 
sf sor {fF On@y—-f Oh (y'—f Ok @)y"} ae. 


Es entstehen hier die Functionen g,(#), h, (2), &,(¢) aus den Functionen 
9(2), h(2), k(2), wie die Functionen 

%1(2),- ++) Wal) aus g,(2),-. +, Pn(2) 
im vorhergehenden Paragraphen. Man kann nun —f (#)9,(#),—f'(2)h,(2), 
— f'(2)k,(¢) als selbststiindige Functionen betrachten und kann auf 
dieselbe Weise das Integral weiter reduciren. Man bekommt schliesslich: 


(2) Le" {9(2)y-Eh(e)y’ +k(e)y"} de 


=f (2) {Gn(2)y+Hn(2)y’ + Kn(e)y"} 

Ht Gms(2Z)Y AP Temps (2)y" + Kms (2)y” 
Wir bezeichnen mit [g|h|k] die héchste der Gradzahlen der Functionen 
g(¢), h(e), k(2) und kénnen folgendes tiber die Gradzahlen der hier 
vorkommenden Functionen bemerken, 


Es ist 
n > [g\h|k) 


m+ 3> [9|hy |e], 
2n+-3>([—f'9,|\—f h,|—f,h,] und folglich 
satis > > [dala] 


(m+ 1(n-+3) > ilies —— | Kma-1]- 
Die Functionen gm+i(2), Mm4i(?), Km41(2) tibersteigen somit nicht den 
Grad (m-+-1) (w+-3) und umsomehr nicht den Grad m(n-+-6) + n. 
Man kann daher drei andere ganze und ganzzahlige Functionen g(z, m), 
h(2, m), k(¢, m) so definiren, dass sie der Bedingung geniigen, dass 
38* 


und folglich 


(4) 
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Amt) Gmia(Z) — g(2, m), A™OTlmss(2) — h(z, m), 
Am+6) i411 (2) — k(2, m) 
durch f(2) theilbare Functionen sein sollen, wobei A den Coefficienten 


der héchsten Potenz in f(z) bedeutet. Wenn man diese Functionen 
einfiihrt, geht das Integral (2) iiber in: 


€ A* +6 , ” 
Bf FEEL! toieyy + aG)y' + Rey") as 

- fe (ale, m)y + H(z, m)y’ + K(2, m)y"} 

+ 9(2, m)y + h(e, m)y’ + k(e, m)y", 
und die Functionen g(z,m), h(z,m), k(z,m) sind héchstens vom 
n'> Grade. Der Inhalt dieser Formel lisst sich so aussprechen: 

Man verstehe unter y cin beliebiges Integral von 
P,(2)y” = Pi(e)y” + Py(z)y’ + y, 

es set ferner (2) eine ganze und ganzzahlige Function vom (n-+- 1) 


Grade und A der yee der hichsten Potenz in f(z); es bestehen 
dann fiir 4 = 0, 1,2,..., die folgenden identischen Relationen: 


( n-+-6 m ; . P S P 
f hl ("gay de—f(2) {Gi(2,m) y-+ Ha(2,m)y’ + Ka(2,m)y" 


+z, m)y tials, m)y “+ha (4, m)y”, 


‘La"t® f(z)” 
J = ay de=[ (2) {Gati+a(e, m)y + Ayyi4a(z,m) y+ Kusisa(s, m)y"\ 
+ 9ny14a(Z,m)y + hongr4a(2,m)y’ + kngi4a(2,m)y”, 


Lan? FO” ayer K. 
mat SY deaf (2) { Gonpo4a(e,m) y+ Hon42+a(2,m) y+ Kons24a(2,m)y"} 





+Gento+a (2,m)y-+- h; an-L2-pa (2 (2, m) y = Kons 242 (2, m)y’ y”. 


Hierbei bedeuien fiir k = 1,2,...,3n+2 
G,(z,m), Hy(z,m), Ky (2, m) 
ganze und ganzzahlige Functionen von 2 und 
gu(2,m), hy(2, m), ky(2, m) 
ganze und ganzzahlige Functionen von 2, die nicht den Grad n iiber- 
steigen. 
Wir wollen jetzt beweisen, dass die drei in Bezug auf ¢ identischen 
Relationen 


CoJy (2, mM) + €,9, (2, m) +--+ + Conte Jsn4o(Z, m) = 0, 
Cy hy (2, m) + c,h, (2, m) + +--+ ConzoRsnze(s, m) = 0, 
Cok (s, m) + c,h, (2, m) + - + - + Conpoksn42(2, m) = 0 


nur dann bestehen kénnen, wenn ¢, = ¢, =-++ = Cynteg = 0 ist. 
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Dieses soll jedoch unter der Annahme bewiesen werden, dass f(z) 
weder mit f’(¢) noch mit P,(z) einen Theiler gemein haben soll. An- 
genommen diese Relationen kénnten bestehen, so folgt aus (4) 


n+6 m 
fe weedy dJarty Seewsaety DFominel dz 


= t (Ge m)y + H(z, m)y’ + K (2, m)y”} 
und diese Gleichung differentiirt liefert: 
(5) f(e)"p(e)y + fe)" v@)y’ + fex(e)y" 
= 4 tro Ge) y + fey Hey’ + fe Ke) y"}, 
wenn die Bezeichnungen eingefiihrt werden: 


. n 
Aint 6) m ny Alwts) m y 
2 icles 
m! peas" == p(s), m! Dy) eetae = (2), 
0 U 


Atel G)m .y 
ar ge pean teas’ = 7(2), 
0 


f(2)G@ (¢, m) = f(2?G(e), f(2)H(¢, m) = fe)" H(2), 
f(2) K (2, m) = f(z)" K (2); 
y"} man darf jetzt freilich die Functionen G@(z), H(z), K(2) als durch 
f(2) nicht theilbare Functionen ansehen. 
Seien a, b, ¢ die Gradzahlen der Functionen G(2), H(z), K(z). 

j" Es folgt aus der Gleichung (5), da sie dieselbe Form hat wie die 
Gleichung (2) des Paragraphen I, und man hier mit einer Differential- 
gleichung 3 Ordnung zu thun hat, 

aie (n+1)+2>A(n+1)+ a4, 
(6) (m+-1) (m+1) +2 > w(n+1) +d, 

bast: 1) (m+1)+2> v(n+1) + ¢. 


Aus (5) folgt durch Ausfiihrung der Differentiation: 
fp (e)= 2 {Fe G (e . +f" K() py a , 

(1) fem) =P GO) + Ff HO} +f KO pe, 
fle)™2()—=f@ He) + fe {fe KO} +f Ke) 7. 


Diese drei Gleichungen miissen identisch befriedigt werden. 
a) Angenommen es verschwinden G(¢), H(z), K(2) identisch. 
Die Gleichungen (7) gehen dann iiber in p(z)—0, o(z)=0, x(2)—=0 
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und dieses bedeutet, da die Gleichungen identisch sind, dass alle Coef- 
ficienten ¢ gleich Null sein miissen. 

b) Angenommen es verschwinden G(z) und H(z) identisch. Die 
Gleichungen (7) gehen dann iiber in: 


feo) =f K®) pay 
ferv@)—ferK® so, 


f(a" x(2) = (ey K'(e) + vfleyf (2) K(2) + (@) K(@) 2 


P,(z) 





Da der Annahme nach f(z) mit P,(z) keinen Theiler gemein hat, so 
folgt aus der ersten Gleichung vy = m und dann aus der letzten, dass 
K(z) durch f(z) theilbar sein muss, was unmdglich ist. 

Ich mache hier die Bemerkung: aus der ersten der drei Glei- 
chungen folgt, dass K(z) durch P,(2) theilbar sein muss; d. h. der 
Grad c von K(2) muss mindestens 2 sein. 

In analoger Weise untersucht man die Fille: K(2) und H(e) ver- 
schwinden identisch, K(¢) und G(z) verschwinden identisch. Auch 
die Fille, G(z) allein verschwinde identisch und K(z) allein ver- 
schwinde identisch, werden in derselben Weise untersucht. Eine Aus- 
uahme bildet der Fall: H(z) verschwinde identisch. In diesem Falle 
hilft die vorhin gemachte Bemerkung. 

Die Gleichungen (7) gehen tiber in: 


(29 (2) = Aff @) 4) + FPA) +f K®) pe 
fev (@) = fe Ge) + fe Ke) 32, 
fey x(@) = vf f OK + eK’) + fer K@ Ze 


Nach der gemachten Bemerkung ist der Grad von K(s) mindestens 
gleich 2 und folglich nach (6) m+ 1>v oder m>v; dann folgt 
aus der letzten der drei Gleichungen, dass K(2) durch f(2) theilbar 
sein muss, was unmdglich ist. 

Es bleibt noch der Fall iibrig 

c) Keine der Functionen G(z), H(2), K(#) verschwinde identisch. 

Die Gleichungen (7) gehen nach ausgefiihrter Differentiation iiber in: 


fe)" 9 (2) =F (2) @ (2) +AfeP"f OEE) po 
Fev) =f) Ge) +f)" He) + uf Of HEAT ey KOZ), 


fa)" 106) —=/ (0 He) +60) K') + of 4 Ke) +f ey Key. 














oe ee ©. bet 


— =~ mm — 
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Ist 4 kleiner als w und v, so folgt aus der ersten der drei Gleichungen, 
dass G(z) durch f(z) theilbar sein muss, was unméglich ist; ist w 
kleiner als 4 und v oder v kleiner als 4 und w, so stésst man auf 
einen ahnlichen Widerspruch. Ist 4 = u = v, so geht die 1° Gleichung 
iiber in: 


f(2)"—+1 (2) = f (2) G’ (2) + vf’ (2) 4 (2) + fe) Ke) FOE 


und aus dieser folgt, da m-—+- 1 > » ist, dass G(¢) durch f(z) theilbar 
sein muss, was unmdglich ist. — Die Annahme, dass die Coefficienten 
e von Null verschieden sind, fiihrt in allen Fallen auf Widerspriiche, 
und man bekommt den Satz: 

Die in Bezug auf 2 identischen Relationen 


Coo (2, Mm) + C9, (2, m) + +++ + ContePsn42(Z, m) = 0, 

Coley (2, m) + Cy hy (2, m) +++ + Congolsno(s, m) = 0, 

Cy ky (2, m) + ¢, ky (2, m) + +++ + Conzakonze(s, m) = 0 
kinnen unter den gemachten Annahmen [f(#) hat weder mit f’ (2) noch 
mit P,(2) eimen gemeinsamen Theiler] nur dann bestehen, wenn 

Co == Cy = + + + = Cone = 0 
ist. 
Sei nun eine lineare, homogene, irreductible Differentialgleichung 

q'* Ordnung gegeben 


P,-1(2)y = Po_a(2) yt? + Pys(2) y't- + + + P, (2) y" + Py (e)y'+y, 
wobei die Functionen P,(¢) ganz und ganzzahlig und héchstens vom 
Grade @ sein sollen. Fiir eine solche Differentialgleichung gilt, wie 
wir gesehen haben, die Relation (2) des § 1. Sei f(¢) eine ganze und 
ganzzahlige Function vom (n-+-1)'" Grade; und g(z), h(2), ...,7(2), (2) 
seien g ganze und ganzzahlige Functionen von héchstens dem n'e 
Grade. Es ist dann, wenn die Relation (2) des $1 zu Hilfe gezogen 
wird, 


LE” foley bh ely Er (@)y--+5(@) ye} de 
= f (2) {Gn(2)y + Bn(2)y +e ++ + Rn (y+ Sn (2) ye} 
+ Jmas (2)Y + Toms (2) Yes + + ing. (2)y2— + Spa (2) yt. 


Es ist ferner 
n> [g|h|...\rIs], 
m+¢q> [nalmi|---lrils), 
2n-+¢ >[—fal—fhy|---|-f\|—fs), 
2(n+'q) > [92|ho| «++ 72/82], 


(m-+-1) (m+) > [Gms |Fmps] * + + [ma | Smt] « 





(«) 
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Die Functionen gm+1(2), hm+i (2), .- +) %mt1 (2), Sm4s (2) tibersteigen 
somit nicht den Grad (m-+-1)(n-+-q), und umsomehr iibersteigen sie 
nicht den Grad m(n-+2q)-+ m; daher kénnen wir g andere ganze 
und ganzzahlige Functionen 


g(2,m), h(2,m),..., r(2, m), s(z, m) 
so definiren, dass sie den Grad » nicht iibersteigen und der Bedingung 
gentigen sollen, dass die Ausdriicke 


Am(432) nts (2) — g(%, mM), « «+, AMD Sy. 44(2) — 8(z, m) 
durch f(¢) theilbar sein sollen, wenn A den Coefficienten von ge" 


in f(¢) bedeutet. Wenn man diese Functionen einfiihrt, geht das 
obige Integral iiber in: 


ISG a Ll” fae) y + h(e)y’ bo---tr(e)yt--+5(6) ye} de 
=f(2) 4G (em) y +H (em) y+ RG m) ye) +- S(z,m) ye 
+ g(e,m)y+ h(z, m) y’ + sf r (2, m)y't—*) +-s(¢,m)y"-, 


Aus diesem Integral erhilt man, wie im Beispiele der Differential- 
gleichung 3'* Ordnung, fiir 4 = 0, 1, 2,.,., : 


[ for, ayde =f (2) {Gi(s, m)y+---+ Silz,m)y2-} 


+ ga(z, m)y+--+--+ sa(z, m)y@-, 
— | y' dz =/(2) { Gnzi+2(2,m) y+-:: *+Spsisa (e, m) y2—)} 
+ Gupita(Z,m)y-P> + Srpiza(z, my, 


J Paar oF 


shyt) dg—=f (2) { Giq—ryngayea (2)M)y-PFSeesynpay+a (2,m)y9—} 


+ Gq—1)(n-41)42 (2m) YP oF S(q—ayingry a (2,m)ye . 


Mit Hilfe dieser Formeln, wollen wir nun beweisen, dass die in Bezug 
auf z identischen Relationen 


Co Jo(Z, M) + Cg, (2, M) + + + + Cyint1)—199in41)—1 (2, m) = 0, 
() Cyhty (2, m) + ce (2, m) +++ Cg(npt)—1 Ariot)- 1(2, m) = 0, 


caf (6 m) me C; 5 ( m) +. -" €q(n-+1)—159 (n41)—1 (, m) - 0 
nur dann bestehen kénnen, wenn alle Coefficienten c,,...., Cy(n41)—1 
Null sind. Dieses soll jedoch unter der Annahme bewiesen werden, 
dass f(¢) weder mit f(z) noch mit P,,(¢) einen Theiler gemein 
haben soll. 

Angenommen, dass die Relationen (8) bestehen kénnen ohne dass 
die Coefficienten ¢), ..., Coq). Null sind, so folgt daraus, wenn 
man (e) beniitzt: 














“1)} 





o 
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n+2q m = “ : 
[A mA) {y Die gh + y’ > Cup ipad?—peep y'e-) ee (n-+-1)4-2 al dz 
0 0 0 


= f2{G(a)y + H@)y’ +--+ + Re)ye + 8(@) y}- 
Nach Differentiation dieser Gleichung erhilt man: 
f(2)"9(2)y + fev @)y’ +--+ + f@)al@)y'™ 
© £4 G(e)y EFF HOY ++ +L)" ROY +6 SO yo}, 


wenn man die Bezeichnungen einfiihrt: 


Amvt2) Sesto (z), Amet9o Sen pqs (2) « 


- Am(mt20) > C(q—1)(n-41)-+22" = @(2), 


f(2) @(2) = fe G(), fe) H@)=feYH(),...f@)S @) = fey S); 
man darf auch jetzt die Functionen G(2), H(z), ..., S(¢) als durch 
f(z) nicht theilbare Functionen ansehen. 

Seien a, b,...,¢,d die Gradzahlen der Functionen 


G(s), H(z),..., Re), 8); 
es folgt aus (y), da es dieselbe Sines hat, wie die Gleichung (2) des § 1: 
(m+1) (m1) +q—1> x(n41) +4, 
ms +N Ot) +4—1>I6+04+5, 
(m-+1) (n+l) +4¢—1> v(nt1) 44, 
wobei x, 4,...,v>1 sind. Aus (y) folgt ferner: 


Fem p= zy FEE) } + NYS) Gy» 


(e) f(e)"¥ (2)—=f(2)*G(e) -f- ¥3 a fF (2) H(s)} +f (@)"S(2) = P, re 





2 (2) 
eo) =e RE) +H. {MESO} +10 8@ = G 
Wir werden auch hier, wie bei der Differentialgleichung 3'" Ordnung 
Unterfiille zu untersuchen haben und zwar ist die Anzahl derselben 


AQ tte Qam 


Das Charakteristische in allen Unterfiillen der Differentialglei- 
chung 3't Ordnung war, dass darin immer Glieder vorkamen, die 
mit einer Potenz von f(2) multiplicirt waren, welche um 1 niedriger 


578 E. Rarner. 


war als die Potenzen von f(z) anderer Glieder; und, da die Gleichungen 
jedesmal identisch sein sollten, so kam man dadurch auf einen Wider- 
spruch. Die niedrigeren Potenzen von f(z) kamen dadurch herein, 
dass in jeder Gleichung eines Unterfalls ein Glied von der Form 
-. {f(2)eTT(¢)} vorkam und dieses differentiirt 
fee (2) + ef(e)e*F' (2) Te) 
gab. Da aber solche Glieder in jeder einzelnen Gleichung von («) 
vorkommen, so bieiben auch fiir diese Differentialgleichung g'" Ord- 
nung alle Schliisse fiir die Unterfiille erhalten. Auch muss in diesem 
allgemeinen Falle S(z), falls es nicht identisch verschwindet, durch 
P,-:(2) theilbar sein; und mithin muss S(z) mindestens vom (q¢—1)'" 
Grade sein. Folglich muss nach (0) vy << m-—+ 1 sein, und dann bleibt 
auch der Schluss fiir den Fall, dass keine der Functionen G(z),...,S(z) 
verschwindet, bestehen. Wir finden somit: 
Die in Bezug auf 2 identischen Relationen: 


CoJo (2, ™) + C,9, (2, m) + - Cq(n+1)—199(n41)—1 (2, m) = 0, 
Coho si + “1 hy (6, 7” + iis Gaiety — meme 14 ” = (), 


cats (8, m) + ys (6, ni) +: a Cq (n-+-1) —1 8g (n--1) — (6 m) = a 0 


kinnen nur dann bestehen, wenn Cy = ¢, = + + + = Co(n4iy-1 = O ist, 


Ill. 


“(5 


8) 


ein rationaler Bruch ist, nicht rational sein kann, wenn 





Herr Hurwitz beweist in seiner Abhandlung, dass » wenn = 





b 
its 1 1 2 
t(2) = 2 {1+ b+20 *t+ Upp b+8a at: ; 


das particulire Integral der Differentialgleichung 
asy” =by’+y 

bedeutet. Dieser Satz verdankt seine Entstehung nur dem Umstande, 
dass die Functionen g,(z, m) und ha(¢, m) fiir jeden Werth von 4 und 
m ganz und ganzzahlig sind, und dass ihre Determinante nicht Null 
sein kann. In Folge dessen wird man den analogen Satz auf die 
Integrale aller derjenigen Differentialgleichungen ausdehnen kénnen, 
fir welche die beiden in Rede stehenden Hilfsiitze gelten. Wie im 
Vorhergehenden bewiesen wurde, gelten diese Hilfsiitze fiir alle Differen- 
tialgleichungen von der Form 


Py-i(2)y = Ppa(e)yt) +--+ + Pi @)y’ + P@y +y, 








ad 
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wo die Functionen P,(z) ganz und ganzzahlig und héchstens vom 
Grade 4 sind. Fiir alle particuliren Integrale dieser Differential- 
gleichungen, die die Form besitzen 


(2 — a)t-*+# {B, + B, (2 — a) + B,(e — a)? +-- yy 


wo a ein singulairer Punkt ist, und @ eine positive rationale Zahl ist, 
gilt der analoge Satz. 
Als Beispiel sei die Differentialgleichung 3' Ordnung 


azy” =(be-+ce)y”+dy+y 


gebracht, wo a, b, c, d ganze positive Zahlen bedeuten sollen. Fiir 
diese Differentialgleichung gelten die Sitze des § 1 und § 2. 

Wir miissen zuniichst ein particulires Integral dieser Differential- 
gleichung suchen. Man setzt hypothetisch an 


y = 2 {1 + a2 + a, 2° + ae? +---} 


und berechnet den Exponenten und die Coefficienten, indem man . 
das Integral differentiirt, in die Differentialgleichung einsetzt und die 


Coefficienten vergleicht. Zuniichst ergiebt sich der Werth a=2+4< i 


d. h. von der Form g—1-+ «a, wie das fiir unsere Zwecke néthig 
ist, Fiir die Coefficienten ergiebt sich ferner die Recursionsformel 


ak(@-+-k—1) (@-+k) o = {b(@+k—2)+d} (@+hk—1) ox 1+ ey-2 


Aus dieser Formel folgt: 





(1) Sotto + R—1) 
a, &+1@+k+1) 





>< Zt — a * a . 
\ ak ak(o@+k— 1) {b(@ + k — 2) +d} (@+khk—1) wm +a 2 


Im letzten Posten theilen wir Zihler und Nenner durch oj ~: und 
“tA bezeichnen, 


erhalten, wenn wir 





by = k(@ +k — 1) 
() % (e+1)@+Fk+1) 


b d A 
< {or + sretecn + eFeon tej etionasit 


Wir setzen nun voraus A <1; es ist dann ee <1, wenn die rechte 
k 
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Seite von (II) kleiner als 1 ist. Diese Bedingung ist gewiss erfiillt, 
wenn die Ungleichheit 


b d 1 
ak T ake+E=) T (ow FE=H Fal wHE—H FI S! 
erfiillt ist. Wenn diese Ungleichheit fiir irgend einen Werth von k 
erfiillt ist, so ist sie auch erfiillt fiir jedes grésserek, denn a,b,c, d 


waren als positive Zahlen angenommen. Wir wihlen nun k = 3 und 
fiigen noch die Bedingungen hinzu 


2) a, > @, 3) @ > a. 
Wenn die Bedingungen 1), 2), 3) erfiillt sind, so ist ait <1 fiir 


jedes k, wie unschwer einzusehen ist. Die ersten 3 Coefficienten 
@,, @,, &, sind leicht zu berechnen und somit kann man sofort die 
Bedingungen 1), 2), 3) aufstellen, und da wir hier 3 Bedingungen 
mit den 4 Unbekannten a, b, c, d haben, so kénnen dieselben immer 
durch ganze und positive Werthe fiir a, b, c, d befriedigt werden, 
wie es ja ndthig ist. Aus der Recursionsformel ist ersichtlich, dass 
alle Coefficienten der Reihe positiv sind und da mae <1 ist fiir jedes 
k 

k, so fallen immer die Coefficienten. Wenn wir jetzt zur Formel (1) 
zuriickkehren, so sehen wir, dass 


ist, und da wir es mit einer Potenzreihe zu thun haben, so ist die- 
selbe demnach convergent in der ganzen Ebene. Die Coefficienten der 
Reihe sind aus der Recursionsformel eindeutig bestimmt. Es ist also 


. 2+" A 
F(s) =y=2 {1 + a@,2 + a2? +--+} 
ein particuliires Integral der Differentialgleichung 


azy” =(be+c)y’+dy+y 
und das Integral ist convergent in der ganzen Ebene. 


Wir gehen nun zu den Formeln (e) des § II zuriick. Wir setzen 
f(2)=re—s, rund s seien irgend welche ganze Zahlen, und wollen 


integriren von 0 bis =; es gehen dann die betreffenden Formeln 
iiber in: 





( 
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enon) PCG) MGs) C8)-+ BCom) P°C5) 
Pies ol” F() de, 


m! 


9; (2, m) Fé )+n,(4 ,m) F” (< ve (<,m)F’(4 -) 
- fieercae F’ (2) dz, 


9.(+, m) F(*)+2,¢, m) fF’ (2)+%(2, m) Fr” (4) 


(rz—s)|" an 
-f' had F’' (2) dz, 
0 


(«) 





und wir wissen, dass die Determinante 


- - m) hy (4 . m) ky (<, m) | 
9, ( *,m) h, (= , m) ky ( _ , m) | 
! me = m) h. (<, m) k, (4 , m) | 


von Null verschieden* sein muss. Ferner sind die Integrale rechts in 
(«) so beschaffen, dass sie mit wachsendem m verschwinden. 
Sei nun angenommen, es verhalten sich 


F(£): F (4): F’(4) =P: @:R, 


wo P, Q, R, ganze Zahlen sind. Es folgt dann aus den Formeln (a), 
da die rechten Seiten mit wachsendem m unendlich klein werden, dass 
die ganzen Zahlen 


! 





D= 


905 , m) e+ h, (2 ’ m) Q + ky (= , m) Rh, 
(,m) P+ hy(S,m) Q +k (F,m) R, 
9(*, m) P+ h, (=, m) Q+k, ¢, m) R 
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mit wachsendem m streng Null werden miissen. Dies ist aber nur 
dann mdglich, wenn D =O ist. Da aber D von Null verschieden 


. s§ {8s 7 s 
sein muss, so war auch unsere Annahme, dass F(4), F (*), F’(4) 


in rationalem Verhiiltniss stehen, falsch. Auf denselben Widerspruch 
fiihrt auch die Annahme, dass 

{8s 

r’(*) 


ine 
rG) und —— 
{8 ~{8s 
F(}) F(*) 
gleichzeitig rational sein kénnen, d. h. es giebt keinen rationalen 


Werth *. so, dass sowohl 
Ma ( r) als rG) 
rt) FQ) 





rational sind. 


Odessa. 
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Ueber arithmetische Eigenschaften gewisser transcendenter 
Functionen IT. 


Von 


A. Hurwirz in Kinigsberg i. Pr. 


Im Anschluss an die vorstehende Abhandlung des Herrn Ratner 
entwickle ich in den folgenden Zeilen einen neuen Beweis und einige 
Verallgemeinerungen des Satzes, welchen ich auf pag. 222 meiner 
unter obigem Titel im 22. Bande dieser Annalen erschienenen Arbeit*) 
aufgestellt habe. 

Die bestiindig convergirende Potenzreihe 

1 1 2? 2 s 
QQ) y=l+ b 8+ b(b+a) 2! + b(b+a)(b+2a) 3! tere 
welche beiliufig bemerkt nur unwesentlich von der Bessel’schen Reihe 
verschieden ist, geniigt der Differentialgleichung 


(2) azy” = — by’ +y. 
Aus dieser Gleichung leitet man leicht die folgende ab: 
(3) (azy—1'y™ = dn Y" + ns Y- 


Hier bedeuten %,, % ganze ganzzahlige Functionen von a, b, 2, 


*) Ich benutze diese Gelegenheit zur Berichtigung einer irrthiimlichen 
Angabe, welche sich auf pag. 229 dieser Arbeit findet und auf welche mich Herr 
Stickelberger vor liingerer Zeit aufmerksam gemacht’ hat. Das dort fiir die Dif- 
ferentialgleichung 2sy” = by’ +- y angegebene Integral ist zu ersetzen durch den 
Ausdruck 


c,e¥** G(V2a) + ee V** G(—V28), 
wo G@ eine ganze Function von V2z des Grades ort bedeutet, Die Zahl b 
wird als eine ungerade positive Zahl vorausgesetzt. 
**) Es wird angenommen, dass . nicht eine negative ganze Zahl ist, weil 


sonst die Reihe sinnlos wiirde. Ueberdies wird der Fall a=0 ausgeschlossen, 
< 


fiir welchen sich y offenbar auf e° reducirt. 
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. n—2 n—2 n—1 n—3 
welche in Bezug auf z von den Geraden Ee) He Ot “2 
sind, je nachdem m gerade oder ungerade ist. Der Beweis hiervon 


ergiebt sich durch den Schluss von m auf »+ 1. Setzt man niimlich 


(az) y@t) = dap YW + tet Y, 
so findet man nach kurzer Zwischenrechnung 


~ = (a—na—b)on + G2(An+Yn'), 
nH = Vn — (W—1) Ayn +42 %n 5 


wobei sich die Differentiationen (%,', 7,') auf das Argument 2 beziechen. 

Die Gleichungen (4) zeigen nun, dass die von y¢, Yn behaupteten 
Eigenschaften sich von » auf m-+ 1 iibertragen. Da diese Kigen- 
schaften aber der Gleichung (2) zufolge fiir ~ — 2 bestehen, so finden 
sie fiir jeden Werth von n > 2 statt. 

Zu dem Zwecke, welchen ich verfolge, bedarf es noch der Reihen- 
entwicklung der m'” Ableitung von y, wie sie sich unmittelbar aus 
(1) ergiebt: 





(4) 


(5) y”) = b(b--a) .. . (6+ (n—1)a) + b(b-+-a) ... (6+na) 8+ 





Aus dieser Entwicklung geht hervor, dass der absolute Betrag von 
ke yl) 
mit wachsendem » unter jede Grenze sinkt, welche Werthe auch der 
Grosse k und dem Argumente z beigelegt werden miégen. 
Seien nun a und b ganze Zahlen; dann liisst sich auf folgende 


Weise zeigen, dass der Werth von * irrational ist, wenn das Argument 
gz einen rationalen, von Null verschiedenen Werth erhilt. Angenom- 
men es sei fiir ¢ = ; 

(6) y'=et, y= ou, 

wo rZ0 und r,s, ¢,« ganze Zahlen, g einen nicht verschwindenden 


Factor bezeichnen. Unter Einfiihrung dieser Werthe von z, y’, y geht 
die Gleichung (3) nach leichter Umformung iiber in die neue Gleichung: 


i) L. (arty) = (Unt + Int), 


deren rechte Seite offenbar fiir jeden Werth von m eine ganze Zahl 
darstellt. Diese ganze Zahl muss, weil die linke Seite mit wachsen- 
dem » unter jede Grenze sinkt, von einem geniigend gross gewihlten 
Werthe von » ab bestiindig gleich Null sein. Folglich verschwinden 
fiir ¢ == alle Differentialquotienten y), y+), ..., unter N jenen 


geniigend gross gewihlten Werth von m verstanden. Dieses ist aber offen- 








—_ 


—— | -_ 
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bar unméglich. Denn die Entwicklung von y nach steigenden Potenzen 
von s—- wiirde dann abbrechen, und y also eine rationale ganze 
Funetion von ¢ sein, was nicht der Fall ist. Somit ist die Annahme, 
x habe fiir einen rationalen von Null verschiedenen Werth von z 


selber einen rationalen Werth, unzulissig. Setzt man in dem Quotienten 
oy. an Stelle von b:&2, an Stelle von a: 2, so geht derselbe in 
eine Function »(§&, 7) von € und y tiber. Das Ergebniss der bisherigen 
Betrachtungen liisst sich offenbar als eine Kigenschaft dieser Function 
@(&, 4) so aussprechen: 

»»Der Werth von 


1 
ces bag rrr 8 pol 
om ame i ak. 
Fwetia 2! © (+n) (€+2n)(E+3n) 3! 


1+¢+ 
p(t, 1)=——+ 
teat 


ist stets irrational, wenn den Argumenten §, y irgend welche rationale 
Werthe beigelegt werden, welche nur der Einschriinkung unterliegen, 


dass der Quotient é weder Null, noch wnendlich, noch einer negativen 


ganzen Zahl gleich sein darf. 
Diesen Satz kann man zuniichst folgendermassen verallgemeinern. 


Es sei m eine positive ganze Zahl und es werde als rational jede 
Grésse der Form 








utvY—m 
angesehen, wenu w und y rationale Zahlen im gewdhnlichen Sinne 
des Wortes bezeichnen. Eine rationale Zahl » + »/—m heisse 
»ganz“, wenn w und vy ganze Zahlen sind. Setzt man nun in der 
Gleichung (3) fiir a, b, 2 ganze Zahlen der Form uw +v /—m und 
macht sodann die Annahme, dass gleichzeitig v einer rationalen 


Zahl derselben Form gleich sei, so ergiebt sich wie oben der Wider- 
spruch, dass y sich auf eine ganze rationale Function von ¢ reducirt. 
Denn eine ganze Zahl w + v/—m kann nur dann einen unendlich 
kleinen Betrag haben, wenn sie gleich Null ist. Es folgt also: 

Der obige Satz bleibt giiltig, wenn man unter ,,rationaler Zahl* 
jede Zahl der Form wu + v/Y—m versteht, wo uw, v rationale Zahlen 
im gewohnlichen Sinne des Wortes bezeichnen, wnd m eine beliebig aber 
fest zu wiihlende positive ganze Zahl bedeutet. 

Ich bemerke noch, dass sich der Beweis unseres Satzes, falls man 
sich auf reelle Zahlen beschriinkt, auch nach der bekannten Lambert’- 
schen Methode fiihren lisst — eine Methode, die sich iibrigens ohne 

Mathematische Annalen, XXXII 39 
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Zweifel auch auf complexe Zahlen iibertragen lassen wird. Dieser 
»Lambert’sche“ Beweis wird erméglicht durch die wohl von Euler 
herriihrende Kettenbruchentwicklung*) 


(8) L,=54+-" ,., 
c ot TeToT 





Mit dieser Entwicklung stehen auch die oben angestellten Be- 
trachtungen in einem innern Zusammenhang. Nach einer bekannten 


Schlussweise folgt namlich aus der Gleichung (3), dass — on. den 


nm — 1" Niherungsbruch des Kettenbruches (8) vorstellt. 

Ich gehe nun dazu iiber den folgenden allgemeinen Satz zu be- 
weisen, welcher den oben abgeleiteten Satz als einen ganz speciellen 
Fall enthilt: 

» Die bestiindig convergirende unendliche Potenzreihe 

Y= + 42+ C,22+--- 
geniige folgenden Bedingungen: 
1) Sie convergire so stark, dass fiir jeden Werth von 2 der 
absolute Betrag von ky”) mit wachsendem n unter jede 
Grenze sinkt, wenn k eine beliebig gross aber fest gewiihlte 
Zahl bezeichnet. 
2) Sie befriedige eine Differentialgleichung (r-+-1) Ordnung 


der Gestalt 

(9) Py) = Gey + Pray) +--+ + Hoy, 
WO Py Pry Pritt, +++ Py ganze ganzzahlige Functionen von z 
bedeuten. 


Dann ist stets mindestens Eines der Verhiiltnisse 
e:y : veer yl 

irrational, wenn dem Argumente z irgend ein rationaler Werth beigelegt 
wird, fiir welchen der Coefficient p der hichsten Ableitung in (9) nicht 
verschwindet.“ 

Die Ausdriicke ,, rational“, ,,ganzzahlig“ diirfen hier auch in dem 
allgemeineren oben angegebenen Sinne verstanden werden. 

Zum Beweise des aufgestellten Satzes leite ich aus der Gleichung 


(9) die folgende neue Gleichung ab, in welcher » irgend eine positive 
Zahl bedeutet: 


(10) pry") = Quy + Pr—rnyo—? + +++ P1,09' + Pony. 
*) Vgl. Legendre’s Elemente der Geometrie, vierte Anmerkung, wo der 


2 
obige Kettenbruch, welcher fir b=1, a=2, z= — = den Werth 1—zxtga 


besitzt, zam Beweise der Irrationalitiit von 2 und x? benutzt wird. 
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Man zeigt hier leicht durch den Schluss von m auf n +- 1, dass 
Gr,n) Pr—iny+++ Pon ganze ganzzahlige Functionen von » sind, deren 
Grade die Zahl y . m nicht iibersteigen. Dabei bezeichnet y die héchste 
unter den Gradzahlen der Functionen @, 9, Qr—1, + + Qo 

Nimmt man nun an fiir irgend einen rationalen Werth von 2, 
fiir welchen nicht verschwindet, seien simmtliche Verhiiltnisse 

ys yi reresy 
rational, so fiihrt die Gleichung (10), in entsprechender Weise wie 
oben die Gleichung (3), auf den Widerspruch, dass y sich auf eine 


rationale ganze Function von ¢ reducirt. Daher ist jene Annahme 
unzulissig, was zu beweisen war. 


Eine ausgedehnte Classe von Potenzreihen, welche den Bedingungen 
des soeben bewiesenen Satzes geniigen, liefern die verallgemeinerten 
hypergeometrischen Reihen*), wie ich zum Schluss niher ausfiihren 
will. Man bilde mit irgend 2r + 2 Constanten 

Gos Gip so Gr, OB, &,...& 
die beiden ganzen Functionen 


(11) beamline +560 ee ee 
g(a) —=by +b, 2b, (e—1) +--+ +b," (@—1) (@—2)-+-(e—r-1). 
Dann befriedigt die Potenzreihe 





2) yaoi +f 24 FOF # 4 fOFMF) # |... 
(12) y=1+ Go % + goyga) 2 tT gogag@ srt o'” 


wie man durch eine kurze Rechnung bestitigt, die Differentialgleichung 
(13) boty) 2" (a,2—D,_1) y") + a* (a,_12—D,_9) YY -- » Leagy. 


Damit die Reihe (12) nicht sinnlos wird, miissen die Werthe von 
g(0), g(1),... simmtlich von Null verschieden sein; damit sie nicht 
abbricht, muss das Gleiche fiir die Werthe von f(0), f(1),... statt- 
finden; damit endlich der in unserem Satze verlangte Grad der Con- 
vergenz eintritt, ist nothwendig und hinreichend, dass der Grad von 
f(x) niedriger ist als der von g(2). 

Nimmt man fiir f(x) und g(x) ganzzahlige Functionen, so werden 
freilich a),..@,, bo,...b, im Allgemeinen nicht simmtlich ganze, 
sondern nur rationale Zahlen. Aber man kann dann die Gleichung 
(13) mit dem gemeinsamen Nenner jener Zahlen multipliciren und so 
an ihre Stelle eine Gleichung mit lauter ganzzahligen Constanten setzen. 

Fasst man alle diese Bemerkungen zusammen, so erkennt man 
die Richtigkeit des folgenden Satzes: 


*) Vgl. fiir das Folgende: Thomae ,, Ueber die hiheren hypergeometrischen 
Reihen etc.“‘, diese Annalen, Bd. Il, pag. 427. 


39* 
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lis seien f(x) und g(x) zwei ganze ganezahlige Functionen von 2, 
welche nur der Einschriinkung unterliegen, dass f(x) von niedrigerem 
Grade als g(x) ist, und dass die Gleichungen f(x) = 0, g(x) = 0 durch 
keinen ganzzahligen nicht negativen Werth von x befriedigt werden. 
Dann besitet die bestiindig convergirende Potenzreihe 

f(0) FO) fa) # , FOF) # 
Y= TF G0) * F goygity Bt gogaygey att" 
die Eigenschaft, dass unter. den Verhiilinissen y: y' :y”:-+-: y 
mindestens Eines irrational ist, wenn dem Argumente 2 irgend ein von 
Null verschiedener rationaler Werth beigelegt wird. Dabei bezeichnet r 
den Grad von g(2). 

Zu bemerken ist noch, dass offenbar f(x) und g(x) unbeschadet 
der Allgemeinheit ohne gemeinsamen Theiler vorausgesetzt werden 
diirfen. 

Der specielle Fall f(z) = 1, g(z) = ax-+b fihrt auf die Reihe 
(1) und den oben fiir diese Reihe bewiesenen Satz. 


Koénigsberg i. Pr., den 24. Miirz 1888. 




















Ueber rectificirbare Curven. 
Von 


Leo KorniasBercer in Heidelberg. 


Herr G. Humbert beweist in seiner interessanten Arbeit ,,sur 
les courbes algébriques planes rectifiables‘**) den Satz, dass der Bogen 
einer rectificirbaren ebenen algebraischen Curve stets einer Gleichung 
zweiten Grades geniigt, deren Coefficienten rationale Functionen der 
Coordinaten der Curve sind, dass ferner fiir rectificirbare Curven 
die nothwendige und hinreichende Bedingung fiir die rationale Aus- 
driickbarkeit in den Coordinaten darin besteht, dass sich fiir diese die 
Basis des Bogenintegraies, welche durch eine Quadratwurzel dargestellt 
ist, rational durch die Coordinaten der Curve ausdriicken lasse, und 
leitet daraus eine Reihe weiterer Theoreme zur Auffindung solcher 
Curven her. Nach dem von ihm gegebenen Beweise kénnte es scheinen, 
als ob diese Siitze irgendwie mit der geometrischen Bedeutung des 
Bogenintegrales oder mit der analytischen Form dieses speciellen 
Integrales verkniipft seien, und ich will daher im Folgenden die Quelle 
dieser Siitze darzulegen versuchen und zugleich eine allgemeinere Defi- 
nition von rectificirbaren Curven aufstellen. 

Sei y eine durch die Gleichung 


(1) f(x,y) =9 
definirte algebraische Function, und fiir diese Function 
Q) S=fYo@, H7,--)dz= Feyy,y,..), 


worin @ eine rationale und F eine algebraische Function bedeutet, so 
wird sich nach dem bekannten Satze von Abel**), weil /@ sowie F 





*) Journal de Mathématiques 1888 tome IV, fasc. Nr. 2. 

**) nach welchem der Werth eines algebraisch ausfiihrbaren Integrales 
einer algebraischen Function einer Variabeln sich stets rational durch diese 
Function und ihre Variable ausdriicken lisst. 
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als algebraische Functionen von 2 aufgefasst werden kénnen, 


F(a, y, y,...) rational durch x und Ya(z, y, y',...) darstellen 
lassen und somit 


3) S= | Yo@,vv,--) ae 
=Rf,(x, 9, y¥,-..)+ Re, y,y,.--) Yar, y,y,--.) 


sein, worin R, und R, rationale Functionen bedeuten, und man wird, 
da y sowie jede Ableitung von y rational durch x und jede beliebig 
gewahlte andere Ableitung von y ausgedriickt werden kann*), die 
Functionen @, R,, R, auch als rationale Functionen von x und y 
oder einer willkiirlich gewihlten Ableitung von y auffassen kénnen. 
Hieraus folgt schon der Satz 


dass, wenn fiir eine algebraische Function y das Integral 


S = fvow, y,y,...)dz 
algebraisch durch x,y und die Ableitungen ausdriickbar ist, jedenfalls 
S die Lisung einer quadratischen Gleichung sein wird, deren Coeffi- 
cienten rational aus x und y oder einer willkiirlich gewdhlten Ableitung 
von y susammengesetat sind. 


Bemerkt man aber, dass durch Differentiation der Gleichung (3) 














da 
oy a pees. aR, , aR, 1 dx —— 
(4) Yo(z,y,y,--)= _ + (442, 2 ) awe Y,Y,---) 





folgt, so wird, wenn om =0( oder R, eine Constante ¢ ist, die 
Irrationalitit //@ herausfallen, und das iibrig bleibende durch die 


Function @ befriedigt sein, wenn dagegen ro von Null verschieden 


ist, Yo sich rational durch x und y oder irgend eine Ableitung aus- 
driicken lassen, und somit nach (3) S ebenfalls rational durch die letzt- 
genannten Gréssen darstellbar sein. Da aber auch umgekehrt, wenn 
S eine solche rationale Darstellung in der Form 





*) Dass y’ eine rationale Function von x und y ist, folgt unmittelbar aus 
der Gleichung (1), und es lisst sich, wenn (1) in Bezug auf y vom mn Grade 
war, als eine ganze Function von y vom » — 1" Grade darstellen, deren Coeffi- 
cienten rationale Functionen von « sind; da ferner 


Juaemy 


ist, so folgt aus dem oben angefiihrten Abel’schen Satze auch, dass y rational 
durch x und y’ ausdriickbar ist, es lisst sich somit y’ rational durch x und y, 
y rational durch 2 und y’ darstellen, und dasselbe gilt fiir die héheren Ab- 
leitungen. 





uU 


heed 


a 


ia? ia ti. 


a — a pee ot § eed bee ee 
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(5) s—fYaevy, dz= R(x, y,y',---) 


besitzt, worin R eine rationale Function bedeutet, wie durch Diffe- 


rentiation folgt, /@ rational durch x und y oder irgend eine beliebige 
Ableitung darstellbar ist, so erhalten wir das folgende Resultat: 


Nennt man das Integral 
8 — {Yae, ¥,¥,-..) dz, 


worin y eine algebraische Function von x, und @ eine rationale Function 
bedeutet, algebraisch reducirbar, wenn sich dasselbe als algebraische 
Funct! , von « und y oder irgend einer Ableitung darstellen liisst, so 
wird ein solches stets die Lisung einer Gleichung zweiten Grades von 
der Form sein 


(6) (S—c)=—r(z,y,y...) @(t,y,y,---), 

worin c eine Constante und r eine rationale Function bedeutet. Die 
nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass dieses Integral 
ein rational reducirbares ist, ist die, dass Ya(x, y, y', . . .) sich rational 
durch x und y oder irgend eine Ableitung ausdriicken lasse. 





Es bedarf kaum der Erwihnung, dass dieser Satz nicht auf 
Quadratwurzeln von rationalen Functionen von 2, y, y’,... beschriinkt 
ist, indem fiir héhere Wurzelexponenten nur noch die Potenzen dieser 
Irrationalitit in den Ausdruck fiir das algebraisch reducirbare Integral 
eintreten; es hat jedoch kein Interesse, dies hier weiter auszufiihren, 
indem ich nur zeigen wollte, dass die von Herrn Humbert fiir 
algebraisch und rational rectificirbare Curven bewiesenen Siitze eine 
unmittelbare analytische Folgerung aus dem bekannten Abel’schen 
Satze sind, wenn man in der oben gewihlten Bezeichnung 


a(z,y,¥,...)=VYl+y* 
setzt, und es braucht ebenso kaum hervorgehoben zu werden, dass 
diese Siitze hiernach ebenso fiir riiumliche algebraisch rectificirbare 
Curven gelten. 

Aber wir wollen das Problem jetzt noch allgemeiner fassen, um 
nicht auf algebraische Curven beschrinkt zu bleiben. 

Eine transcendente Curve soll rectificirbar genannt werden, wenn 
ihr Bogen sich als algebraische Function ihrer beiden Coordinaten aus- 
driicken lésst, 

also 


@) s— fYiFy dx = Fw, 9) 


ist, worin F’ eine algebraische Function bedeutet. 
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Zunichst ist sofort zu sehen, dass, weil durch Differentiation 

von (7) 
a re or oF 

(8) yity—F+ Soy 
folgt, jede rectificirbare transcendente Curve das Integral einer alge- 
braischen Differentialgleichung erster Ordnung sein muss, und dass daher 
irreductible Differentialgleichungen von hoherer Ordnung als der ersten 
nie rectificirbare Curven als Integrale enthalten kinnen. 

Sei nun diese Differentialgleichung erster Ordnung, welche die 
rectificirbare transcendente Curve definirt und die wir in Bezug auf y 
im algebraischen Sinne als irreductibel betrachten diirfen, 


©) ¥ =e), 
so wird, wenn 
(10) Vity?=-z oder y = /2?—1 


gesetzt wird, zuniichst aus (9) und (10) ¢ als algebraische Function 
von « und y in der Form sich ergeben 
(11) a= a(x, ¥), 
woraus durch Differentiation 
‘ ,__ Oo 0® »¢ 
(12) ime Ox + oy f 
und durch Elimination von y zwischen den Gleichungen (11) und (12) 
(13) g = Q(z, 2) 


folgt, sonach 2 ebenfalls ein Integral einer algebraischen Differential- 
gleichung erster Ordnung ist, die in der in ¢’ algebraisch irreductiblen 
Form 
(14) #” + Q(z, 2) 2"? +--+--+ @ (x, 2) = 0 
dargestellt werden mag, in welcher @,, @,,... 0, rationale Functionen 
bedeuten. 

Vermége dieser Substitution geht aber die Gleichung (7) in 


(15) frdx = 30, 2) 

iiber, worin ¥ eine algebraische Function bedeutet, und es ist zuniichst 
die Form der Function ¥ naher zu charakterisiren oder zu untersuchen, 
welche analytische Gestalt der von Abscisse, Ordinaten und einer 
transcendenten Curve, welche das Integral einer algebraischen Diffe- 
rentialgleichung erster Ordnung ist, eingeschlossene Fliicheninhalt an- 
nimmt, wenn sich derselbe algebraisch durch die Coordinaten der Curve 
ausdriicken lassen soll. 

Setzen wir 


(16) O(@, 4) = 4, 





n 
> 4 


o_ 


LS ee 
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so dass ¢, die Lésung der algebraischen Gleichung 
(17) th + J (@, 2) te +--+ Hue, 2) = 0, 


in welcher §,, %2,-.-+) &« rationale Functionen bedeuten, und mag 
diese Gleichung, wenn noch die Ableitung 2 adjungirt wird, fiir die 
Lésung ¢, die irreductible Gleichung liefern 


(18) 4+ 97,(7,2,2)t-1+4---+n (a, 2, 2’) =0, 

worin 1,, %,..., 7, rationale Functionen bedeuten, so wird, wie aus 
bekannten Ueberlegungen ersichtlich, da ¢’ aus (18) sich als ganze 
Function 4 — 1'" Grades in ¢ ergiebt, deren Coefficienten rationale 
Functionen von 2, 2, 2’, 2” sind und 2” nach (14) als rationale Function 
von z, 2 und 2g’ folgt, 

(19) ¢' = Rw, 2,2) t*"+ Rw, 2,2) t**+ --- + Raila, 2, #’) 
sein, wenn F,, R,,..., R, wiederum rationale Functionen bedeuten. 
Da aber vermége (15) und (16) ¢,’ = folgt, so wird die Gleichung 
(19) in 

(20) R, (@, 2, 2’) t+ RB, (a, 2,2) t* +--+ (Ra (x, 2,2") — e) = 0 
itibergehen, was mit der Annahme der Irreductibilitit der Gleichung 
(18) nur dann vereinbar ist, wenn 

(21) R,(w, 2,2) =—0, R(a, 2,2) =—0--- Raa, 2, 2) —2 =0 
erfiillt sind; daraus ergiebt sich aber wieder, dass auch fiir jede andere 
Liésung ¢, der Gleichung (18) die Gleichung (20) also auch nach (19) 


t,, = 2 oder fs dz = t, 
befriedigt wird, und dass daher 
(22) tp=t, +e 
sein muss, wenn ¢ eine Constante bedeutet. Da sich aber aus (18) 
in diesem Falle 

(¢, + c} + r, (2, a, #’) (¢, + ct sl + r(x, a, 7)= 0 
und 
ty + 7,(@, 2,2) t* 1 +---+ nile, 4,07) = 0 
ergiebt, so wiirde aus diesen beiden Gleichungen 
Act! + x, (a, 2, #) t-? + +++ + wile, 2,2) = 0 

folgen, was mit der Annahme der Irreductibilitét von (18) wiederum 
nicht vereinbar ist — es muss daher die Gleichung (18) in ¢ vom 
ersten Grade sein und daher ¢, rational durch 2, 2,2 ausdriickbar 
sein, so dass nach Gleichung (15) und (16) sich der folgende Satz 
ergiebt, wenn man noch erwiigt, dass durch Differentiation von (15) 


CRY oe 
some + ae * 
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folgt, und g somit das Integral einer algebraischen Differentialgleichung 
erster Ordnung ist, also nie einer irreductiblen Differentialgleichung 
von héherer Ordnung als der ersten angehdren kann: 


Eine transcendente Curve, deren Flichenstiick durch die Coordinaten 
derselben algebraisch quadrirbar sein soll, muss das Integral einer 
algebraischen Differentialgleichung erster Ordnung sein, und das Eliichen- 
stiick ist dann stets rational ausdriickbar durch die Coordinaten und 
deren erste Ableitung. 


Da sich nun statt (15) die Gleichung ergiebt 
(20) iE dz = R(x, 2, 2’), 


worin §t eine rationale Function bedeutet, so wird vermége der Sub- 
stitutionsgleichung (10) 


24 ‘Ytytdxz=—NR Tao, vy 
(24) fvi¥y ds (2, VIF, mae 
— My (x, Y; y; Vi+y"), 
worin i, wiederum eine rationale Function bedeutet, da y” rational 


durch x, y und y ausdriickbar ist, und man erhilt somit, wie un- 
mittelbar zu sehen, 


(25) J Vi+y? dz = a(2,9,¥) +a wy)Vi+y% 
worin g, und g, rationale Functionen darstellen. 


Der Bogen einer rectificirbaren transcendenten Curve hat also stets 
die Gestalt 


(26) act 0o(2, YY) +a(%,y, y’) Vi+ y”, 
wortn @, und @, rationale Functionen bedeuten. 
Da nun durch Differentiation von (26) sich 
= herr dQ d y" i iw 
Q7)) Vi FP H— e+ Get HE) VIF ¥ 
ergiebt, so wird, wenn ite =( oder g, eine Constante c¢ ist, die 


Irrationalitiit //1 + y'? herausfallen, und das iibrig bleibende durch die 


transcendente Curve erfiillt sein miissen, wenn dagegen ot von Null 


verschieden ist, 1+ y? sich rational durch 2, y, y’ ausdriicken lassen 
und somit nach (26) s ebenfalls rational durch 2, y, y’ ausdriickbar 
sein. Da aber auch umgekehrt, wenn s eine solche rationale Dar- 
stellung in der Form 


(28) s = fvity dz = e(x,y, y) 
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besitzt, worin @g eine rationale Function bedeutet, wie durch Diffe- 
rentiation folgt, /1-+- y®? rational durch 2, y, y’ darstellbar ist, wenn 
y durch eine algebraische Differentialgleichung erster Ordnung definirt 
ist, so erhalten wir den nachfolgenden Satz: 

Jede rectificirbare transcendente Curve ist das Integral einer alge- 
braischen Differentialgleichung erster Ordnung, und ihr Bogen die Lisung 
einer quadratischen Gleichung von der Form 

(s—cP=o,(2,y,y¥)(1+y%), 
worin c eine Constante und @, eine rationale Function bedeutet. Die 
nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass der algebraisch 
rectificirbare Bogen ein rational rectificirbarer in dem Sinne ist, dass 
sich derselbe rational in den Coordinaten und der ersten Ableitung aus- 
driicken lisst, ist die, dass V1 + y? sich als rationale Function von 
x, y und y' darstellen liisst. 


Heidelberg, im Mai 1888, 








Ein Satz iber Potenzreihen. 
Von 


August GutTzmer in Berlin. 


Bisher ist, soviel mir bekannt, nur ein Satz iiber das arithmetische 
Mittel von Functionen complexer Veriinderlichen aufgestellt worden, 
welcher im Wesentlichen von Herrn Rouché*) herriihrt und die Werthe 
einer Potenzreihe fiir alle Punkte eines innerhalb des Convergenz- 
bereiches gelegenen Kreises betrifft. Derselbe findet sich in mehr oder 
minder modificirter Form bei Herrn Rausenberger*™) und Stolz***), 
sowie bei Herrn Thomae?), welcher ihn zugleich erweitert hat. Im 
Folgenden wird ein analoger Mittelwerthsatz mitgetheilt, der sich auf 
die Werthe bezieht, welche das Quadrat des absoluten Betrages einer 
Potenzreihe lings eines im Convergenzbereiche gelegenen Kreises an- 
nimmt, und aus demselben ein bekannter Satz tiber die Coefficienten 
einer convergenten Potenzreihe hergeleitet. Da aber eine Function 
g(r, @) langs eines Kreises um den Nullpunkt im Grunde nur von der 
reellen Verinderlichen © abhaingt und andererseits Mittelwerthe von 
der Art des hier betrachteten sich immer als specielle Fiille bestimmter 
Integrale auffassen lassen, so erkennt man — eine Bemerkung, die 
ich Herrn Pringsheim verdanke — unmittelbar die Méglichkeit, 
diesen Satz auch aus der von Harnack77}) gegebenen Gleichung 

+2 


k=@ 
fos (x)? da = 2b? + x >’ a,” + 6’, 
k=1 


—z# 
*) Journal de l’Ecole Polytechnique, 1862, cabier 39. — Serret, Héhere 
Algebra, Bd. 1, Nr, 204. 
**) Lehrbuch der periodischen Functionen, § 22, 7. 
***) Arithmetik, Bd. II, 8. 171. 
+) Elementare Theorie der analytischen Functionen, S. 130, 
+t) Math. Annalen, Bd, 17, pag, 127, 
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wo 


t=” 
(x) = by + >” (ay sin kar + by cos Ket), 

k=1 
abzuleiten. Obschon aus dem obigen Grunde die Form dieser Gleichung 
etwas allgemeiner erscheint und auch ihre Herleitung allgemeinere 
Voraussetzungen gestatt¢dt als die hier gegebene des nachfolgenden 
Mittelwerthsatzes, so diirfte die letztere doch ihres rein elementaren 
Charakters halber nicht ohne Interesse sein. 

Angenommen, es sei die Potenzreihe 


(1) Be) = >) aa 
k= 
fiir den durch die Ungleichung ; 
lei ok 


definirten Bereich absolut convergent. Setzt man 
gene - 6%, (r < R), 
so nimmt (1) die Form 


ao 


P(2) = pr, ©) = >) agrtero 


k=0 


an; multiplicirt man diese Gleichung mit der conjugirten Grisse 


p(r, @) = a,r*e—* 9 | 
so ergiebt sich 
lp(r, @)|? = > Apa, vtt « elk—M) Gi 


kh=0 


2) ao 
= > | ax |? v2* + > Ay Ay YE elk—W) OF, 
k=0 k,h=0 


wo durch 4 angedeutet werden soll, dass die Combination k — h 
bei der Summation auszuschliessen ist. Nimmt man 


ay == A + Bye ? 
so liefert die letzte Gleichung: 


|p (vr, @) |? =>) aul? x2* + > { (anon + BxBr) cos (k—h)@ + 
ome ° (ap, — - @y Bx) sin (k—h) @} phth 


-> |ag|? 2% + 2 > > {(cersuen + Br4sBx) 008 1O ++ 


t=1 A=0 (G48, _ 0, Bn+1) sin 10} 2h, 
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Fiihrt man zur Abkiirzung 


e (420, + Br4iBr) 2°4+! = A;, 
@) = 
Ps (@n4:B, — On Bazi) 12*t! = B, 
Av 


ein, so geht die obige Gleichung iiber in die folgende: 


|o(r, |? = >? Jarl? #2 + 2S) {4, cos 10 + B, sin 10} - 
$I 


k=0 


Hieraus ergiebt sich unmittelbar: 


|p(r, O+-m)|? = >” [asl »** + 2S (— 1) { A, cos 10+ B, sin 19}, 
k=0 é== 
also 


+ {|o(r, Ol + |p, + 2)P} 
=>) |a,)? #2* + 2S? { Aa: cos 270 + By, sin 210}- 
k=0 é==8 
Aus dieser Gleichung schliesst man weiter: 
i (lo@ OF + |e, O+ Z/+ lo, O+m + or, 0+)!" 


-> |ax|? 72* + 2) {Au cos 410 + B,, sin 410} . 
a0 


é=s8 


Durch fortgesetzte Wiederholung dieses Verfahrens findet man 
schliesslich : 


(3) > > |o("» O+ 27) 


=U 


2 








=>) |aal? 12* + 25S” {Agn, c08 (2°70) + Bap, sin (2°28)}- 


k=0 


Geht man nun auf die in (2) angegebenen Ausdriicke fiir A, und 
B, zurtick und beachtet die iiber die Potenzreihe (1) gemachte Voraus- 
setzung, so bemerkt man, dass der zweite Summand der rechten 





—_ a Gon Se 
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* Seite in (3) mit wachsendem x beliebig klein wird, so dass man 


schliessen kann: 
2"—1 cs 
= P k 
Oo lnez ~ ee. 
, v=0 k=0 
Die linke Seite dieser Gleichung stellt das arithmetische Mittel 
aus den Quadraten der absoluten Betriige der Potenzreihe (1) fiir alle 
Punkte des Kreises |x|, (r<R) dar; dasselbe ist nur von r abhiingig, 
wie auch a priori klar ist. Bezeichnen wir dieses Mittel durch M,, 
so kénnen wir (4) in der Form schreiben: 








7 Yr, O+ =r) 





(5) M, |B (x) |? — >? ae? v2# 


und haben damit den Satz: 


Das arithmetische Mittel aus den Quadraten der absoluten Betrage 
aller Werthe, welche die Potenzreihe 


ao 


Kz) = > ayak 


k=0 


auf dem Kreise |x| =r (r < R) annimmt, ist gleich der Summe aus 
den Quadraten der absoluten Betrége der einzelnen Glieder. 


Offenbar gilt dieser Satz fiir jeden beliebigen im Convergenz- 
bereich der Reihe gelegenen Kreis, wenn man von der Reihe (1) zu 
einer Entwicklung derselben in der Umgebung des Mittelpunktes des 
betreffenden Kreises iibergeht. Auch iiberzeugt man sich, dass der 
Satz Geltung hat, wenn man Potenzreihen mit unendlich vielen posi- 
tiven und negativen Potenzen einer oder mehrerer Veriinderlichen 
betrachtet. 


Aus diesem Satze kann man unmittelbar einen Schluss ziehen. 
Es folgt niimlich aus (5), dass es unter den Werthen |{§(x)|? solche 
geben muss, fiir welche die Relation besteht: 


IB (a)? > >> lal? v2, 


k=0 
Fiir diese Werthe ist dann auch sicher 
|S (x) |? > |ax|? r°* 


oder 
|P(a)| r-* > | al. 
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Setzt man an Stelle dieser Werthe der Potenzreihe ihre obere 
Grenze g fiir die Werthe |z| — +r, so ergiebt sich: 
g-r-*> |agl. 
Damit ist aber ein bekannter Satz tiber die Coefficienten einer Potenz- 


reihe bewiesen.*) Fiir allgemeinere Potenzreihen liisst sich der analoge 
Satz durch dasselbe Schlussverfahren herleiten. 


Berlin, Anfang Februar 1888. 


*) Weierstrass, Abhdl. a. d. Fanctionenlehre, S. 93, 94. — Biermann, 
Theorie der analyt, Funct., S. 141 ff. — Thomae, a.a.0., 8, 131. Nach Stolz 
(Arithm. II, S. 321) riihrt der Satz von Cauchy her. 
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Tafel Il. 
Flachen mit umkehrbarer Indicatrix. sie 


Grundformen: Normalformen : 
(mit der Zuordnung der Rander.) 


Fig. 5. f 
K=1. 
Tr=0. 


Fig. 6. 


ie 
/ 
K-o f | 
| 
r=7. \ 
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Fig. 44 a. Fig. 44 b. 
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